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ÉTUDE EXPÉRIMENTALE ET THÉORIQUE 
DE L’IMMERSION D'UN SOLIDE PULVÉRULENT 
DANS UN LIQUIDE PUR. 
CONSTRUCTION D'UN MICROCALORIMÈTRE 


Par François LAPORTE 


SOMMAIRE. — Ce travail comprend trois parties : 


L. Partie historique. — Revue bibliographique des chercheurs qui ont 
étudié l « effet Pouillet » et des nombreuses tentatives d’explication du 
phénomène. 


Il. Partie expérimentale. — Description du microcalorimètre construit. 
Conditions auxquelles il doit satisfaire. Choix des éléments du montage, 
Un calcul détermine les grandeurs qui, à partir de l’enregistrement photo- 
graphique des déplacements, en fonction du temps, du spot du galvano- 
mètre placé dans le circuit du thermocouple, permettent de connaître la 
variation d’enthalpie d'immersion. Des contrôles préliminaires assurent 
de la correction des mesures. Le microcalorimètre a une sensibilité de 
1,3.10—% 0C., il est fidèle, la précision des mesures est supérieure à 4 0/0. 

Des mesures de variation d’enthalpie d'immersion dans l'eau pure ont 
été faites avec différentes poudres : graphite, oxyde de zinc calciné, flint 
lourd, oxyde de titane. Il existe un grand écart entre les mesures faites 
avec des échantillons solides non dégazés et dégazés. Une étude de l’ « état 
de surface » d’un échantillon de TiO: anatase après différents traitements 
de dégazage a été faite. La mesure de l’aire spécifique a permis d'exprimer 
les résultats en ergs par centimètre carré. 


III. Partie théorique. — La rapide décroissance de la variation d’en- 
thalpie d'immersion AH dans l’eau d’un échantillon de TiO: recouvert de 
quantités variables de molécules d’eau ne peut être expliqué par la théorie 
admise actuellement. 

Un schéma qualitatif de l’immersion est proposé et une expression 
quantitative de AH en harmonie avec tous les faits expérimentaux. 
Contrairement à ce qui est admis, lors de l'immersion : 

10 La formation de l'interface solide-liquide libère de l'énergie. 

20 La disparition de la surface solide ne libère pas toute l'énergie totale 
de surface solide. 

30 L'énergie d’interface solide-liquide I est une fonction de f, fraction 
de la surface solide unité recouverte de molécules adsorbées. 
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En conséquence, cette conception de la formation de l'interface solide- 
liquide permet d'expliquer la grande dispersion des mesures d'angle de 
contact, de comprendre la tendance à l’agrégation des solides pulvéru- 
lents, de compléter nos connaissances sur le dégazage des surfaces solides. 
La méthode microcalorimétrique permet d’étudier le mouillage préféren- 
tiel, de mesurer l’aire de solides pulvérulents non poreux, d’étudier le 
caractère énergétique d’une surface solide. 


INTRODUCTION 


L'objet de ce travail est d'apporter une contribution à la connais- 
sance de l'interface solide-liquide de systèmes : solide pulvérulent 
non poreux-liquide. La méthode d’étude adoptée est la mesure micro- 
calorimétrique de la variation d’enthalpie d'immersion. : 

Un solide pulvérulent non poreux est difficile à définir du point de 
vue physique. Un schéma de caractérisation pourrait être : 

A) Caractères chimiques : 

a) Nature chimique, pureté de l'échantillon (analyse). 

b) Système cristallin (diffraction des rayons X). 

B) Caractères physiques : 

a) Surface. 

b) Grosseur et forme des grains (par l’image donnée par le micro- 
scope électronique qui donne le contour). 

€) Répartition des dimensions des grains. 

d) Fissures, micro-fissures (par adsorption de molécules de gaz de 
dimensions différentes). 

e) Domaine de stabilité à la chaleur (au-dessus d’une température 
il y a risque d'agglomération, de modification de la surface). 

C) Caractères énergétiques. — L'analyse microcalorimétrique 
donne : 


a) La variation d'enthalpie d’adsorption pour différents gaz ou 
vapeurs. 


b) La variation d’enthalpie d'immersion pour différents liquides. 


En calorimétrie à pression constante JQ —H,—H,. L’enthalpie a 
pour expression H=UÙ + pv, cf. E. Darmois (35 bis). 
J'ai adopté dans ce travail le terme de variation d’enthalpie 


d'immersion pour exprimer la chaleur libérée lors de l'immersion 
d’une poudre dans un liquide. 


Avant d'aborder le corps du sujet, il convient de définir le phéno- 
mène étudié et ceux qui en sont voisins : adsorption, adhésion, 
mouillage. 

À) Adsorption. — Il ÿ a adsorption par une surface solide d’une 
molécule d’un gaz ou d’une vapeur, quand cette molécule est fixée à 
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la surface du solide. L'ordre de grandeur de l'épaisseur en jeu est de 
quelques dizaines d’angstrôms. L'adsorption existe aussi en solution. 

: Dans ce cas, on constate un enrichissement ou un appauvrissement 
de la concentration de la solution à la surface du solide. La loi qui 
régit ce phénomène a été donnée par Gibbs. 

B) Adhésion ou travail d'adhésion. — C'est le travail qu'il faut 
dépenser pour déplacer une molécule depuis la surface solide où 
elle est adsorbée, jusqu’à un point où elle n’est plus soumise au 
champ de surface solide. 

Ce travail peut être exprimé en ergs/centimètre carré si on l'étend 
à toutes les molécules adsorbées sur 1 cm? de surface solide, 

C) Mouillage. — Le mouillage est un caractère qui tient du solide 
et du liquide mis en présence. Il dépend fortement de l’état de surface 
du solide et de la pureté du liquide. C’est la faculté qu'ont une sur- 
face solide et un liquide de former spontanément un film continu 
très mince, à la limite uni-moléculaire, de molécules du liquide à la 
surface du solide. C’est une notion plutôt qualitative : on dira d’une 
surface solide qu’elle est ou qu’elle n’est pas mouillée par un 
liquide ; de même on dira d’un liquide qu’il mouille, qu’il mouille 
mal ou qu’il ne mouille pas une surface solide. 

Le mouillage diffère de l’adsorption en ce que l’adsorption ne 
stipule pas nécessairement la formation d’un film continu à la sur- 
face du solide. 

D) Zmmersion: — L'immersion est obtenue quand une surface 
solide pénètre dans le sein d’un liquide. Une surface solide immergée 
dans un liquide pourra être entièrement, moyennement ou pas du 
tout mouillée par le liquide. 


J'exprime ici ma respectueuse gratitude à M. le Professeur E. Dar- 
mois pour ses conseils éclairés. Mes remerciements vont aussi à tous 
les chercheurs du Laboratoire Physique Enseignement de la Sorbonne 
qui m'ont aidé de près ou de loin. 


Je veux aussi remercier : 

1° La Direction des Recherches des Glaceries de la Compagnie 
Saint-Gobain à la courtoisie de laquelle je dois l’analyse par diffrac- 
tion des rayons X et les photographies au microscope électronique 
de l’échantillon de Ti0: anatase. 

50 Le Laboratoire de Physique de l’Institut Français du Pétrole qui 
a mesuré l’aire de l'échantillon de TiO;, anatase par microscopie 
électro nique et par adsorption d'azote à basse température. 

30 La Direction Scientifique des Aciéries d’Imphy qui m’a donné 
les fils d’alliages BTE et (TE avec lesquels j'ai construit le thermo- 
couple. 

4° Enfin et tout particulièrement la Direction de la Société Fran- 
caise Duco qui m'a permis d'entreprendre et de terminer ce long 
travail de passionnante recherche. 


8 FRANÇOIS LAPORTE 


CHAPITRE PREMIER 


Historique. 


4. Les premiers travaux. — Dans le « Mémoire sur de nouveaux 
phénomènes de production de chaleur » (114) Pouillet signale en 1822 
l'effet calorifique qui accompagne l'immersion d’un solide pulvéru- 
lent dans un liquide. 

Il fut longtemps considéré comme le premier à avoir observé ce 
phénomène. 

Il semble cependant que Leslie (85) ait observé ce phénomène 
vingt ans auparavant. 

Ce n’est qu’une quarantaine d'années après Pouillet que ce problème 
commence à attirer l'attention des chercheurs en Allemagne, en 
Angleterre, en Belgique, en Italie, en France et en Russie. 

Signalons par ordre chronologique les premiers travaux : 

1860 Tate (134), Angleterre. 

1865 Junck (73), Allemagne. 

1866 Cantoni (28), Italie. 

1873 et 1874 Melsens (97), Belgique. 

Les premiers résultats expérimentaux ne présentent pas beaucoup 
d'intérêt à cause du manque de‘précision des méthodes d'observation 
et du manque de définition des conditions expérimentales : 

Température initiale du calorimètre, 

Nature de la poudre, 

Son état de surface, son aire. 

Pureté du liquide. , 


Imparfaite identité de température des phases solide et liquide. 


2. Contradictions des résultats. — C’est la raison pour laquelle les 
premiers résultats accusent des contradictions dont voici deux 
exemples : 

1° L’immersion du gel de silice produisait un dégagement ou une 
absorption de chaleur suivant que la température du système était 
au-dessus ou au-dessous de 4° C. 

Junck (73) et Schwalbe (125) ont signalé ce fait qui a été infirmé 
par Meissner (96). Ce dernier a établi qu’il y a toujours dégagement 
de chaleur pour l'immersion du système gel de silice-eau même pour 
une température inférieure à 4° C. Ce fait a été confirmé par Patrick 
et Grim (105). 


. z ; ; 
20 L'influence de la dimension des particules sur la chaleur 
d'immersion a été très discutée. 


Ercolini (45), Linebarger (87), Parks (103), Gurvich (58) et beau- 
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coup d’autres ont établi que la chaleur d'immersion est inversement 
proportionnelle à la dimension des particules. 

Mais Krezil (76) pour le système silice finement divisée-eau prétend 
le contraire, et Martini (94) pense que la finesse de la poudre n’in- 
fluence pas le résultat. 

Certains auteurs signalent que la chaleur d'immersion passe par un 
maximum puis décroit à mesure que la finesse de la poudre 
augmente. Tels Krezil (76) pour le charbon de sucre et Dunstan, 
Thole et Remfry (42) pour le système bauxite-kérosène. 


3. Divergences des résultats. — Les résultats numériques d’auteurs 
différents ne présentent pas d'unité. 

Ainsi Gurvich (58) donne une liste de résultats très différents de 
ceux de Gaudechon (54). Le seul accord entre eux est qu’en général 
l'eau et quelques alcools donnent une chaleur d'immersion pour 
différents solides beaucoup plus grande que les hydrocarbures satu- 
rés, le tétrachlorure de carbone et le sulfure de carbone. 

Mais Andress et Berl (4) indiquent d'autres résultats : pour le 
charbon activé Bayer la chaleur d'immersion est plus petite pour l’eau 
que pour le méthanol, l’éthanol, le benzène et CS:. 

Cette divergence des résultats est illustrée par le tableau suivant 
où la chaleur d'immersion est exprimée en calories par gramme de 
poudre. 


Auteur Charbon Eau CH 
Ghappuish{ag) ns N°0," 7,4 
Gaudechon (54)... , .| de sucre 3,9 4,2 
Gurvich (58). . . . .| animal 18,5 ET | 
Éarkiné 109) 0. 0. 10,5 
Andress et Berl (4). . .| activé 12,4 39,4 


Ces différences ne sont pas surprenantes puisque les mesures expri- 
mées en calories par gramme de poudre ont été exécutées avec des 
échantillons différents qui ne possédaient certainement pas la même 
aire par unité de masse et que l'influence de traces d'impuretés 
polaires qui peut augmenter la valeur de la chaleur d'immersion 
dans un liquide non polaire n'avait pas été mise en lumière. 
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4. Tentatives d'explication. — L'effet Pouillet a donné lieu à de 
nombreuses tentatives d'explications. 

D'abord en 1822, Pouillet a émis l'hypothèse que l'effet calorifique 
était dû à une réaction chimique du solide dans le liquide. 

Mais, en 1865, Junck (73) repousse cette hypothèse et suggère que 
la pression du liquide à la surface du solide est la cause de l'effet 
Pouillet. , 

Cette hypothèse a été établie à partir d'observations inexactes, 
Junck a trouvé que de la silice mise dans l’eau à une température 
supérieure à 4° CG. engendre une élévation de température. Si la tem- 
pérature de l’eau est inférieure à 4° C. il y a baisse de la température 
du système par immersion. 

Ceci est en accord avec l'hypothèse de la pression de surface. La 
variation de pression dp pour une variation de température abso 
lue dT est : 


JcodT 
dp rat 


: coefficient d'expansion du liquide à pression constante, 

: densité du liquide, 

: chaleur spécifique, 

: température absolue, . 

: équivalent mécanique de la calorie. 

.- Chappuis donne quelques valeurs numériques dans son travail 
intitulé « Ueber die Warmer-zeugung bei Adsorption der Gase durch 
feste Kôrper und Flüssigkeiten » (29) ainsi qu'une estimation exces- 
sive de la pression du film d’eau sur du charbon : 27.10% atm. 

Dans le même esprit ont travaillé Wiedemann et Ludeking : « Ueber 
die Verdichtung von Flüssigkeiten an festen Kôrper » (149). 

G. Fitzgerald (50) soutient la théorie de la pression du liquide sur 
la surface du solide. Il suggère l'application des lois de la thermo= 
dynamique et insiste sur la nécessité de posséder des résultats quan- 
ütatifs sûrs avant de développer la théorie. 

G.J. Parks dans son étude «On the heat evolved or absorbed when 
a liquid is brought in contact with a finely divided solid » (103) s’est 
efforcé d’une part d'obtenir des résultats quantitatifs valables, et 
d'autre part de développer un raisonnement thermodynamique. 

Il à fait une estimation approximative au microscope de l'aire 
d'une poudre de silice et a exprimé ses résultats en calories par cen- 
timètre carré. 


De 3 0 m 


Silice précipitée : 0,00105 cal./cm? à Tor 
0,0011 » 2/03. 


Son développement thermodynamique prend comme hypothèse 
initiale que l’effet Pouillet est réversible. 


» LA 4 
IMMERSION D UN SOLIDE PULVÉRULENT DANS UN LIQUIDE PUR ir 


Al écrit l'expression de la variation d'énergie interne, qui est une 
différentielle exacte, ce qui le conduit à la relation : 
Tual 
di 
entre la chaleur dégagée À, la pression de surface P et la tempéra- 
ture T. 

Cette relation serait fort instructive si des doutes n'étaient permis 
sur l’hypothèse initiale de la réversibilité de l’effet Pouillet. 

Pour en revenir à la discussion des travaux de Junck et Schwalbe 
il faut direque, d’une part, H. Freundlich (52) aussi a critiqué la vali- 
dité de leurs résultats et d’autre part le système eau-silice a été étudié 
par un grand nombre de chercheurs qui n’ont pas confirmé les obser- 
vations initiales et dont voici les principaux : 

1° Gore (57), 

2° Linebarger (87), 

3° G. J. Park (103), 

4° W. À. Patrick et F. V. Grimm (105), 

5° H. Gaudechon (54), 

6 W. Wildi (153), 

7° R. Berthon (16). 

8° T. D. Pozdnyakova (115), 

9° J. L. Culbertson et L. L. Winter (31), 

10° D. T. Ewing et G. T. Bauer (49), 

11° S. Brunauer (2/4). 

W. A. Patrick et F. V. Grimm (105) assimilent le gel de silice 
activé à une surface d’eau. Cette hypothèse est en accord avec les 
résultats de chaleur d'immersion dans le benzène, le tétrachlorure 
de carbone et l’aniline mais n’explique pas l'immersion dans l’alcool 
éthylique. 

En 1866, Cantoni dans son travail « Sul Calore prodotto della 
permazione dei liquidi » (28) émet une hypothèse physicochimique 
pour expliquer l'effet Pouillet. 

Martini (1896 et 1900) développe dans son travail « Intorno al 
calore che si sviluppa sul bagnare le pelveri » (94) l'hypothèse de 
Cantoni. 

Il refuse d'admettre les valeurs énormes de pression de surface 
- indiquée par Lagergren (77) et suppose que de même que des solides 
se dissolvent dans des liquides et passent à l’état liquide, de même 
des liquides sont fixés par les poudres et passent à l’état solide, la 
chaleur libérée est équivalente à la chaleur latente que le liquide 
libère en se solidifiant. 

Meissner (96) en infirmant les résultats expérimentaux de Junck 
rejette également son hypothèse de la pression de surface et adopte 
celle de Martini. 
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Il faut cependant remarquer que les expériences de Meissner qui 
ont établi que certaines poudres immergées dans de l’eau à une tem- 
pérature inférieure à 4° C. provoquent un dégagement de chaleur ne 
contredisent pas l'hypothèse de la pression de surface. En effet, l’ac- 
croissement de la pression abaisse le point de densité maximum de 
l'eau. Pour p—200 atm. ce point est vers o° C. comme l’a montré 
Amagat (3) et d’autres. 

En 1913, Gaudechon publie un travail intitulé « Relation entre 
l'effet thermique qui accompagne l'immersion des corps pulvérulents 
secs dans les corps liquides et l'aptitude de ces derniers à fournir 
des molécules associées » (54) dans lequel il donne les résultats de la 
chaleur d'immersion de silice amorphe, argile naturelle, charbon de 
sucre pulvérisé et tamisé et fécule préalablement séchés à roo° C. 
dans 16 liquides. 


Argile Silice Fécule | Charbon 


NN ENST PR ONE PR nr A eine 12,6 15,3 20,4 
Alcool méthylique . . . . . 11,0 — 5,6 
D AMERIQUE RESTE OC: 10,8 14,7 4,9 
» DrOPA QUE MEN AL 10,2 193,9 7,0 
ET ANTON OL RE IL, — 3,1 
» benzy que EM 9,3 — h,2 
ACIde TOTALE Er CE 12,0 14,5 8 à 10 
nRRacétique. 9,3 13,5 3 à 4 
»  butyrique 7,8 — — 
Acétone CE ë,0 — 2,0 
Chloroforme . 9,0 8,0 — 
Oxyde d’éthyle 5,8 8,4 2,2 
Benzène 5,8 8,1 15 
CCI,. 1,8 — 157 
S:C . GLS TES LUN ARE ES 1,7 3,6 0,5 
Carbures saturés CH, Ci. 1,2 3,1 0,3 


De ce grand nombre de résultats numériques, Gaudechon tire les 
conclusions suivantes : 

L'eau, les alcools, les acides, corps contenant le groupement 
oxhydrile OH sont ceux qui dégagent le plus de chaleur. 

Dans une série homologue, on admet que l’aptitude à l'association 
décroît quand on s'élève vers les termes supérieurs ; conformément 
à cette notion on observe, surtout pour l'argile, que l’effet thermique 
décroît quand on s'élève dans la série. 

Il semble donc que c’est à l’association, agrégation ou polymérisa- 
tion des molécules au contact de la surface qu’il faut attribuer en 


œ 


grande partie l’effet calorifique résultant, observé dans l'immersion 
des poudres dans un liquide. 


De l'augmentation de la surface de séparation liquide-solide résul- 


IMMERSION D'UN SOLIDE PULVÉRULENT DANS UN LIQUIDE PUR 13 


terait une rupture de l'équilibre entre molécules plus ou moins asso- 
ciées, quel qu’en soit d’ailleurs le degré, et cette rupture correspon- 
drait à une association plus avancée que traduirait l'effet thermique. 

Pour Gurvich (58) la chaleur d'immersion est une fonction des forces 
d'attraction entre solide et liquide, elle mesure l’affinité entre l’adsor- 
bant et la substance adsorbée. 

C'est Gurvich qui a apporté les premières méthodes précises de 
mesures calorimétriques de la chaleur d'immersion de silicate et 
de charbon animal dans différents liquides organiques. 


Liquide Terre de Floride Charbon animal 


Alcool méthylique . 7. , : 17,6 


D CE UC RO PEER 10,6 
CET RE LES 4 13,9 
Sono io rnme eu et 2e, ar Es 14,0 
DÉRAEDO PE Se Dee nt en log Le Te LIL 


LS GRR EE TETE 8,4 


Ces résultats exprimés en calories par gramme d’adsorbant diffè- 
rent beaucoup de ceux de Gaudechon. Gurwich met en lumière 
l'influence de la polarité du liquide. 

P. Rehbinder (119) a étudié aussi l’influence de la nature du solide 
et du liquide sur la chaleur d'immersion. 


Liquide Charbon D Charbon R SiO» 


DETTE RE 5,9 11,3 9,20 
Hexane. : ; 


Il prétend que le plus grand phénomène calorifique se produit là 
où la transformation des énergies de surface est la plus grande. 

En 1927, Nutting (100) émet l'hypothèse que la chaleur d’immer- 
sion est égale au travail fait par les forces d’adsorption. Il calcule de 
telles forces comme fonction de l’épaisseur de la couche de liquide 
adsorbé. 

Mais Razouk fait remarquer dans son article intitulé « The heat of 
wetting of woodcharcoal by some common liquids » (116) qu'une 
telle conception est aussi fausse que de dire que la chaleur de réac- 
tion est une mesure de l’affinité de la réaction. 

La chaleur d'immersion et la chaleur de réaction sont l’une et 
l’autre des changements d'énergie totale qui sont régies par l'équa- 
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tion de Gibbs-Helmholtz du travail fait respectivement par les forces 
d’adsorption et de l’affinité de la réaction. 

Bangham et Razouk (8) ont fait une étude théorique et expérimen- 
tale très développée. j 

Si 1 g. de surface solide propre d’aire 5 centimètres carrés est 
immergé dans un liquide pur, la variation d'énergie libre de surface 
est : 

S(Yso — Ys1) 
où yso est la tension de surface du solide propre dans le vide et ys1 la 
tension d'interface solide-liquide. 

La tension yso est en général supérieure à la tension ysv de surface 
solide en présence de la vapeur du liquide. 

Ces auteurs appellent F/ la quantité ÿso-ysi, c’est l’abaissement 
d'énergie libre de surface causé par l'immersion de la surface solide 
propre dans le liquide. 

De même Fs est la quantité ysy-ÿs., abaissement correspondant au 
contact de la surface souillée avec la vapeur saturée et du liquide. 

N. K. Adam (1) a noté la confusion qui a régné dans l'expression: 
de l'énergie d'immersion. L'importance de la différence entre Fret Fs 
a été longtemps ignorée. Comme exemple d’errement en la matière 
il faut signaler F.E. Bartell et E. G. Almy (10) qui pensèrent que F} 
était proportionnel à la tension superficielle du liquide. 

De leur côté F. E. Bartell et Y. Fu (11) considérant le_cas du gel 
de silice émirent l'hypothèse que le gel de silice activé a les mêmes 
propriétés énergétiques que la surface de silice normale. 

Par une mesure de l'angle de contact on peut déterminer : 


Asl=S,— Sy k.SIi, 


La diminution d'énergie totale par immersion est : 


es, diAsl) 
AE As! —T—% 
d{(Asl) s : ë 
ar st inconnu. Ils le supposent nul. Le moins que l’on puisse dire 


de cette théorie est qu’elle est un peu trop hardie dans ses simplifica-. 
tions. 


Williams (152) a donné une expression de la chaleur d'immersion : 


— (= (rs TÉ). 


Mais D. H. Bangham et R. I. Razouk ont montré que la relation 
était : 


— (AH) TR). 


Leurs travaux sur le couple charbon de bois-alcool méthylique les 
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a conduits à relier la chaleur d'immersion à l'expansion x que subit 
le charbon de bois immergé : 


ONU LE 


À est une constante probablement reliée aux constantes élastiques 
du charbon. D’où la nouvelle expression de la chaleur d'immersion : 


. din 
—AH= (x T7) 
qui a permis une vérification expérimentale satisfaisante. 
Les plus récentes tentatives d'interprétation de la chaleur d’immer- 
sion sont dues à 1° W. D. Harkins et ses collaborateurs (1942) et. 
20 à S. Brunauer (1944). 


G. E. Boyd et W. D. Harkins (20) indiquent les résultats numé- 
riques qu'ils ont obtenus avec un appareillage perfectionné. 


Chaleur d'immersion de poudres 
dans différents liquides à 259 C. en cal./gramme. 


Liquides Sn0:| ZnS |BaSO, Graphite 
Bb Baw . . . . .l|1,24 |0,754|0,334]0,345] (1,31) | o,5r7| 0,562|, 1,79 
Alcool éthylique 
Acide butyrique .|0,88a 
Û 
Acétate d’éthyle .|0,850 
Alcool butylique ./|0,829 


0 


Nitrobenzène ,. .|0,666|0,392| | 0,281 


PICIRPEE RS 31. 2. | _0,236| 0,270 


CH . .|o,351l0,241|0,084|0,111| 0,593 


Isooctane. ,. . .|o,247|a,rar| 
{ Il 
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Les auteurs présentent aussi leurs résultats en prenant la valeur de 
la chaleur d'immersion dans l’eau pour unité. Ils commentent les 
résultats ainsi exprimés de la façon suivante : 

Le rapport de la chaleur d'immersion dans le benzène, liquide non 
polaire, à celle dans l’eau est presque le même (0,25 à 0,32) pour les 
solides du tableau contenant de l’oxygène. Avec l'isoétane, autre 
liquide non polaire, ce rapport est aussi constant (0,17 à 0,23). 

D'après cela, ces solides peuvent être considérés comme polaires. 

Avec le graphite le rapport benzène-eau est beaucoup plus 
grand (0,85) et ce solide peut être considéré comme non polaire. 

Ces auteurs n’ont pas pu comparer directement différents solides 
par leurs valeurs de chaleur d'immersion dans un même liquide, éar 
il aurait fallu avoir les résultats exprimés en calories ou mieux en 
ergs par centimètre carré. 

Ces mêmes auteurs ont complété (64) la thermodynamique de 
l'immersion qui avait déjà été amorcée par W. D. Harkins (60) et 
par W. D. Harkins et R. Dahlstrom (63). 

Dans le processus de l'immersion d’une surface solide propre dans 
un liquide pur, l’énergie de surface solide E, est remplacée par une 
énergie d'interface E,, solide liquide. L'énergie perdue E,— E,; est 
transformée en chaleur. 

Avec l’eau, comme liquide d'immersion, cette perte d'énergie varie 
de 490 ergs./cm? pour BaSo, à 850 ergs/cm? pour le silicate de zirco- 
nium. 

W. D. Harkins et G. Jura (65) ont développé la notion d’énergie 
d'adhésion et d'énergie d'immersion. 

L'énergie totale de surface Es ou enthalpie H, d’un solide propre 


et sec est : 
oY 
Hs m=s frs = AR 


Si un liquide non poreux est immergé dans un liquide, la surface 
solide et son énergie disparaissent et sont remplacées par une inter- 


face solide-liquide : 
dy 
Hz Sul ve er T(s) | 


puisque 2 — X4r l’enthalpie d’émersion est : 


dYs 07 
Hz(sv) —= s] vs Rd CN Er IS rs ii] 


ou par unité d’aire : 


LxY in dYs ds 
He va T% p.St 
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La variation d’enthalpie est reliée à la variation d'énergie interne 
par l’équation : 
Ah — As + A(py) 
et à pression constante : 
Ah = A: + pAy 


puisque A est si petit (64) que dans les limites d’erreurs expérimen- 
tales on a ke la variation d’enthalpie est donnée par la variation 
d'énergie interne. 

L'énergie d'adhésion est la variation d'énergie interne qui se 
produit quand un liquide est séparé d’un solide, à leur interface, pour 
donner des surfaces propres. 

L'énergie d'adhésion est égale à la somme de la chaleur d’émersion 
et de l'énergie totale de surface du liquide. 


Energie de séparation d’un liquide 
de la surface d’un solide cristallin en ergs-centimètre carré à 25° C. 


Liquides Tics! Si |Sio, |ZrO: | Sn0;| ZrSio, AE He 


. — Energie d’émersion. 


BUS le Fe de 520 | 580 | 600 | 600 
|| Alcool éthylique. , 5oo 520 
Acétate d’éthyle. . 360 460 
Alcool bitylique. . 350 h20 
Nitrobenzène. , . 280 310 
Tire SC RRE 240 270 


LETTRES 150 150 | 190 
ISonctaneh,. 11 0 105 110 


. — Energie d'adhésion. 


BE ACPARONER NE UE 640 | 700 | 720 | 720 
Alcool éthylique. . 550 p70 
Acétate d’éthyle. ,. 420 520 
Alcool butylique. hoo h70 
INitrobenzène 360 

DOI AEN TERRES 300 

CHIC CE SERRE 220 

ISooetaner set. , 155 


L'énergie de séparation de solides hydrophiles conduit à deux 
relations importantes : j à 

1. Si les solides sont rangés dans un ordre croissant d'énergie de 
séparation d’avec l’eau, ils sont aussi rangés dans cet ordre pour les 


autres liquides. F 
LI æ L4 , Là 2 f 
2. Si les liquides sont rangés dans l’ordre décroissant d'énergie 


Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Janvier-Février 1950). 2 
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par rapport à un solide (par exemple TiO:) ils sont rangés pour les 
autres solides. & 
Ces relations sont non spécifiques ou physiques plutôt que spécifi- 
ques et chimiques. 
De son côté, S. Brunauer (24), p. 239 et 390, cite des résultats de 
mesures de chaleur d'immersion exprimés malheureusement en 
* calories par gramme de charbon de bois et de gel de silice. 


Charbon de bois Gel 


Liquide De me rer re pe SUNGE 


FORTS PEN ANTENNES 12, — 8,4 
(OSEO AMENER TER ENNEES EE 2 LA 
CHE PR TENUE. Ke er 29,4 32,7 21,0 
CS ER ei PUR ET UC Ce 30,2 31,2 29,5 
CO MAC RUE RIT ET ANMEEE 23,3 és 
CHOHER R ME EMe 30,2 — — 
CHIC PRE RC CE 32,8 — — 
DCE OS SPORE IT Or — — 27,1 
COPA RTE POS EE UE _ — 20,0 
Etheride pétrole. nine ne — — 23,8 


(‘) Anprews et BERL. 
(2) BarreLz et Fu. 
(5) Cuzeerron et. WinTER. 


S. Brunauer explique la différence du comportement du gel de 
silice et du charbon de bois de la manière suivante : 

«.….S10, est construit avec des ions et les forces d'interaction entre 
les ions et les grands moments dipolaires des molécules d’eau adsor- 
bées dépassent les forces de dispersion qui agissent entre SiO, et les 
molécules organiques adsorbées. Le nitrobenzène a une presque 
aussi grande chaleur de mouillage que l’eau pour le gel de silice 
mais le nitrobenzène n’est pas simplement une molécule très polari- 
sable, il a aussi un grand moment dipolaire. 

Le charbon de bois, d'autre part, est non ionique et ainsi les forces 
de dispersion entre les molécules organiques très polarisables et la 
surface de carbone dépassent la somme de petites forces de dispersion 
et des forces quelque peu plus grandes d’orientation qui existent 
entre l’eau et la surface de carbone. Ceci est naturellement une expli- 
cation qualitative grossière mais probablement correcte. » 

Il se peut, suivant N. A. de Bruyne (26) que les différentes pro- 
priétés des surfaces solides puissent s'expliquer par les forces 
d'orientation et de dispersion. 
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Dans cet ordre d'idées, il faut signaler que dès 1937 B. W. Ilün, 
À. À. Leontiew et S. W. Bragin (71) ont apporté une contribution 
fort intéressante à l'expression de la nature des forces d'immersion. 

Les mesures furent effectuées sur des échantillons de BaSo, de 
différentes finesses obtenues par la méthode de Von Weimarn (145). 

Par mélange de solutions de sulfocyanate de baryum et de sulfate 
de manganèse ou de cobalt de concentrations différentes on obtient 
une précipitation de BaSo, de grosseurs de grains variables. 


Ba(CNS): + MnSO, —+ BaSo, + Mn(CNS}; 
Ÿ 


ou : Ba(CNS} + CoSo, —> BaSo, + Co(CNS}. 
Ÿ 


Les liquides d’immersion furent l’eau, l’alcool éthylique et le tétra- 
chlorure de carbone. 


Concentration on et | Surface 
des solutions réactionnelles cm°/e. 
H:0 CH;0H CCI, 
DDOO NE ET ee Ds dure 0,09 — — 2 200 
HÉGUES AS EE NES me 0,06 0,04 : Fat 
DTODENEER 2 hs LT, 0,1 — — 
JA HR AE tt mire 0,17 — —_ 4 300 
DÉCO, VER TONER TRES 0,21 — — 5 4oo 
MAUR ARE ne elle — 0,12 0,09 5 900 
MODO UE + — 0,09 ie 
HORS ee DER ee RER 0,2 — _ 
Us AA, à TC NEES RE 0,28 — — 7 300 
DUC S VON RAR ONE 0,32 0,16 0,13 8 100 
SNDSE ER FO PE SOON 0,38 0,20 06,15 j 9 800 
ED OMPMEE TOC 0,47 0,25 0,19 12 300 
LG LODEL UT 7 0,53 0,28 0,22 13 800 
D'OR ET Can Le à 0,60 0,31 0,24 15 700 


Si on construit le graphique de Q en fonction de la surface, les 
points se placent suivant trois droites passant par l'origine. Les 
pentes par ordre décroissant se classent : 1° eau, 2° alcool éthylique, 
30 tétrachlorure de carbone. | 

La pente de ces droites exprime la valeur de la chaleur d'immer- 
sion en petites calories par centimètre carré de surface de BaSo, : 


H:0. . . . . 3,8. TOR: 
C:H;0H. e . . AARITON 
LÉ A 7 nt 1,9.10— 
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Miss A. A. Leontiew apporte une vue nouvelle sur les phénomènes 
d'immersion. 

Suivant son développement théorique, l'énergie totale d'interaction 
entre les ions du réseau cristallin et le liquide dipolaire (eau) 
consiste en : 

1° et principalement un effet électrostatique entre le dipôle rigide 
et le réseau ; 

2° l'effet de dispersion en accord avec les idées de M. Polanyi et 
F, London (113) et (89); 

3° l'effet d'induction (82) et (18). 

Dans le cas de liquides polaires et d’adsorbant cristallin à réseau 
ionique l'effet électrostatique de dipôle prévaut sur les autres effets. 

Un calcul approximatif de l'effet de dispersion de London pour le 
système BaSo,/eau avec une surface de 16 000 cm?/g. est égal à envi- 
ron 0,03 cal./g. 

Le travail d'arrachement de la première couche adsorbée peut être 
représenté par l'expression : 


® N.ou Xe.dr  N.u.Xe 
(1) Ve SR RTE — : È 
re ro 


u moment dipolaire, 

ro distance entre le centre de l'ion et le centre du dipôle, 

N nombre d'ions à la surface de la poudre. 

En évaluant N et r; Miss A. A. Leontiew arrive finalement aux 
résultats suivants : 


Chaleur d'immersion 


Aire Travail calculé mesurée 
19 700 cm? 0,54 cal./g. 0,60 cal./g. 
2 200 cm? 0,08 cal./g. 0,09 cal./g. 


Les valeurs calculées sont de l’ordre de grandeur des valeurs 
mesurées. 


5. Influence de l’aire. — Dès 1899 Ercolini (45) notait la relation 
entre l'effet Pouillet et la finesse de la poudre. 

Il revient à Gore (57) dès 1894 d’avoir acquis une notion saine des 
phénomènes qui accompagnent l'immersion d’un solide pulvérulent 
dans un liquide. 

Il fit des expériences d'immersion de poudre de silice et d’alumine 
dans des solutions aqueuses en vue de trouver l'influence de la sub- 
stance en solution. Gore a montré qu’une poudre a la propriété 
d'enlever d’un liquide une partie de la substance qui y est en solution. 

Gore établit que l’action est uniquement de surface et il suggère le 
premier que si la relation entre l'élévation de la température et l'aire 
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de la poudre était connue la méthode pourrait être employée pour 
mesurer l’aire d’une poudre. 

C. E. Linebarger (87) a montré que dans le cas de l’eau et la silice 
l'effet calorifique est proportionnel à la finesse de la poudre. Cette 
conclusion repose sur peu d'expériences : 2 échantillons de silice à 
différents degrés de finesse et est directement opposée aux conclu- 
sions de Martini (94) qui prétend que le degré de finesse de la poudre 
n’influence pas les résultats de façon notable. 

Il est à noter que malgré le petit nombre de ses déterminations 
GC. E. Linebarger est arrivé à une juste conclusion car il travaillait 
avec des poudres sèches et à température exactement égale à celle du 
liquide. 

En 1935, H. Herbst (67) publiait un travail sur « la détermination 
des surfaces de poudres en connexion avec la chaleur de mouillage, 
et un appareil pour déterminer la chaleur de mouillage des surfaces 
métalliques lisses par l'huile ». 

De leur côté, F. E. Bartell et Y. Fu (11) travaillaient dans ce sens 
avec des formules erronées. 

Enfin, en 1944, W. D. Harkins et G. Jura (65) publiaient une 
méthode de mesure des aires de poudres cristallines non poreuses 
qui consiste à mesurer la chaleur d'immersion dans l’eau d’une sur- 
face solide recouverte de molécules d’eau. L'énergie libérée corres- 
pond à l’énergie de surface de l’eau qui disparaît et qui est égale à 
118,5 ergs/cm? à 25° C. En divisant la valeur trouvée pour la chaleur 
d'immersion de la poudre préparée par cette valeur on obtient direc- 
tement l’aire. 

Ces résultats sont en harmonie avec les autres méthodes de mesure 
d’aire de solide pulvérulent. 

Sur un même échantillon de TiO, la méthode d'immersion a donné 
13,8 m°/g. et une détermination par adsorption d'azote à basse 
température a donné 13,9 m?/g. (44). 


6. Application de la mesure de la chaleur d'immersion à l’étude de 
différentes substances et de différents phénomènes. — a) Charbon. — 
La mesure de la chaleur d'immersion de différents charbons par 
différents liquides a été l’objet de nombreux travaux. 

J'ai déjà signalé les travaux de qualités très différentes de : 

H. Gaudechon (54). 

K. Andress et E. Berl (4). 

J. L. Culbertson et L. L. Winter (31). 

D. H. Bangham et R. I. Razouk (8). 

Des appareillages pour ces mesures ont été décrits par : 

W. A. Patrick et F. V. Grimm (105) 
et H. Burstin et J. Winkler (27). | 

Il faut signaler tout particulièrement R. I. Razouk pour son travail 
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« The heat of wetting of wood-charcoal by means of some common 
liquids » (117). | 

Les résultats exprimés en calories par gramme de charbon de bois 
figurent dans les deux tableaux suivants : 


Immersion dans l'alcool méthylique : 


ONCE OERE 16,4 
204. T 16,6 
BON Cm Met eut ne 16,0 
AOUICE CENTS 19,7 


EE 


Qualité 
Liquides Température, | Mer 


Fat HN RER ET EC ESS 30° C 7 
AIcocl/méthylique "| 30 0 
AlcovltéthyliqQue ET EE 30 1 
Alcool n.propylique . . . . 30 8 
AICOOL 1.DutYqQUEe MM Fe 30 3 
Alcool isopropylique . . . . 25 3 
Benzènef MER RER CE: 25 2 
RAR RE, SNS 2 17 2 OS 25 3 
GOODIES 25 5 


R. Ruyssen (122) et Brunauer (24) ont également étudié la chaleur 
d'immersion des charbons, tandis que M. Pesez et R. Berret (110) 
faisaient, par cette méthode, un classement de charbons décolorants 
de différentes qualités. 

b) Lubrification. — W. Bachmann et C. Brieger. (7) ont 
mesuré la chaleur de mouillage de l’huile sur le métal et sa relation 
avec la lubrification. Ils ont mesuré l’accroissement de l'effet calori- 
fique dû à de petites quantités d’acides gras libres dans l'huile. 

c) Etude des sols et terres. — H. Janert (72) a étudié le phéno- 
mène pour différentes terres. 


H.E. Patten (107) a étudié la chaleur de mouillage de différents 
sols mouillés par de l’eau. 


Chaleur dégagée 


Sol Aire cm?/g. A 


cal./g. cal./cm? 


Coarse quartz . 


( 97 0,150 0,00155 
ED OIQUATI ZE PTE NES 740 0,386 0,000522 
Norfolk/sand 1.7.0 0 300 0,347 0,00116 
Hudson river sand . . . 345 0,179 0,000519 
Gaïveston (Clay. . .,, . . 3 280 3,79 0,00116 
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Et H. À: Wadsworth (142) a étudié dans « Some thermal pheno- 
mene in a selected Hawaïan Soil » la chaleur d'immersion résultant 
du mélange de différentes quantités de sol sec et humide. 


Sol humide Sol sec Accroissement | Chaleur dégagée o/o 
de température °G cal. d'humidité 


Ces deux tableaux sont extraits de l’ouvrage de J, M. Dallavalle : 
« Micromeritics » (33). 

H. À. Wadsworth a également étudié systématiquement les fac- 
teurs influençant la chaleur d'immersion des sols (143). 

d) Chaleur de mouillage et constante diélectrique. — Signalons 
qu’en 1924, W. Tarasoff a cherché une corrélation entre la chaleur 
de mouillage et la constante diélectrique : « Benetzungswärme und 
Dielektrizitätskonstante » (133). 

e) Métallurgie. — Dans une étude de poudres de fer destinées à 
fabriquer des aimants permanents à grand champ coercitif, 
L. Weil (144) a utilisé la mesure de la chaleur d'immersion comme 
détermination de la texture de ces poudres. 

f) Pigments. — W. D. Harkins et R. Dahlstrom (63) et 
L. W. Ryan, W. D. Harkins et D. M. Gans (123) ont étudié le mouil- 
lage des pigments et d’autres poudres par la méthode de la chaleur 
d'immersion. 

Ces auteurs ont établi que, si un pigment propre et sec est immergé 
dans un liquide, une quantité de chaleur est libérée, quantité qui 
augmente avec l’augmentation de polarité du liquide ou avec l’aug- 
mentation de la polarité de certains groupes de la molécule du 
liquide. 

Ainsi l'énergie d'immersion de plusieurs poudres dans l’eau est 
de 3 à 4 fois supérieure à celle dans le benzène ou dans d’autres 
liquides organiques non polaires. 

L'énergie d'immersion d’un pigment dans un liquide est beaucoup 
augmentée par la présence d’une petite quantité de liquide polaire. 

L'énergie d'immersion Ex est reliée à la chaleur dégagée Q et aux 
énergies de surface du solide Es et d'interface solide-liquide Esr 
par les relations : 


E:—Q —=Ë; a Esz. 
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Energies totales d'immersion de différentes poudres 
en calories par gramme. 


Liquide TiOs SnO ZnO SiOs SO;Ba 
HA mr LEE LD 0,685 1,18 0,803 0,897 


En valeur relative en posant eau —=1. 


TiO® SnO ZnO SiO+ SO;Ba 
TT RE PEN AN CT ES I 1 I I 
Acide butyrique. . +. 0,77 — — 0,93 — 
Acétate d’éthyle . . .  o,70 0,74 0,63 0,78 0,73 
Alcool butylique. . .  o,67 0,78 0,59 0,69 0,76 
ACÉLONE PRE TRE O0 — — — — 
CLIS ER ar Pr rot 0,47 — — _ 
CHOSE Le PAT ML OST 0,32 0,25 0,26 0,26 


Calories par gramme de TiO». 


CHAN SEC RENE CANNES RAS M ÉCERRE DER CunS :1 
0,06 0/0 raw linseed oil + 99,94 o/0o CéHs . . . 0,63 
0,1 » boiled linseed oil + 99,9 » ner PRO 
o,1 » kettle bodied linseed oil + 99,9 » Ts ne D JUNE 
0,85 » boiled linseed oil + 99,19 » «(tt UTC 
0,10 » blown linseed oil + 99,9 » si.d ot 


La quantité de chaleur libérée par les solutions d’huile de lin aug- 
mente avec le degré d’oxydation de l'huile. 


Effet de l’eau sur l'énergie d'immersion de TiO, dans CH4. 


Eau par gramme Energie d'immersion 
de poudre cal./gramme 
0,00 Moss SN RENRES 0,390 
LOTS TO) ND NET RTE 0,993 
3,35 D AP Lite Oh Fete 0,702 
8,06 OMR ETS Ce CUT 0,998 
15,60 Re CNRS A Le 1,120 


Dans un travail effectué au Laboratoire Fédéral d'Essai des Maté- 
riaux annexé à l'Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich publié en 
juillet 1931 sous le titre « Untersuchungen über Greuzflächen bezie- 
hungen zwischen der festen und der flüssigen Phase von Suspen- 
sionen unter besonderer Berücksichtigung anstrichtechnischer Pro- 
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bleme » H. Geret (55) a mesuré quelques chaleurs d'immersion de 
pigments en relation avec le problème technique de la peinture. 

Le tableau suivant est extrait de son travail. Les chaleurs sont 
exprimées en calories pour 10 g. 


Méthanol CCI, 
Os SR rl EE Le I 4 
Graphite han droites 78 10 


TO... RS Fer or 6 
. 1 


Blanc de zinc . 


ET 


W. W. Ewing (47) a mesuré la chaleur d'immersion d’un oxyde 
de zinc dans différents liquides. 
Les résultats numériques sont : 


Chaleur 
Liquide d'immersion 
cal./g. 


NOTONS TON TECAP NUS, PES 0,20 
Benz te LR De 0,56 
Xylene tn MEL D ME LE 0,64 
By DEGRÉ EM ET ENV De en ee 0,82 
Éauleidec lin Men Ne PEU 2,00 
1,5 o/o d’oléate de zinc dans 

IS ATOS des nou cr Eee 1,28 
5 o/o d’oléate de zinc dans 

VAS OM ENNT PARDEN ES PE 0,90 


Eau 


L’oxyde de zinc avait une surface spécifique de 1,8 m°/g. et était 
dégazé par chauffage à 5000 C sous un vide de 5.10 mm. de mer- 
cure pendant plusieurs heures. 

Une vue d'ensemble de la question est exposée dans l’article 
« Theoretical and practical aspects of wetting » de A. O. Allen, 
A. Knoll, L. W. Ryan et C. Murray (2). 

g) Renforcement du caoutchouc. — Les mesures de chaleurs 
d'immersion ont été appliquées à l’étude du renforcement du caout- 
chouc par le carbon-black. 
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Le renforcement est supposé être en relation avec l’activité de la 
surface et l'énergie d’adhésion entre les surfaces de la poudre et du 
caoutchouc. 

Hock et ses collaborateurs ont fourni une importante contribution 
à l’étude de ces phénomènes (68). 

Hock suppose que pendant l’extension il y a destruction de l’inter- 
face pigment-caoutchouc. 

L'énergie libre est — AF—$S;; — S; — S; (d’après Dupré). 

Cette quantité est la fonction « A » de Hock. 

En travaillant avec des concentrations de plus en plus faibles du 
pigment, il est possible d’extrapoler les résultats à la valeur théori- 
quement maximum obtenue pour une charge nulle. Cette valeur A, 
est celle qu’on pourrait obtenir si les conditions idéales de contact 
entre pigment et caoutchouc existaient. 

D’autre part, Hock définit une grandeur V égale à l’énergie totale 


d'interface poudre-caoutchouc; il détermine de la même façon la 
valeur-limite V,. 


A re 2 
Hock compare ces deux grandeurs en formant le rapport s qu'il dit 


être le rapport de l'énergie libre d'adhésion à l'énergie totale d’im- 
mersion qu’il trouve être approximativement égal à 0,5, valeur de 
l’ordre de grandeur du rapport de l'énergie libre de surface à 
l’énergie totale de surface liquide/air pour différents liquides. 


C y cs . 
Le rapport +, du renforcement obtenu à différentes concentrations 


à celui obtenu pour des conditions idéales, est d’un grand intérêt. 
pratique, mais difficile à déterminer avec précision. 

Les travaux de Hock et de ses collaborateurs ont été analysés par 
CG. C. Davis (37). 

Beaucoup de critiques ont été formulées contre ce travail. 

Steele (128) objecte que Hock admet le total déplacement du caout- 
chouc par le benzène pendant le mouillage, mais n’en donne pas la 
preuve. 

D’autre part, les travaux de Ryan, Harkins et Gans (123) ont mis 
en lumière la très grande répercussion de traces d’impuretés sur le 
résultat des mesures de chaleurs d'immersion. Dans un mélange 
aussi complexe que celui du caoutchouc et du carbon-black, les effets 
calorifiques observés peuvent n'avoir aucune relation avec les quan- 
tités supposées mesurées. 


Blake (17) pense que les chaleurs mesurées par Hock sont dues à 
l’adsorption d’acide gras. 


Vellinger (140) impute la principale activité des interfaces aux\ 
impuretés. 


Cependant, il faut dire, pour la défense de Hock, que : 
19 Il a constaté que la chaleur d'immersion augmente avec l’âge 
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des échantillons de caoutchouc-carbon-black ce qui s'explique diffi- 
cilement par l’action des impuretés. 

2° Il a eu le mérite d'appliquer la méthode microcalorimétrique à 
la mesure de l’activité de surface d’un « filler ». Cette activité, indique 
J. Weiss (146), pourrait être mesurée par la chaleur d'immersion de 
la charge dans un liquide standard tel que le benzène ou le dioxane. 

Signalons enfin que beaucoup d’autres chercheurs ont apporté 
leur contribution à la mesure de la chaleur d'immersion. ; 

N'ayant pas eu l’occasion de les citer au cours de cette revue biblio- 
graphique, j'en donne la liste pour mémoire : 

(14) Bellati, 1900. 

(152) A. M. Williams, 1916-1918. 

(78) A.B. Lamb et A.S. Coolidge, 1920. 

(43) A. Dunstan, F. B. Thole, F. G. Remfry, 1924. 

(104) W. A. Patrick et C. E. Greider, 1925. 

(22) F.E. Broowne et J, H. Mathews, 1926. 

(30) A.S. Coolidge, 1926. 

(93) R. Macy, 1931. 

(120) P. Rehbinder, M. Lifetz, M. Rimskaja, 1934. 

(102) S. Papkov et V. Kargin, 1937. 

(48) W. W. Ewing, 1939. 

(21) E. Boyd et W. D. Harkins, 1939. 

(70) BR. O. [l'in, A. V. Kiselev, 1939. 

(99) P. B. Muller, 1943. 


CHAPITRE Il 


Etude expérimentale. 


4. Choix du type de microcalorimètre. — La variation d'enthalpie 
d'immersion d’un solide pulvérulent est mesurée par le dégagement 
de chaleur qui se produit dans le système poudre-liquide lors de 
l'immersion. f 

Cette mesure exige un microcalorimètre, c’est-à-dire un calorimètre 
capable de mesurer de façon précise de très petites variations de 
température. 

Les microcalorimètres qui permettent une telle mesure sont, en 
principe, de types classiques. | 

W. Swietoslawski, dans un ouvrage très documenté Microcalori- 
metry (132), a passéen revue la plupart des types de microcalorimètres. 

Sa bibliographie peut être complétée par les quelques noms 
suivants : 
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Calorimètres rotatifs : 

10 F, A. Askew, N. S. Jackson, O. Gatty et J. H. Wolfender (6). 

20 S, G. Lipsett, F. M. G. Johnson et O. Maass (88). 

Calorimètres type orthodoxe (Berthelot) : 

30 D. R. Stull (129). 

4° D. H. Andrews (5). Le corps est constitué par deux sphères 
concentriques de cuivre. 

50 E. Haworth et D. H. Andrews (66). Le récipient de cuivre 
plaqué or est soutenu par des chevilles de bois dans un lourd cylindre 
de cuivre plaqué or. 

60 F. Barry et E. P. Barret (9). Le récipient est en laiton. 

7° W. D. Harkins et R. Dahlstrom (63). Le corps est constitué par 
un vase Dewar. 


Les conditions auxquelles doit satisfaire l'appareil sont : 

1. Adiabatisme. 

2. Identité de la température du liquide et de la poudre avant 
immersion. 

3. Agitation du liquide pour obtenir l’uniformité de la tempéra- 
ture finale. 

4. Régularité de l'agitation pour que le dégagement de chaleur dû 
à l'agitation soit uniforme. 

5. Petite valeur du rapport du volume de la poudre au volume du 
liquide pour que le rapport des viscosités avant et après immersion 
soit aussi voisin que possible de l'unité. 

6. Précision des mesures de différence de températures. 

7. Apport au système d’une quantité de chaleur connue. 

J'ai construit un microcalorimètre qui tend à satisfaire au mieux à 
cet ensemble de conditions. Il est du type classique Berthelot, mais 
toutes les parties ont été étudiées pour assurer la grande sensibilité 
et la grande précision qu’exigent les mesures. 


2. Le montage. — Le montage comprend 4 parties principales : 

A. Une enceinte thermiquement isolée. 

B. Le corps du microcalorimètre. 

C. Un circuit électrique de chauffage. 

D. Un système de mesure de la température : circuit électrique et 
caregistreur photographique. 

A. L'enceinte.— La solution classique au problème de la constance 
de la température est de placer l'enceinte dans un thermostat. De 
cette façon, la température reste égale à 0° e, 0 étant la température 
désirée et : une fraction de degré qui peut être rendue très petite, 
mais jamais nulle. Les oscillations, si petites soient-elles, constituent 


un inconvénient grave quand le phénomène calorifique à mesurer est 
très petit et de courte durée. 
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J'ai donc éliminé l'usage d’une régulation de la température. La 
solution la meilleure, dans le cas particulier considéré, est d'utiliser 
une enceinte à enveloppes multiples inspirée des travaux de Tian 
dans ce domaine (135) placée dans une salle où les variations de 
température sont très lentes : une cave. 

Exemples de relevés de la température de la cave où j’ai opéré à 
différents jours : 


Heure Température Température 


9 h. 16° 26 16048 
9 h. 30 16,38 16,58 
10 h. 16,39 16,68 
10 h. 30 16,44 16,70 
Fi ll 16,46 16,69 
11 h. 30 15,46 16,64 
12 b. 16,52 16,61 


Température 


15°017 


15,07 
15,25 
15,27 
15,27 
15,28 


16,65 


Température 


16052 
16,74 
16,65 
16,72 
16,64 
16,67 


De cette façon il est possible d'arriver, au bout d’un temps plus ou 
moins long. et c’est là Le principal inconvénient de cette solution, soit 
à l'équilibre thermique, soit à une extrêmement faible variation 
continue de la température avec le temps, si faible qu'elle n'exclut 
pas la possibilité d'effectuer correctement une mesure. 

L'enregistrement n° 1 montre : 

en À : l'équilibre thermique atteint, 
en B : des oscillations thermiques petites mais qui rendent impos- 

sible toute mesure précise. 

L'enregistrement n° 2 montre : 

en À : l'équilibre thermique, 

en B : un dégagement de chaleur produit par immersion. 

L'enregistrement n° 3 montre : 

en À : une extrêmement faible variation de la température avec le 
temps, 

en B : un dégagement de chaleur produit par effet Joule. 
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L'enceinte est formée d’un grand vase Dewar d’une capacité de 
5 litres placé dans un cylindre de laiton de diamètre 28o mm. L’in- 
tervalle entre eux est rempli de laine de verre. 

Le cylindre de laiton est placé dans une caisse en bois, remplie de 
sciure de bois. Un revêtement extérieur de feutre complète l’isole- 
ment thermique de l'enveloppe. 

L’enceinte, ouverte à la partie supérieure, est fermée par un 
bouchon de matière isolante dure, un empilage de 5 épaisseurs 
d’Isorel isolant. Un couvercle de bois à double fond, rempli de laine 
de verre, coiffe la caisse de bois (voir fig. 4). 


bords du papier 
photographique 


Enregistrement n° 2. 


B. Le corps du microcalorimètre. — 1° Le corps du microcalori- 
mètre est constitué d’un vase Dewar de diamètre intérieur 6o mm. 
et de profondeur utile 150 mm. 

Ce vase Dewar contient les 200 cm° du liquide pur dans lequel 
aura lieu l'immersion et les organes suivants : 

a) un agitateur formé d’une tige de verre Pyrex terminée par 
L ailettes inclinées à 45° sur le plan horizontal ; 

b) une branche du couple thermo-électrique constitué par un tube 
de Pyrex fermé à son extrémité, de diamètre extérieur 14 mm. dans 
lequel sont logées les soudures du couple ; 

c) un tube de verre de diamètre extérieur 8 mm. contenant une 
résistance chauffante, de forme convenable pour diminuer les pertes 
de chaleur suivant le tube lui-même; 
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d) la poudre estenfermée dans une ampoule de verre Pyrex mince, 
très amincie à sa base et interchangeable car l’ampoule est cassée à 
chaque mesure. Pour que, par cassure, le liquide pénètre dans 
l’ampoule, on y a fait le vide ; 

e) un support initialement en verre Pyrex maintient l’ampoule en 


| Couvercle double LAS 


une position fixe et sert à 
casser le fond de l’ampoule 
par un choc transmis de l’ex- 
térieur. La résistance mécani- 
que du support de Pyrex s’est 
révélée insuffisante et le 
Pyrex a été remplacé par du 
laiton. 

20 La poudre placée dans 
l’ampoule de verre mince à 
l’intérieur du liquide prend 
la température du liquide. 

3° L’agitateur est entraîné 

ar un moteur électrique 
placé à l'extérieur. La trans- 
mission du mouvement se 
fait par un arbre en Pyrex 
pour éviter tout transport de 
chaleur par conductibilité. 
Le moteur est refroidi par 
un courant d'air. 

4° La régularité de l’agita- 
tion est assurée par un mo- 
teur électrique Lip alimenté 


plindre S laiton KS 


Feutre 


par un courant de 110 volts 
50 périodes, d’une puissance 
de 9 watts, à régulation sya- 
chrone, démultiplié pour 
obtenir la vitesse de 60 tours- 
minute. 


Fig. 4. 
1, ampoule et poudre; 
2, thermocouple; 
3, agitateur ; 
4, résistance chauffante. 


5° Le volume occupé par Le poudre est d'environ 10 cm; 
volume du liquide est d'environ 200 cm°. 

6° Les différences de température sont mesurées par un multicouple 
thermo-électrique relié à un galvanomètre et à un potentiomètre. 

7° L'apport d’une énergie calorifique connue dans le microcalori- 
mètre se fait par une résistance chauffante logée dans un tube de verre 
immergé dans le liquide et alimenté par le circuit électrique de 


chauffas ge. 


le 


C. Le circuit électrique de chauffage. — Ce circuit a pour objet 


Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Janvier-Février 1950). 
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le dégagement par effet Joule dans le microcalorimètre, d’une.quan- 
tité d'énergie calorifique connue avec précision. 

L'énergie calorifique W, dégagée par le passage d’un courant élec- 
trique d'intensité I (ampères) pendant le temps { (secondes) dans une 
résistance R (ohms) aux bornes de laquelle prend naissance une 
chute de potentiel E (volts) est égale à : 


RP£. 


Pour éliminer l'erreur de température, il est préférable d’élimi- 
ner R et de prendre pour valeur de W, : 


El. 


W, est obtenu en joules. 
Pour obtenir une valeur précise de 
W, il faut : 
mesurer E pendant le temps de chauf- 
Pa fage ; 
s'assurer de la constance de I; 
Ps | connaître { avec précision. 
Le circuit électrique de chauffage 
comprend donc : 
19 Une résistance en fil de manga- 
nine (R—92 ohms) dont l’enroulement, 
Fig. 5. sous un faible encombrement et isolé 
Circuit de chauffage. par un vernis spécial, est logé à l’inté- 
rieur d'un tube de Pyrex recourbé de 
telle sorte que le dégagement de chaleur se fasse dans le liquide. 

De ce tube sortent quatre fils. Deux fils servent à l'alimentation. 
Deux fils de diamètre plus grand servent à mesurer la chute de 
potentiel E aux extrémités de la résistance R. 

20 Le circuit électrique de mesure de E comprend un poten- 
tiomètre et un galvanomètre de zéro. 

Le potentiomètre, modèle Chauvin et Arnoux, permet de mesurer 
des différences de potentiel allant jusqu’à 1,100 volt par bonds de 
0,000 volt. 

3° Pour obtenir un courant de chauffage d'intensité constante, j'ai 
appliqué le montage préconisé par Bedeau (13) (fig. 5). 

Si on appelle : 

s la résistance intérieure de l’accumulateur de 4 volts, 

r la somme des résistances ro + p1. 

R la résistance indiquée pe, 
le calcul donne la relation : 


T,, immerge 


A1__AE sR+r) 
LE (R+r}s+Rr 


È 
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en remplaçant les lettres par leurs valeurs : 


$—0O,I 
R=—= 1700 
Tr — 292 
AN AE 1: 2 
CT == Œ 550 environ. 


Une forte variation relative de E de _ entraîne une variation rela- 

tive de —— sur l'intensité I. 
20 000 

Avant d'alimenter la résistance immergée r, il faut s’assurer de la 
constance du débit de l’accumulateur. Un inverseur dipolaire permet 
de faire débiter le courant dans la résistance r, extérieure au micro- 
calorimètre et égale à ro. 

3° Le temps est mesuré par un compte-secondes au 1/5 de seconde. 
La durée du chauffage est de l’ordre de 10 minutes. 


Précision de la mesure de Wi. 


Sachant que : 


E—o,9 V I— 0,009 A — 600 sec. 
AE — 0,0005 Aït — 0,000002 PV 
on 4 : 
AW; Lie ja : 
mA ET environ. 
D. — Le système de mesure de la température. — Le système a 


été conçu pour faire des mesures de variation de température et non 
des mesures absolues de température. 

Un circuit électrique comprend. un multicouple, un potentiomètre, 
un galvanomètre. Le spot du galvanomètre est reçu sur un enregis- 
treur photographique. 


Les alliages BTE et CTE des Aciéries d’'Imphy donnent une f. é. m. 
très élevée. Les fils de ces alliages que j'ai utilisés donnaient une 
f. é. m. de 60 y V par degré entre 10° et 200 C. 

Pour obtenir le meilleur rendement électrique et thermique d’un 


- thermocouple, il faut respecter la relation qui existe entre la résisti- 


vité des fils, leur conductibilité thermique, le nombre de soudures, 
la résistance totale du circuit (galvanomètre compris). 

Cette étude a été faite par plusieurs auteurs dont Tian (135), 
Whipp (148) et plus récemment par J. Tonnelat (137). 

Le calcul fait intervenir, d’une part, des données sur lesquelles on 
ne peut agir, et d'autre part, des grandeurs qui peuvent être choisies. 

Les données sont : 
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1° La longueur des fils du couple qui est déterminée par les dimen- 
sions de l’appareil (/—30 cm.). 
2° La conductibilité électrique des fils : 


BTE . . +: .  8o pQ/cm°/cm. 
CTE Le 


3° La conductibilité thermique des fils : 


BTE. . :. + 0,05 cal./deg./cm./sec. 
CER LE 2 RC RNRE 0 03 


Les valeurs qui peuvent être choisies sont : 

1° Le diamètre des fils. 

2° Le nombre des soudures. 

3° Leur arrangement (série et parallèle). 

4° La résistance intérieure du galvanomètre. 

Pratiquement, mon choix n’a pas été entièrement libre, car : 

1° Le résultat du calcul a indiqué une différence de diamètre des 
fils pratiquement négligeable : j'ai pris G—2/10 mm. 

2° Le nombre des soudures est limité par l’encombremient. Il est 
de 104, 52 soudures dans chaque branche du thermocouple. La 
résistance du couple est de 2 048 Q. 

3° L’arrangement en série est le meilleur. 

4° Le choix de galvanomètres très sensibles était réduit. J'ai adopté 
un galvanomètre AOIP de résistance 2670 Q, de sensibilité 
77.107! ampères par millimètre sur échelle placée à 1 m. 

Les soudures furent des soudures autogènes électriques qui don- 
nent un très bon résultat. 

L’isolement des fils, qui est de grande importance, a été réalisé au 


moyen d’un vernis glyptalqui, polymérisé, présente de hautes qualités 
isolantes. 


Dans le circuit du thermocouple et du galvanomètre se trouve un 
potentiomètre de haute précision à courant continu MECI type SK 
spécialement conçu pour la mesure précise de petites f. 6. m. jusqu’à 
160 mV. Comme le fait remarquer Y. Doucet (41) qui a utilisé cet 
appareil pour des mesures de cryoscopie de précision, le dispositif 
dit « à pont double » reporte ingénieusement les résistances de 
contact dans le circuit du galvanomètre où elles sont sans grande 
importance. Le cadran de la résistance à fil permet d'apprécier 0,1 uV. 

L'utilisation d’un appareil d’une si haute sensibilité nécessite des 
précautions pour éviter les f. 6. m. de contact des connexions et les 
effets de température. Les piles de tarage, la pile étalon, les fils de 
connexion sont calorifugés. La masse du galvanomètre est reliée à la 
masse du potentiomètre. Son emploi est aussi sûr et beaucoup plus 
pratique que celui du montage Hausrath. 
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Ce potentiomètre a été prévu pour fonctionner avec un circuit de 
galvanomètre parcouru par un courant nul. 

La nécessité d'observer de façon continue le phénomène qui se 
produit dans le microcalorimètre m'a obligé à utiliser un galvano- 
mètre à déviation qui permet l’enregistrement photographique de la 
déviation du spot. 

Pour diminuer la déviation du cadre du galvanomètre, et aug- 
menter la sensibilité, j'ai réalisé le montage suivant : 

La distance entre le miroir du galvanomètre et le papier photogra- 
phique est de 250 cm. La largeur de la bande de papier photogra- 
phique est de 20 cm. La déviation maximum enregistrable entraîne 
donc une rotation du cadre du galvanomètre de : 


T 10 I , 
& —= ——— —— de radian. 


Cet angle w peut être réduit de moitié si le rayon lumineux réfléchi 
sur le miroir du galvanomètre se réfléchit une seconde fois sur ce 
miroir après réflexion sur un miroir plan fixe placé près du galvano- 
mètre. Dans ces conditions, la plus grande déviation enregistrable 
est obtenue pour une rotation de 1/100 de radian du cadre du galva- 
nomètre. 

L'enregistreur photographique est constitué par un cylindre de dia- 
mètre 153 mm. et de longueur 200 mm. entraîné par un mouvement 
d’horlogerie qui lui fait faire une révolution en 1 heure. Une fente, 
qu’on peut obturer, laisse passer le rayon lumineux qui converge sur 
le papier photographique grâce à une lentille hémi-cylindrique. J’ai 
utilisé le papier photographique Kodak « recording paper » brillant, 
développé avec un révélateur donnant dur. 


3. Etude théorique du microcalorimètre. — A. Le microcalorimètre 
ne reçoit aucune autre énergie calorifique que celle due à l'agitation. 
— La durée d’une mesure est inférieure à 1 heure. Pendant ce laps de 
temps, il est légitime d'admettre que la température extérieure © 
(température du liquide contenu dans le grand Dewar) varie linéaire- 
ment avec le temps. 


0 — À + pi 


X et u sont des constantes. 

La température à l’intérieur du microcalorimètre est 8. 

Les pertes de chaleur se font de l’intérieur vers l'extérieur puisque à 
partir de l’équilibre thermique, le microcalorimètre subit un échauf- 
fement dû à l'agitation uniforme. Cet échauffement est égal à : 


P.dt. 
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Les pertes de chaleur sont proportionnelles à l'écart de température 
entre l’intérieur et l'extérieur : 


a(8 — 6)dt. 
L'équation générale du système est : 
M.dô = Pdt — a(5 — 8 )dt. 


M est la masse en eau de l’ensemble du calorimètre. 


df l’accroissement de température compte tenu des pertes de cha- 
leur. 
Elle s'écrit : 


M Ÿ + ab—P + a+ pi). (1) 
Par intégration, on obtient : 


uM 
a 


EE +Q+p)—É +Ae 


Ce’qui peut s’écrire en tenant compte que : 


À + ut—0 
et : : 
E — «a(i — 8) (2) 
(La proportionnalité de E à l’écart de température n’est valable que 
si ces écarts sont très petits, ce qui est le cas ici) : 


auM 


E= ade n°4 (3) 
D'autre part, le déplacement du spot À sur le papier photogra- 
phique est lié à la f. é. m. E par la relation : 
h—fE. 


L'expérience montre qu’effectivement la courbe À — f{f) a l’allure 


d’une courbe exponentielle quand le seul apport de chaleur est celui 
de l’agitation. 
La fonction f({) est de la forme : 


a 
, —ÿt 
h= (D = TC; (4) 
CA et C2 étant 2 constantes. 
Détermination du rapporte : 
C’est la valeur de _ qui détermine l’allure de la courbe. Il est utile 


de connaître la valeur de ce rapport. 
Supposons que l'agitation fonctionne depuis le temps {— 0 jus- 
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qu’au temps f: et que pendant le temps {; —4, le microcalorimètre 
reçoive une quantité de chaleur Q (voir fig. 6). 

La courbe de E en fonction de # se divise en trois parties : OA, AB 
et BC. 

Les parties OA et BC représentent le phénomène quand aucun 
apport de chaleur n’a lieu que celui dû à l'agitation. C’est l’équa- 
tion (3) qui l’exprime. Cette équation n’est plus valable pour la 
partie AB qui correspond au dégagement de chaleur Q. 


Soient (x) et (x) les pentes des tangentes à la courbe exponentielle 
en A et B. 


U2 
TL aP auM 
E—aAe AE rules à 
dE aa Lt a aP 
— — — 
mo (5), = A6 À — jo + Gr eH 


de même à l'instant #,, d’où : 
a 
TO ENT (Er — Eo) 


et comme h— ÉE : 


a To — T4 


Mami Ron 


Fos T1 lu et As sont mesurés sur l’enregistrement. Ê sera déter- 


. a 
miné plus loin. On peut donc connaître 5. 


E 
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B. — Le microcalorimètre reçoit de l'énergie due : 

a) à l'agitation; 

b) à une cause occasionnelle. 

J'appelle W le dégagement de chaleur dû à une cause occasion- 
nelle et 0, la température du système au début du dégagement W, 
8, la température du système à la fin du dégagement Mr: 

Ecrivons que la quantité de chaleur reçue par le système est égale 
aux quantités de chaleur qui se sont dégagées moins les pertes : 


| 3 
M8, — 8) = W + P(4 — t)— a :| (5 — @)dt (5) 
sachant que : 
E— 0(0 — 6) 
8—2+ pi 


l'équation devient finalement : 
W P 7 
E; —E= “5 _ (ti — to) — au(éi — Lo) — à J, eat. (6) 


En considérant la figure n° 6 on voit immédiatement que si 
Dé, —=ÿ1 : 
y1 = Eo + of — to) 
et on peut écrire : 
Es — Eo— Es — ya + ya — Eo = Ei — y1 + off — 0) (7) 
en combinant (6) et (7) il vient : 


wW P{ti — do H 
E— y r + SE Ce en COS (0—0)dt (8) 
û 


ty ty 

or : a [. @—6)4= [. Edt 
lo to 

et : Bo — + a 


(8) devient : 


W t 


ty 
1 (E — Es)dt est égale à l’aire S; de la figure 6 et enfin : 


a W 
nr = (Ei — y) + ï (aire Si). (9) 


- La relation (9) permet donc de connaître la quantité de chaleur W 
dégagée dans le microcalorimètre. 
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Tous les éléments du deuxième membre se déterminent à partir du 
document enregistré. 


Quant au rapport ++ il se détermine en envoyant d’abord dans le 
microcalorimètre une quantité W, connue, 
D’après (9) on voit que, au coefficient + près, W est égal à la lon- 


gueur BD (fig. 6) additionnée d’un terme correctif + (aire Si). 


Existe-t-il une verticale d’abscisse + coupant les deux tangentes 
en À et B aux points P et Q telle que : 


Le calcul permet de déterminer l’abscisse + d’une telle verticale qui 
donne le résultat cherché sans correction. Soit (AE), la longueur PQ- 
interceptée entre les deux tangentes par une verticale quelconque 
d’abscisse {. Dans ce calcul on prend pour origine des abscisses 4, : 


(AE), —= E, = E — ma(ds => t) == The 


Soit + l’abscisse cherchée : 


(AE), = Ei — Eo + (ri — To) — Titi (10) 
W 
(AE), = e (ri) 
Si on fait { — 0, (6) devient : 
a t 
Em an ee chine lEdé 12) 
M TM M Jo 


en combinant (10), (11) et (12) il vient : 
B a ty 
< li — aus — à Edt + (mi — ro) — ils —= 0 
en tenant compte de la valeur de Ti: 


a ly a 
m—r)=% J, Edit — 5 Et (13) 


la 
OT : aire Si ue Edt — Est: 
(13) devient : 
(ri — 50) = + Si + 7 (Eo — Es) 
(E En E: }é4 — — aire (Si 4 S2) 
d’où : (ri — ro) = 37 (81 — Si — S:) 


a Se 


TIM ie 7e 
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a hi] 
onavuque: . To — Ti — 7 (Bi — Es) 
Se Hjhate Seti 
donc . BR E: Cent 
finalement : net is (14) 
| F TT Si+Se 1° 


L'équation (14) définit la valeur de + pour laquelle la longueur PQ 
sera telle que : 


PQ—+W 


toutes corrections comprises. 

Dans l’équation (14) interviennent des aires qui sont, en général, 
d’une mesure délicate. Ici c'est un rapport d’aire qui intervient. J'ai 
adopté la méthode gravimétrique qui consiste à découper ces aires et 
à les peser, le rapport des masses est égal au rapport des aires. 


4. Etude expérimentale. — A. Détermination du coefficient «. — 
La f.é. m.E. du thermocouple est liée à la différence de température 
0— 0 par : 

E — a(0 — @). 


« est le nombre de yV développés par le thermocouple pour une 
différence de température de 1° C. 

Cette expression de E signifie aussi que la f. 6. m.E est directement 
proportionnelle à la différence de température entre les deux bran- 
ches du thermocouple. Cette hypothèse n’est valable que pour de très 
faibles écarts de température, ce qui est le cas ici. 

Les fils d’alliages B. T. E. et C. T. E. avec lesquels j'ai construit le 
thermocouple donnent une f. é. m. : 


60 L.V/°C entre 10° et 20° C. 


Le thermocouple comprend 104 soudures réparties dans les deux 
branches. 


La valeur théorique de « est : 
&h,— 92 X 60 — 3 120 uV/oC. 


La valeur expérimentale de à peut se déterminer à partir de la 
relation : 


aW 
TN = Ah. 


M est la masse calorifique totale qui se compose de deux termes : 


19 La masse calorifique du liquide occupant un volume de 200 cm?, 
soit m. 
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20 La masse calorifique du microcalorimètre et des organes immer- 
gés, soit N. 
On a donc : 


OR 


A 2) 

N est inconnue, mais s’élimine en faisant deux mesures avec deux 
liquides différents. 

L'expérience consiste à dégager dans le microcalorimètre une 
chaleur W connue, et de mesurer la valeur AA correspondante lorsque 
le microcalorimètre contient successivement le même volume de 
deux liquides de masse calorifique nettement différente. 

En prenant l’eau et le benzène : 


M3 — 200 
M: — 200 X 0,881 X 0,407 — 71,7 


M — Me 


QE Wi_W: Wa . 
hu he 


L'expérience donne : 
Gen =— 2 010 EV/ 


Il est à noter que «, >> ap. Ceci est dû au fait que les soudures 
‘du thermocouple ne sont pas rigoureusement à la même température 
que le liquide. En effet les soudures sont séparées du liquide par la 
paroi de verre du tube à l’intérieur duquel elles sont logées et par 
l'épaisseur de la couche de vernis isolant, 

D'autre part, la différence de température entre les deux branches 
du thermocouple est diminuée par l'effet de conductibilité le long 
des 104 fils. 

B. « Rendement » du microcalorimètre. — Il pourrait être utile 
de définir le « rendement » d’un microcalorimètre par le rapport : 


BR Xexp. 
&ih. 
qui donne un nombre caractéristique de la construction de l'appareil. 
Ici le « rendement » est égal à : 


___ 2548 


n— 3 120 — 0,82. 


Cette notion de «rendement » pourrait servir à l’étude de la 
construction de microcalorimètres présentant les conditions optima 


de fonctionnement. 
C. Contrôle de l'appareil. — Pour savoir si des mesures peuvent 
être valablement faites avec l’appareïil construit, 1l faut s’assurer de 


contrôles fondamentaux : 
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1° Proportionnalité de la déviation du spot À à la chaleur dégagée 
dans le microcalorimètre. 

2° Proportionnalité de la déviation du spot À à la durée de chauffage, 
lorsque l'énergie calorifique dégagée est due à un effet Joule. 

3° Indépendance de la mesure et du temps que met une même 
énergie calorifique à-se dégager. 

Au moyen d’un courant d'intensité constante qui parcourt la résis- 
tance immergée pendant des temps variables, des quantités de 
chaleur variables ont été dégagées dans le microcalorimètre : 


Energie calorifique Déviation du spot Durée de chauffage 
joules : mm. sec. 


18,0 300 
31,3 h10 
41,0 600 
50,5 760 


Le graphique n° 7 indique la déviation du spot k en fonction de 
l'énergie calorifique dégagée W. 

Le graphique n° 8 indique la déviation du spot À en fonction du 
temps de chauffage. 

Le graphique n° 94 a été obtenu en envoyant dans le microcalori- 
mètre une même énergie calorifique : 5,42 joules, par effet Joule en 
faisant varier l’intensité du courant d’alimentation de telle sorte que 
la durée de chauffage soit de 600, 740, 937 et 1 224 secondes. Le 
graphique montre que la déviation du spot À reste constante. 

D. Sensibilité. Fidélité. Précision. — Le potentiomètre Meci 
type SK a une sensibilité de 1/10 de uV. 

Une variation de 0,1 &V correspond à une variation de tempéra- 
ture de : 

AE 0,1 
AO SR GE DIT h.10—$ ŒO. 

D'autre part, 1 &V correspond à un déplacement du spot enregistré 
photographiquement de 3,1 mm (£— 3,1). 

La plus petite variation Ah du spot observable est 0,1 mm. 

À un Ah—0,1 mm. correspond : 


4.10—! X 0,1 
nr 0100. 
» 


La sensibilité est donc de 1,3.10— °C. 


Pour mesurer une variation d’enthalpie d'immersion, il faut opérer 
en deux temps : 


1° Etalonnage.— Consiste à dégager dans le microcalorimètre une 


Ab déviation en mm. 


Joules 


0 l 2 3 4 5 6 1 


Graphique n° 7. — Contrôle du micro-calorimètre. 
Proportionnalité entre la mesure et la quantité de chaleur. 


Ah 


devialion en mm 


50 
0) 


30 


Temps de chauffe en minutes 


0 5 1/2 10 122 


Graphique n0 8. — La quantité de chaleur dégagée est proportionnelle 
au temps de chauffage. 


Ahmm 


Duree de chauffage en sec. 
600 100 800 900 1000 1100 : 1200 


Graphique n° 9. 
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chaleur W, connue et à mesurer le déplacement du spot À corres- 
pondant. À 

Cette opération doit être exécutée avant chaque immersion (c'est- 
à-dire avant chaque cassure de l’ampoule contenant la poudre) car si 
semblables que soient les ampoules, elles peuvent différer d’équiva- 
lent calorifique. D’autre part, la quantité d’une même poudre varie 
d’une mesure à une autre. Enfin, si la nature de la poudre change, sa 
capacité calorifique change également. 

2° Mesure proprement dite. — Il convient : 

1° De mesurer les longueurs À de façon très précise; j'ai adopté 
un pied à coulisse qui donne le 1/10 de millimètre. 

2° De s'assurer de la fidélité de l’appareillage, en particulier de la 
stabilité du zéro du galvanomètre. C'est une difficulté qu’il m’a fallu 
surmonter. Différentes méthodes ont été essayées, qui ont conduit à 
un résultat satisfaisant : 

a) remplacement du fil de suspension de l'équipage du galvano- 
mètre par un ruban métallique ; 

b) diminution de l’angle de rotation maximum de l'équipage; 

c) isolement thermique du galvanomètre et des fils des connexions ; 

d) mise au même potentiel électrique de la masse du galvanomètre 
et de l’enveloppe métallique du potentiomètre. 

Je signale que : 

19 La mise à la terre de ces deux organes, par l'intermédiaire d’une 
conduite d’eau, a été à l'opposé du but cherché. Des perturbations si 
importantes furent constatées que toute mesure était impossible. 

2° L’isolement des fils du thermocouple et des fils du courant de 
chauffage doit être soigné. Un isolement qui paraissait suffisant a 
provoqué des perturbations dans le circuit du thermocouple au 
moment de la fermeture et de l'ouverture du circuit de chauffage. 

Si J'appelle W, l'énergie calorifique produite par l’immersion de 
la poudre, et h, la déviation correspondante du spot : 


ha 
W, —W, TR 
on à vu que : 
W,—=eit 
h—pE. 


Avant de faire le calcul d'erreur il faut préciser le coefficient & : 


. # ; h ’ père Q . 
Le coefficient $ est égal à +, c’est la déviation du spot enregistré 
correspondant à 1 LV. 


Si, au moyen du potentiomètre, je crée dans le circuit du galva- 


nomètre des f. 6. m. variables de o à 60 y. V la mesure correspondante 
de À permettra de calculer B. 
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Les résultats figurent dans le tableau suivant : 


et le graphique n° 10 explicite f—#(E), en prenant une grande 
échelle pour les ordonnées. 
Le coefficient 8 n’est pas rigoureusement constant. 


1,05 
1,00 


0,95 


090 


0 10 20 30 mn) 50 60 


Graphique n° 10. 
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Remarque 1. — Ces mesures ont été faites avant que le système 
d'amplification de la déviation du spot par double réflexion ait été 
monté et le fil de suspension changé, aussi toutes les valeurs de B 
doivent être multipliées par le coefficient 3,26. 

Remarque II. — Au cours d’un enregistrement, le potentiomètre 
reste en une position fixe. L'erreur qui peut entacher P peut être 
éliminée si dans les deux opérations : étalonnage, mesure, le poten- 
tiomètre reste à la même position. 

La précision des mesures est déterminée par le calcul d’erreur : 


AW re Aleit) Ahi 1 Ah 
Wa  eit DRE D 


Aleit) Ori À 
éLLT LE UL'0008 


J'ai calculé précédemment 


D'autre part, en général, on choisit : 


1e Ro 
et l'erreur sur À, est la même que sur À, donc : 
Ah Ah 
LR CT 0 
\ AW: I 2Ah 
, è = Ecet# 
d’où : Ws 1000 UE 


La précision des mesures dépend donc principalement de la préci- 
sion obtenue sur A: 
Ah=— 0,3 mm. 
hk— 20 mm. environ (souvent davantage) 


[Je W L 
d'o : A 4 SI 


le: = — 


En toute rigueur le calcul devrait être conduit de la façon suivante : 
Puisque À est déterminé par = et que : re 


Ah A 
= (mm) 


; AT Pur ASe A(S: + Se) A 
F7 TRS + Si + Se UTe 
on aura : 
Ah nr AS, A(S1 + S:) Ah 
np) STE Si + Se KE 


mais en remplaçant les symboles par leurs valeurs, on trouve pour 


Ah s . 
- une valeur inférieure à celle trouvée dans le premier mode de 
calcul à cause de la petite valeur de (rx; — =). 
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La précision des mesures de variation d’enthalpie d'immersion est 
donc supérieure à 4 o/o. 


5. Mesures. — a) Substances examinées. — Les mesures de la 
variation d’enthalpie d'immersion de différents solides pulvérulents 
ont été faites en utilisant l’eau distillée comme liquide d'immersion 
et en opérant à 160 C. 

J’ai choisi l’eau car ce liquide peut être obtenu facilement à un 
très grand état de pureté. Il possède l'avantage d’avoir des constantes 
physiques connues avec précision. Enfin c’est un liquide polaire. Les 
valeurs des mesures sont plus grandes avec l’eau qu'avec un liquide 
non polaire. 

Le choix des solides pulvérulents a été arrêté en considération du: 
degré de pureté : 

Ce sont : 

Graphite. 
Zn0. | 
Verre. 

TiO; (R. P.). 
Ti0, (anatase). 


b) L’immersion se fait-elle correctement ? — Le problème qui se 
pose est de savoir si l'immersion de la poudre se fait totalement ou 
si des amas de grains de poudre se forment, empêchant l’enrobement 
par le liquide. 

En ce qui concerne les poudres non dégazées, il est difficile de 
répondre avec certitude. Cependant un fait plaide en faveur de la 
bonne immersion : c’est la reproductibilité des mesures : 

Exemples : 

I. — La poudre de graphite a donné : 


RSA D D bts ri 03210 
PMR CN RCE en 0 00300 
SSP ES RO RUE.50.20 3 


en joule par gramme. L'écart extrême est de 3,5 0/0 ce qui est en 
accord avec la valeur que j'ai donnée de la précision des mesures. 

IL. — L’oxyde de zinc calciné est insoluble dans l’eau. Les résultats 
numériques de chaleur d'immersion confirment cette insolubilité. 
En effet, s’il y avait solubilité, si petite soit-elle, l'effet calorifique 
serait très supérieur. 


LE a A EE RG EC Me OT LR EE 
CL EN RE RSR DR PRE on EU M 


En ce qui concerne les poudres dégazées, je montrerai que l’im- 
mersion se fait bien, et même que le mouillage est complet. 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 8 (Janvier-Février 1950). A 
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c) La cassure de l’ampoule.— Une autre objection qui se pose est 
celle de savoir si la cassure de l’ampoule dans le sein du liquide et 
l'entrée de l’eau, par aspiration dans l’ampoule contenant la poudre, 
provoque un effet calorifique. Je ne suis pas arrivé à le mettre, expé- 
rimentalement, en évidence. 

Un calcul approximatif montre que l’effet de surface intérieure de 
l’'ampoule est négligeable. 

La surface intérieure d’une ampoule est, en moyenne, d'environ 
Loo em°. Si, en première approximation, j'assimile cette surface de 
verre à une surface d’eau, la variation d’enthalpie d'immersion sera 
de l’ordre : 


hoo X 119—5.10—* Joule, 
valeur négligeable devant les valeurs mesurées. 


d) Poudres non déqasées. — Les mesures sur poudres non 
dégazées sont : 


Substance Joule/gramme 


Graphite: mme METRE 0,210 
2 0,206 
0,203 


0,460 
0,464 


DOS (RAP 2 EP ON 0,185 


TO: (annlaSe) CE: 0,51 


VeCrE MR PER 0,25 


e) Dégaszage. — Les phénomènes de surface sont très influencés 
par la présence d’impuretés, même à l’état de trace, car c’est aux 
surfaces et interfaces qu’elles se fixent de préférence. 

Pour travailler sur des surfaces propres, j'ai entrepris de dégazer 
la surface des poudres examinées. | 

L'appareil utilisé est représenté figure 11. 


L'effet du dégazage est d'augmenter considérablement la valeur de 
la variation d’enthalpie d’immersion. 
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Exemple : 


Surface Graphite FLO (REP) 


Nomdégasée tn +. 0,206 0,185 


55h. à 3200 p — 101 mm. 3,22 


Fig. 11. — L'appareil à dégazer comprend : 
Une pompe à vide donnant 10—? mm. Hg; 
Un voyant alimenté en HT (1 500 V.) ou en HF ; 
Un piège à air liquide ; 
Un four électrique régulé. 


f) Oxyde de titane, variété anatase. — C’est sur un échantillon de 
TiO; variété anatase que j'ai le plus développé cette étude. 

Les photographies montrent que les grains sont formés d’ellip- 
soïdes voisins de la sphère (Planches I et IT). 

Cette poudre peut être chauffée jusqu’à 5000 C. sans modification 
de ses caractères. Le point de fusion de TiO, anatase est voisin de 
1 5oo° C. Il existe à 6420 C. un point de transformation réversible de 
la forme Ê en «. Il est donc prudent de se limiter à 5000. 

Il a été possible de suivre l’évolution de l’état de surface de cet 
échantillon au cours de différents traitements de dégazage. 
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Le tableau suivant illustre cette affirmation. 


Joule/g. Ergs/cm' 


Non dégazé us 0,51 43 
15 h. à 16° p= 10—? mm. He . 1,25 118 
55 h.!à 320° pp —102, 1 L,26 400 
17 h. à 10—°? dont 6 n.35 à 500° : 5,06 478 
TORRES 24e OO DIÉ=TOE ERA EST 5,18 490 


Des résultats numériques de variation d’enthalpie d'immersion 
exprimés en joules/gramme n’ont qu'une valeur relative. Le rensei- 
gnement énergétique absolu est donné par des résultats exprimés en 
joules ou ergs par centimètre carré de surface solide (dernière 
colonne du tableau précédent). 


Dans ce but l’aire de la poudre de TiO, anatase a été mesurée par 
quatre voies différentes. 


1° À partir des clichés réalisés avec le microscope électronique de 
la Compagnie Saint-Gobain, j'ai calculé l’aire spécifique de la poudre 
en assimilant des grains à des sphères solides de densité 3,9 : 


aire — 12 m?/g. 


29 Cette même détermination faite par les soins de l’Institut Fran- 
çais du Pétrole a donné : 


aire — 9,6 m?/g. 
3° Et une mesure d’aire par adsorption d’azote à basse température : 
Jaire— 100 m/s. 


4° D'après les mesures de variation d’enthalpie d'immersion que 
j'ai faites sur surface propre : 


aire — 10 m?/g. 
La moyenne de ces quatre déterminations est : 


10,6 m?/9. 


C'est en tenant compte de cette valeur de l’aire que la troisième 
colonne du tableau précédent a été calculée. 
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CHAPITRE III 


Théorie de l’immersion. 


1. Energie de surface. — A. Fluides. — Un fluide ne possède une 
énergie de surface qu'à partir du moment où il existe sous un état 
suffisamment condensé. Un gaz n’a pas d'énergie de surface. L’équi- 
partition de l'énergie dans un gaz fait que rien ne distingue une 
molécule au sein du volume d’une molécule au voisinage d’une paroi. 

Considérons le cas du liquide. Nos connaissances sur l’état liquide 
ne sont pas définitives. Cf. E. Darmois (36). Beaucoup de théories 
s'affrontent. Certaines ne tiennent aucun compte des forces entre 
molécules et appliquent aux liquides la statistique des gaz ; d’autres 
introduisent des ondes pour remplacer l'effet thermique. 

La théorie qui explicite le mieux la loi de force entre molécules est 
celle de Lennard-Jones et Devonshire (83). La molécule du liquide est 
supposée être dans une cage formée des molécules voisines et est 
toujours soumise à leur champ. 

Quoi qu’il en soit des hypothèses sur l’état liquide, une molécule 
peut être considérée comme libre de se déplacer par des mouvements 
de translation et de rotation. 

A l’intérieur d’un volume de liquide, chaque molécule est entourée 
de toutes parts d’autres molécules ; elle est ainsi soumise à des attrac- 
tions dans toutes les directions de l’espace. En moyenne, pour une 
période de temps relativement longue par rapport aux périodes 
vibratoires, l’attraction de n’importe quelle molécule est uniforme 
dans toutes les directions. Cf. N. K. Adam (1). 

En surface, les conditions sont très différentes. Les molécules sont 
attirées vers l’intérieur et de chaque côté par leurs voisines. Mais il 
n’existe aucune attraction extérieure au volume du liquide pour 
compenser l'attraction vers l’intérieur. Chaque molécule en surface 
est saumise à une forte attraction vers l’intérieur, perpendiculaire à 
la surface par raison de symétrie. 

Ce champ de force est mis en évidence par ce qu’on appelle la 
tension superficielle. 

La tension superficielle peut se définir énergétiquement, comme 
l'ont montré L. Brillouin (21 bts) et F. Michaud (98). 

L'énergie interne U est fonction de deux extensités indépendantes : 
la surface s et l’entropie S: 


dU = y.do + TdS. 


y et T sont les facteurs d'équilibre correspondant respectivement 
àcetàs. 
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La tension superficielle est la dérivée partielle de l'énergie interne 
par rapport à la surface à entropie constante : 


you 
A ( 25 1 

Si on retranche des deux membres de l'équation fondamentale la 
différentielle du produit T. S. on obtient: 


d(U — TS) — yds — Sal. 


y et T sont fonction l’un de l’autre ; si nous opérons à température 
constante y reste constant. 


On a : 
sp, 


La tension superficielle est l'accroissement de l’énergie libre corres- 
pondant à une augmentation de surface unité à température constante. 

Tension superficielle et énergie libre sont deux aspects d’une même 
réalité. Dans le système c. g. s. le même nombre en dynes par centi- 
mètre (tension superficielle) exprime en ergs par centimètre carré 
l'énergie de surface du liquide. 

C’est le travail qu’il faut dépenser pour extraire, depuis le sein du 
liquide jusqu’à sa surface, une quantité de molécules nécessaire pour 
créer une unité de surface. 

Inversement, une surface liquide qui disparaît par le retour de 
molécules de la surface vers l’intérieur /cbère de l’énergie. 

Dans un liquide, l'énergie de surface est une grandeur constante 
en tous points de la surface. La liberté de mouvement des molécules 
du liquide les unes par rapport aux autres, assure la liberté de pas- 
sage de la surface vers l’intérieur et réciproquement et l’uniformisa- 
tion de la valeur de l’énergie de surface pour des conditions de 
température et de pression déterminées. 

Il'existe deux formes d'énergie de surface : 

1° L'énergie libre, dont la définition a été exprimée plus haut. 

2° L'énergie totale, égale à la somme de l'énergie libre et de la 


chaleur latente de surface. Lord Kelviu (74) en a donné l’expression 
thermodynamique : 


0 
U=y—T TS ; 
B. Solide. — Par analogie avec l’état liquide on suppose qu’il 


existe pour le solide une énergie de surface. Cette hypothèse se 
conçoit aisément : les atomes ou ions qui constituent le solide et qui 
se trouvent à la surface sont soumis à un champ d’attraction non 
compensé et normal à la surface. Il existe plusieurs méthodes de 
mesure de la tension superficielle d’un solide. 11 n’y en a pas de 
satisfaisante ainsi que le fait remarquer N. K. Adam (1), PTT: 


mn 
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La notion d'énergie de surface solide appelle quelques remarques. 
Dans un solide, les atomes ou groupes d'atomes sont relativement 
fixes les uns par rapport aux autres. Des oscillations sont permises 
autour de positions d'équilibre, mais toute possibilité d'échange entre 
la surface et l’intérieur, et vice versa, est prohibée. 

Il existe une sorte d’anisotropie de l'énergie dans la masse du 
solide, et par voie de conséquence en surface. Dans un cristal il y a 
des plans d’énergie moindre : ce sont les plans de clivage. 

Rappelons qu’un des facteurs qui détermine si un plan cristallo- 
graphique est un plan de clivage est son énergie de surface qui est 
l'énergie par unité de surface nécessaire pour séparer le cristal 
suivant ce plan. Cf. F. Seitz (126), p. 96. 

Une estimation de l’énergie de surface du mica a été obtenue par 
Obreimoff (101) en mesurant l’énergie nécessaire pour cliver un 
cristal. 


H. Freundlich (52) indique : 


Gpse.. in 1 050 dynes/cm. 
BaBOi NT. 203: 1 300 dynes/cm. 


Les calculs basés sur les théories de l’état solide montrent que les 
énergies de surface solide sont beaucoup plus grandes que celles des 
liquides ainsi que l’a établi B. E. Dent (39) et d’autres (62) (84). 

En faveur de l’érrégularité des valeurs de l’énergie du solide, il 
faut rappeler que toutes les tentatives de calcul, sur des bases éner- 
gétiques, des propriétés mécaniques du solide telles que la cohésion, 
la charge de rupture, le cisaillement, etc., ont conduit à des valeurs 
beaucoup trop élevées qui ne sont même pas de l’ordre de grandeur 
des valeurs expérimentales. 

Si avec Polanyi (111) on admet que les forces interatomiques entre 
deux plans de séparation du cristal sont importantes pour une 
distance d'environ : 


Dora 


une valeur de la force de rupture sera donnée par : 
2Y 
FITEU 
où y est l’énergie de surface par unité d'aire du cristal. 
Pour CINa, y— 147 ergs/cm? environ, ce qui conduit à une valeur 
deF : 


F — 300.107 dynes/cm?. 


Les valeurs observées sont environ 100 fois plus petites. 
: ; “re 
Il existe une énergie de surface pour le solide, c’est un fait qui se 
manifeste de nombreuses façons ; je n’entends pas le mettre en doute, 
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mais l’analogie avec la tension superficielle du liquide paraît hasar- 
deuse à cause des différences qui existent entre les deux états. 
Est-il légitime de représenter cette grandeur par l'expression : 


dYs 
Es=Yys —T: 


par analogie avec l'énergie totale de surface liquide ? C'est pour le 
moins douteux. 


2. Théorie classique de l’immersion. — a) Exposé. — Dans la pre- 
mière partie : Historique, j'ai exposé les tentatives successives 
d'explication de l'effet Pouillet : phénomène calorifique qui accom- 
pagne l'immersion d’un solide dans un liquide. 

La théorie actuellement admise, et de ce fait classique, de la 
chaleur d'immersion, a été dégagée par D. H. Bangham, R. I. Razouk, 
Hock, W. D. Harkins et leurs collaborateurs. 

L'immersion d’une surface solide propre dans un liquide pur 
conduit à la disparition de la surface solide et à la formation d’une 
interface solide-liquide. La disparition de la surface solide libère 
entièrement l’énergie totale de surface solide. La formation de l’inter- 
face solide-liquide absorbe une quantité d'énergie égale à l'énergie 
d'interface. L’aire d’interface est égale à l'aire de la surface solide 
impliquée dans l'immersion. Le phénomène énergétique est directe- 
ment proportionnel à cette aire. 

Le microcalorimètre mesure la variation d’enthalpie du système. 
Cette variation d’enthalpie est égale à la variation d'énergie interne 
du système. 

Ceci s’écrit : 


au c[s—7),]—Tre (5 


s est l’aire du solide. 
ys énergie libre de surface solide. 


) SRE 


che : 5 
(a) chaleur latente de surface solide à pression constante. 
ysr énergie d'interface solide-liquide. 


d 

se chaleur latente d'interface solide-liquide à pression cons- 
tante. 

Il est à noter qu'une surface solide propre signifie une surface 
solide ne tenant adsorbée aucune molécule étrangère. Une surface 
solide n’est, en général, propre qu'après un traitement convenable 
qui a eu pour effet de la dégazer complètement. 

Ce résultat peut être obtenu en chauffant le solide pulvérulent sous 
vide. La température de chauffage est limitée à la conservation de la 
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poudre dans son état initial, c’est-à-dire qu'il ne faut ni fondre, ni 
ramollir, ni agglomérer les grains. 

Si la surface solide n’est pas propre, mais est contaminée par 
adsorption de gaz ou de vapeur, l’énergie de surface solide passe de: 
la valeur : 


dYs 
—T; 
à la valeur inférieure : 
dY, 
Et T Sa 
Le T 


en notant Sa la surface solide ayant adsorbé des molécules étrangères. 
La variation d’enthalpie correspondant à l’immersion d’une telle 
surface solide est : 


AH] (rs — TS) 1 re (2) 


et W. D. Harkins (6 1 b:s)écrit que la différence des variations d’enthal- 
pie correspondant à l'immersion d’une surface propre et d’une sur- 
face souillée est : 


HN TEAAUE 
= Ysa— THON IT.7p;6 


b) Æypothèses implicites. — Les relations (1) et (2), qui constituent 
le fondement de la théorie classique de la chaleur d'immersion, 
impliquent un certain nombre d’hypothèses qu’il faut expliciter : 

A. — 1° L'interface solide-liquide possède une énergie propre qui 
est supposée essentiellement analogue à l'énergie de surface liquide. 

20 L'énergie d'interface solide-liquide est une grandeur définie, de 
valeur constante indépendante de l’aire impliquée. 

30 La formation d’une interface solide-liquide absorbe de l’énergie. 
Inversement sa disparition libère de l’énergie. 

B. — 1° L'énergie de surface solide est une grandeur définie, de 
valeur uniforme en tous points de la surface. 

20 L'énergie de surface solide est entièrement libérée par immer- 
sion. 

C.— Pour une même surface solide propre, plus l'énergie inter- 
faciale sera grande, plus petite sera la variation d’enthalpie. 

c) Les succès. — La théorie classique explique un certain nombre 
de phénomènes bien établis. , 

19 La proportionnalité de AH à la masse pour un solide pulvéru- 
lent dans un même état de division, 

ou proportionnalité de AH à la surface solide pour un même couple 
solide-liquide. 

20 La variation d’enthalpie diminue quand la surface solide n’est 


pas propre. 
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30 L’aire d’une surface solide entièrement tapissée de molécules 
du liquide pur dans lequel aura lieu l'immersion, peut être mesurée 
en valeur absolue comme l'avait prévu Gore en 1893 et comme l'ont 
réalisé W. D. Harkins et G. Jura. 

Une conséquence de cette théorie est la proportionnalité de la 
variation d’enthalpie à l’aire quelle que soit l’aire. 

En effet, dans l’expression de la variation d’enthalpie : 


2Y y 
AE A 1 2È4 — (ue di À =) 


ou pour simplifier l'écriture : 


AR Er 
en posant : 


x à 
Esr — Yÿsz — T Te 


tous les termes sont des grandeurs bien définies pour des conditions 
de température et pression, et sont indépendants de 6. 

Si nous considérons une surface solide 5 propre et un liquide pur, 
l'immersion de cette surface solide dans le liquide pur entraînera 
une variation d’enthalpie : 


AH, = 5.(Es — Es). 


Si nous considérons la même surface solide 6 mais souillée par une 
quantité de molécules du liquide pur, telle qu’elle soit entièrement 
recouverte, et qu’à la surface solide « soit substituée une surface 
liquide 6, l'immersion de cette surface dans le liquide pur entraînera 
une variation d’enthalpie égale à : 


Act; 


en posant : 


dy ; : pe 
By —T ns — énergie totale de surface du liquide. 


Si, maintenant, nous considérons les cas d'immersion de la même 
surface solide 6 recouverte de quantités variables de molécules du 
liquide pur, les variations d’enthalpie correspondant à ces différentes 
immersions seront comprises entre AH, et AH,. “ 

Appelons f la fraction de l'unité de surface solide recouverte de 
molécules du liquide. 


L'application de la théorie classique prévoit que la relation entre 
AH et f sera linéaire. 
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En effet, la variation d’enthalpie pour la fraction f de surface 
solide sera : 


0Ho—f.Er 
et pour la fraction complémentaire 1 — f de surface solide elle sera : 
dE = (1 — FNEs — Es). 
Pour l’immersion de l’unité de surface solide on aura : 
0H, + 8H, = f'Ez + (1 — fXEs — Es) 
et pour l’immersion de la surface solide s : | 


AH = 6|(Es — Esr) + f(Er + Esi — Es)] 


ou : AH = (A + fB). 
L'expérience montre que la relation AH—F{f) n’est pas linéaire. 
e) Confrontation avec l'expérience. — W. D. Harkins (61) a fait 


des mesures microcalorimétriques de chaleur d'immersion d’une 
poudre de TiO: (variété anatase) ayant adsorbé des quantités crois- 
santes de molécules d’eau depuis zéro jusqu’à la saturation. 

Les résultats sont rapportés dans les colonnes 1 et 2 du tableau 
suivant : 


I 2 3 
Eau adsorbée AH observée : 
mg. ergs/cn? 0 
(o) 5r2 0 
0,548 399 0,027 
0,953 366 0,048 
1,68 289 0,084 
1,99 279 0,1 
2,60 210 0,13 
3,19 190 0,16 
3,68 172 0,18 
4,95 142 0,25 
5,86 139 0,29 
8,66 127 0,43 
11,86 125 0,59 
14,20 122 0,71 
saturation 20 119 I 


Dans la colonne 3 j'ai porté f fraction de surface solide recouverte 
de molécules du liquide. f varie de o à 1. 

Le graphique n° 1 construit en portant en abscisses fet en ordon- 
nées AH montre que les points ne se placent pas suivant la droite 
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(trait discontinu) que prévoit la théorie exposée, mais suivant une 
courbe (trait plein) qui s’en écarte fortement. 

f) Déficience de la théorie classique. — I] existe entre AH et f'une 
relation non linéaire qui met en lumière les limites de la théorie 
admise. 

Pour expliquer ce résultat expérimental, il faut examiner les 
hypothèses impliquées par la théorie admise et juger de leur valeur. 
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Graphique no 1. 


A. — Il n’est pas légitime d’assimiler une interface solide-liquide 
à une surface liquide. Il existe une différence essentielle entre ces 
deux réalités. 

En effet, la formation d'une surface liquide par extraction de 
molécules du sein du liquide vers la surface, s'accompagne d’une 
absorption d'énergie égale, pour l’unité d’aire, à l’énergie’de’surface 
du liquide. 

Un liquide tend spontanément à donner à sa surface la forme géo- 
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métrique d’aire minimum. Les molécules en surface sont soumises à 
un champ de force qui tend à faire passer le système d’un niveau 
d'énergie E; à un niveau d'énergie E: inférieur. L'état 2 correspond 
à un état statistiquement plus stable. 

D'autre part, considérons la formation d’une interface solide- 
liquide : dans l’état initial, le système est formé d’une surface solide 
et d’un liquide pur, la surface solide étant isolée du liquide et de sa 
vapeur. L'état final est obtenu par un processus adiabatique par 
lequel la surface solide est immergée dans le liquide. L'état final est 
statistiquement plus stable que l’état initial. Il y a Zbération 
d'énergie. 

En conséquence : 

1° L'interface solide-liquide ne peut pas être assimilée, du point 
de vue énergétique, à une surface liquide. L'énergie d'interface 
solide-liquide ne peut pas être représentée par l'expression : 


dYsL 
(PTE PEX AT 


20 Rien n’autorise à admettre que l'énergie d’interface solide- 
liquide soit une grandeur constante en tous points de la surface et 
pour toute valeur de Paire. 

30 L'expression de la variation d’enthalpie d'immersion d’un 
système formé d’un solide pulvérulent et d’un liquide doit rendre 
compte de la libération d’énergie due à la formation de l’interface 
solide-liquide. 

G. N. Lewis et M. Randall (86) ont établi l’expression de la varia- 
tion d’enthalpie due à l’adsorption d’un gaz par une surface solide : 


AH = AF + TAS 


puisque AF et AS sont < o, AH doit être << o (Ils comptent négative- 
ment l'énergie libérée). Ceci signifie que le processus d’adsorption 
est exothermique et vient confirmer le point de vue que j'expose. 

B. — 1° Il est légitime de penser avec N. K. Adam (1), p. 177 et 
F. Seitz (126), p. 16 que l'énergie de surface des solides n’est pas 
uniforme en tous les points de la surface. Il existe des emplacements 
d'attraction privilégiée. 

20 L'énergie de surface solide n’est pas entièrement libérée par 
immersion. 

En effet, les molécules du liquide pur qui viennent recouvrir la 
surface solide lors de l'immersion ne possèdent pas un champ de 
force d'intensité comparable à celle du champ de force du solide et 
susceptible de le compenser. 

Cette hypothèse est confirmée par le fait que si l’énergie de surface 
solide était entièrement libérée, les valeurs expérimentales de la 
variation d'enthalpie d'immersion seraient très supérieures à celles 
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observées puisque l'énergie de formation de l'interface solide-liquide 
est aussi une énergie libérée. 
Par exemple : 
L'immersion d’une surface propre de BaSO, dans H:0 provoque 
une variation d’enthalpie d'immersion observée égale à 4go ergs/cm”. 
Or, l'énergie de surface de BaSO, est de l’ordre de 1 300 ergs/em>. 
Si l'énergie de surface solide était entièrement libérée, on aurait : 


—AH—— 1300 —1 


I étant l'énergie d’interface solide-liquide. Cette valeur de AH est très 
supérieure à la valeur expérimentale. 

C.— Les molécules polaires ont un champ de force plus grand 
que les molécules non polaires. Les phénomènes d'absorption orientée 
des molécules polaires mis en évidence en particulier par J. J. Tril- 
lat (138 et 139) corroborent cette affirmation. 

L'énergie d'interface solide-liquide polaire sera plus grande que 
celle du couple solide-liquide non polaire. 

D’après la théorie classique, la variation d’enthalpie, lors de lim- 
mersion d’une même surface solide, sera plus petite avec le liquide 
donnant une grande énergie d'interface puisque AH est la différence 
de l'énergie de surface solide et de l'énergie d'interface. 

On observe le contraire. Les liquides polaires donnent de grandes 
valeurs de la variation d’enthalpie d'immersion. 

g) Domaine de validité de la théorie classique. — Mais, comment 
se fait-il que la théorie admise donne une expression erronée de la 
variation d’enthalpie, et plus particulièrement de l’énergie d'inter- 
face solide-liquide et cependant explique certains résultats expéri- 
mentaux ? , 

La théorie exposée dit que la variation d’enthalpie d'immersion est 
proportionnelle à l’aire du solide. | 

Ceci est vérifié dans les deux seuls cas où la surface solide est par- 
faitement propre ou entièrement recouverte de molécules du liquide. 
Hors des deux cas extrêmes, les résultats de l’expérience ne sont pas 
explicables. 

L'écart entre la théorie et l'expérience n’est pas surprenant car- 
l'expression de AH est la différence de deux termes dont le premier 
est très mal connu et le deuxième totalement inconnu. 


3. Nouvelle conception du phénomène. — J'ai montré que la théorie 
actuellement admise de l’immersion donnait une vue limitée du phé- 
nomène, une expression erronée de l'énergie d'interface solide-liquide- 
et aucune explication satisfaisante de l’expérience de W. D. Harkins 
exposée plus haut. 


Une analyse critique du phénomène m'a permis d'énoncer des 
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hypothèses qui conduisent à une représentation en harmonie avec 
toutes les connaissances acquises. 

Il faut maintenant décrire le mécanisme de formation de l’inter- 
face solide-liquide et donner l'expression de la variation d’enthalpie 
d'immersion. 

a) Schéma du phénomène. — Une surface solide cristalline ne 
se présente pas comme un plan, mais comme une succession « d’ac- 
cidents de terrain », présentant des arêtes, des creux, etc. 

Elle peut se caractériser par une grande irrégularité, à l’échelle 
moléculaire. A cette irrégularité géométrique s'ajoute la répartition 
discontinue de la matière. On conçoit donc que tous les emplace- 
ments de la surface ne soient pas identiques du point de vue énergé- 
tique. L'énergie de surface est influencée en particulier par le rayon 
de courbure. 

Dans ces conditions, une surface solide non poreuse peut être 
représentée par une surface possédant des emplacements où l’énergie 
de surface est beaucoup plus grande qu'aux alentours. 

Lorsque des molécules étrangères se présenteront, elles seront 
adsorbées d’abord par ces emplacements actifs, et l'énergie de sur- 
face solide résultante sera rapidement diminuée par la neutralisation 
de ces emplacements actifs. 

Si j'immerge une telle surface solide unité ayant adsorbé quelques 
molécules du liquide, la variation d’enthalpie d'immersion décroîtra 
rapidement avec les premières molécules adsorbées. Il faudra un 
« nettoyage » très complet de la surface pour atteindre la valeur de la 
variation d’enthalpie d'immersion du solide dans le liquide. 

Il faut compléter ce schéma qualitatif par une expression quantita- 
tive du phénomène. 

Je pose que, si f est la proportion de surface unité « tapissée » de 
molécules étrangères adsorbées, la loi de saturation des emplacements 
actifs est de la forme : 

Af 


A et B sont deux constantes ayant une signification physique: 

A est en relation avec le nombre des emplacements actifs. 

B est la valeur de f pour laquelle la moitié des emplacements actifs 
est saturée. 

Cette expression est de la forme de l'équation bien connue de 
Langmuir (79), qui a été établie pour exprimer l’adsorption gazeuse 
par une surface solide. Elle s'établit en écrivant l’équilibre des 
vitesses de fixation et de départ des molécules adsorbées. 

b) Justification de l'emploi de la formule de Langmuir. — Une 
question se pose : est-il légitime d'appliquer ici l'équation de Lang- 
muir ? 
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Si la formule de Langmuir représente correcterent le phénomène, 
il n'y a pas à justifier son utilisation. 

Cependant, je signale que : 

‘19 Cette formule a été étendue par J. Perrin (109) à l’adsorption en 
solution, pour le cas de la réaction réversible entre les molécules du 
corps dissous et les molécules en surface de l’adsorbant (19), ce qui 
est une généralisation assez éloignée des hypothèses initiales d'établis- 
sement de la formule. 

20 Un des succès les plus marquants de la formule de Langmuir a 
té son application à l’adsorption de vapeurs d'oxyde nitreux et 
d’éthylène sur le charbon de bois par Mc Bain et Britton (91). 

30 Les mesures de F.J. Wilkins (151) d’adsorption d’argon, d'azote 
et d'oxygène par des feuilles de platine lisse à basse température et à 
basse pression s'accordent très bien avec la formule de Langmuir. 

4e C. Kemball et E. K. Rideal (75) ont montré que l’adsorption de 
vapeur de substances non polaires sur une surface de mercure 
pouvait être représentée par l’équation de Volmer, qui tient compte 
-essentiellement de la mobilité des molécules. Mais Fowler et Gug- 
genheim (51) ont établi que l’équation de Langmuir est applicable 
. aux molécules adsorbées en des points définis et sans interaction les 
unes sur les autres. 

Il semble légitime, dans le cas de surface solide, de supposer que 
les molécules adsorbées sont fixées sans déplacement possible en des 
emplacements actifs, les «elementary scapes » de Langmuir, qui 
caractérisent l’énergétique de la surface considérée. | 

5° Dans leur étude sur la nature de l'ion hydrogène, et pour expli- 
quer le phénomène de passage de l'hydrogène à travers le fer, 
E. Darmois (35) et G. Sutra (34) ont appliqué cette formule. 

Elle rend bien compte des résultats expérimentaux (131). La légi- 
timité de son emploi s’impose, bien que là encore le phénomène soit 
très éloigné des conditions d'établissement de la formule, 

c) Expression de la variation d’enthalpie d'immersion AH. — 
Considérons une surface solide d’aire unité (fig. 12) dont une frac- 
tion f est recouverte de molécules du liquide d'immersion. 

L'énergie d'interface solide-liquide qui serait égale à Es si la sur- 
face solide était parfaitement propre est diminuée d’une quantité 
égale par hypothèse à : 

AR, 


B+f 
Que se passe-t-il lors de l'immersion ? 
1° La fraction d’aire f « tapissée » de molécules du liquide (a) par 
rapprochement d’autres molécules du liquide (b) libère une énergie, 


par disparition de la surface liquide d'aire f, égale à l'énergie totale 
-de surface du liquide soit : 
— fE. 
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2° La fraction d’aire 1 — f de surface solide propre va libérer 
l'énergie de formation de l'interface solide-liquide soit : 


— (1 (En). 


La variation d’enthalpie d'immersion d’une telle surface sera : 
AH fE (PEN 56) 
si je pose Ÿ = | AH | : 
Y= fe + (Esp). 


Avant immersion : 


(a) molécules du liquide « tapissant » Rire 
la surface solide unité. 


Après immersion : 


(b) partie du liquide qui se fixe sur la partie 
« souillée » de la surface solide. 


(c) partie du liquide qui se fixe sur la partie pro- 
pre de la surface solide. 


. La courbe “ne (graphique n° 1, page 60) montre que : 
+ Test toujours négatif pour o <f<1 


et s’annule pour f—1. 
Dérivons Y par rapport à j : 


+2/fB—B 


M je 
— E, — Par + À —— BL 


A 
df 


d'où : 
A 
Es = Er + ge: 


L'expression de Ÿ ne comporte donc que deux constantes indépen- 
dantes. 

d) Représentation graphique. — Si la surface solide est souillée 
de molécules d’eau et que le liquide di immersion soit de l’eau : 


| A eres em. 
Ann. de Phys., 12€ Série, t. 5 (Janvier-Février 1950). 


[#1] 
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Si on prend : A — 500 B=06,91 


Es est alors égal à 600. 


Tableau des résultats. 


# AH calculé . AH mesuré 


0 6ao 512 
0,05 311 350 
0,1 234 250 
0,2 170,9 169 
0,» 147 136 
0,4 139 126 
0,5 128 124 
0,8 122 120 
I 119 119 


= € 


Ce tableau et le graphique n° : montrent le bon accord entre le cal- 
cul et la mesure. 

La courbe construite avec les éléments du calcul (trait pointillé) 
suggère quelques remarques : 

19 B— 0,04 signifie que pour f — 0,04 la moitié des emplacements 
actifs sont occupés par des molécules adsorbées par la surface solide. 

29 À — 500 signifie que 500 est en relation avec le nombre de ces 
emplacements actifs. 

3° Es — 600 laisse penser que la valeur expérimentale pour f—& 
soit 512 est entachée d’une erreur par défaut qui tient au fait de.la 
grande difficulté, pour ne pas dire peut-être l’actuelle impossibilité, 
de dégazer totalement une surface solide. 

e) Nature de l'interface. — Nous avons dégagé une expression de 
l'énergie d'interface solide-liquide : 


Af 
[= Es — B+ 
dans laquelle Es: représente l'énergie d'interface maximum qui inter- 
vient si la surface est parfaitement propre. 
Af FA 3 e A : Fe 

Le terme est la diminution de l’énergie d'interface correspon- 
dant à la « souillure » progressive de la surface solide. 

Exprimer [ en fonction de f proportion de surface « tapissée » de 
molécules adsorbées est en accord avec les conclusions de Wilkins (150) 
qui recommande, d’après des arguments de mécanique statistique, de 
calculer la chaleur d’adsorption en tenant compte de la fraction de 
surface couverte et non de la quantité de surface. 
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Le graphique n° 2 montre la variation de I : 


us, A 
I=Es 
pour À — 500, B— 0,04 quand varie de o à 1. 
La signification physique de cette courbe est que la décroissance 
de l'énergie d'interface est très rapide à partir des premières molé- 
C] 


600 L ergs par em? 


Rue 
500 ns 
400 
+ 
300 L 
+ 
200 L A 
pese 
De MR 
100 L_ 


L pe l I l ] I I 
PAROI 03108 OS 06 UT O8, 9 1 
Graphique n0 2. 


cules adsorbées qui se fixent sur les emplacements actifs de la surface 
solide et en altèrent complètement le caractère énergétique. 

Que peut-on dire du terme Es; de l’expression de l'énergie d’inter- 
face I ? 

Es. n’est vraisemblablement pas une fonction simple de plusieurs 
+randeurs que nous pensons être : 
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l'énergie totale de surface solide ; 

l'énergie totale de surface liquide; 

la compressibilité du liquide ; 

la température ; 

la pression. 3 

1° L'énergie totale de surface solide. — J'ai dit plus haut que toute 
l'énergie totale de surface n’est pas libérée par immersion, cependant 
il est certain qu'elle intervient. En effet, si elle n’intervenait pas, les 
variations d’enthalpie d'immersion de différents solides, dans un 
même liquide, exprimés en ergs par centimètre carré, seraient égales. 

Ce n’est pas le cas, par exemple, comme l’a montré W. D. Har- 
kins (6r) : 


AH pour l'immersion dans H:0 à 25° C. 


BaSON PAL RESEE 490 ergs/cm? 
TO EE RPAMNEE ER 520 » 
STE BPM AUS Ole 580 » 
SOS MP HREURE Re 600 » 
VAN DEEE RS MES EST 600 » 
SIL SU ANR RES 680 » 
ZESIO RARES ER 850 » 
Graplhite.ermeuns 179 » 


20 L'énergie totale de surface liquide. — I] en est de même pour 
l'énergie totale de surface liquide. Si elle n'intervenait pas les 
AH d'immersion d’un même solide dans différents liquides seraient 
égales. 

A partir des résultats de W. D. Harkins (64) j'ai établi le tableau 
suivant : 


AH d'immersion de TiO, à 250 C. 


Energie totale 


Liquides AH de surface 
liquide 

Eau ACCRU | Rosoïerés |: 120 ergs/cm? 
Alcool éthylique. , .| 5oo » DORE 
Acétate d’éthyle. , ,| 360 » 60 » 
Alcool butylique . .| 350 » 5o » 
Nitrobenzène- Mu | a80 » 80 » 
GLS EPA arte ite 0) » 60 » 
OT T ONE Po de » 70 » 
Isocctanen "1,1" 105 » 5o » 
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Ce tableau montre que l'énergie totale de surface liquide n’inter- 
vient pas de façon simple dans le terme Es. 

3 La compressibilité du liquide. — Dans sa « théorie du poten- 
tiel » M. Polanyi (112) définit le potentiel d’adsorption en un point 
près de l’adsorbant par le travail exécuté par les forces d’adsorption 
pour amener une molécule de la phase gazeuse à ce point. 

Ce travail est conçu comme un travail de compression et son 
expression mathématique est donnée par l'équation : 


E= ("va 
NN Ft 


où E, est le potentiel d’adsorption en un point où la densité de la 
substance adsorbée est ô:, x est la densité de la phase gazeuse et 


M . , 
V=< ,; M est la masse moléculaire de l’adsorbat. 


a 


L'intégration est difficile car l'équation d’état du gaz adsorbé est 
inconnue. L'auteur admet certaines approximations. En particulier, il 
suppose d’abord que le liquide est incompressible, puis il fait une 
correction de compressibilité. Berenyi (15) l’a établie empiriquement. 

La correction de compressibilité est difficile à calculer car il faut 
supposer arbitrairement une certaine distribution du potentiel dans 
l’espace d’adsorption et une certaine valeur pour E, potentiel d’ad- 
sorption à la surface de l’adsorbant. Mc Bain et Britton (gi) ont 
réfuté la théorie du potentiel par une preuve expérimentale. Il a été 
établi que leurs résultats ne condamnent pas la théorie de Polanyi 
mais sont en accord avec elle. 

Goldmann et Polanyi (56) ont modifié la théorie du potentiel pour 
tenir compte «des idées modernes. La théorie mécanique du quantum 
et des interactions moléculaires ne reconnaît pas l’existence de forces 
agissant à grande distance de la surface de l’adsorbant et attirant 
plusieurs couches de molécules adsorbées. Ils ont substitué une 
représentation unimoléculaire sans altérer les aspects quantitatifs de 
la théorie. 

En 1928, H. Zeise (156) a comparé la théorie de Polanyi à celle de 
Langmuir en utilisant les résultats de Miss Homfray (69), Titoff (136) 
et Richardson (121). Sa conclusion est que les résultats expérimen- 
taux cadrent mieux avec l'équation de Langmuir. 

D'autre part, S. Brunauer (25), p. 235, signale que pour obtenir 
un ordre de grandeur des forces d'attraction Lamb et Coolidge ont 
comparé les chaleurs d'adsorption avec les chaleurs de compression 
de plusieurs liquides. Il donne les résultats pour 7 liquides de 20 à 
80° C. jusqu'à 12 000 atm. 

Le parallélisme entre ces deux grandeurs milite en faveur de l’in- 
fluence de la compressibilité des liquides sur l’adsorption et par voie 
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de conséquence, sur la variation d’enthalpie d'immersion. Gra- 
phique n° 3. 

Goldmann et Polanyi (56) ont montré que seulement une partie de 
ja chaleur d’adsorption est due à la chaleur de compression. 

ke Température et pression. — En ce qui concerne l'influence de 
la température et de la pression, il suffit de la signaler pour mémoire. 
En général on travaille à pression atmosphérique et à température 
constante. 


000305 


compression Cal/cm 
1) 
(=>) 
[=] 
[95] 
[n°] 
[#4] 


000285 


Le) 
[=] 
de] 
CI 


(=) 
ee 
= 
en 


000265 


Chaleur de 


K= 
[=] 
[S2 
[=] 


00175 
Ca) HET ENS ET, 
» = _ (e) un e 
SMS) É - R L— 
ss Æ vu eu oi + 
es CN ENTER MEL 


Graphique n°0 3. 


4. Conclusion. — La conclusion de ce chapitre est que le raison- 
nement thermodynamique a permis d'établir une expression de 
l'énergie d'interface : 


id — 54) 


dans laquelle 6 est égal à l’aire impliquée, 
f est la proportion d’aire souillée, 
A et B, deux constantes dont nous avons vu la signification phy- 
sique, 
Esr —=F(E#,, Ex, C; Au p) 


, 


(fonction compliquée de l’énergie totale de surface solide, énergie 
totale de surfe liquide, compressibilité du liquide, température, 
pression, qui reste à préciser), 
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et de proposer une nouvelle expression de la variation d’enthalpie 
d'immersion : 


—AH=— [fe + GP (Eu — 5 )] 


qui rend compte de tous les phénomènes observés jusqu’à présent. 


CONCLUSION 
1. Le mouillage. 
Les relations de Neumann . : . y12 + y13 cos 0— y23 
De Duprés . 1.0, Te W=y23 4 y —yrn 
Bd You. At NE NET (ri cés'e) 


(les indices 1 et 2 s'appliquent à 2 liquides ou à un liquide et un 
solide; l'indice 3 à l’air. W est l'énergie d'adhésion 8 angle de 
contact) sont en accord avec l’expérience en ce qui concerne 2 liquides. 

Dans le cas d’un solide et d’un liquide, la variation de la tension 
d'interface avec la contamination de la surface, explique peut-être les 
écarts notables entre la théorie et l’expérience. 

L’angle de contact d’un ïiquide sur une surface solide plane varie 
de façon importante suivant les auteurs. Ce n’est pas une grandeur 
bien définie. Il existe 2 valeurs extrêmes correspondant aux cas où le 
liquide avance ou recule sur la surface solide. 

D'autre part, l'angle de contact dépend du volume de la goutte de 
liquide, sauf dans le cas particulier où 4—go°. De plus, la représen- 
tation classique de l’équilibre d’une goutte d’un liquide sur une sur- 
face solide plane horizontale, défie les lois de la mécanique, comme 
le remarque R. Morlock (98 bis). 

Le tableau suivant donne les valeurs extrêmes de l’angle de contact 
de l’eau pure sur différentes substances : 


Substances Maximum Minimum 


Magnétite . 

Pyrite. ! 
Chalco-pyrite . 
Molybdénite £ 
Carbonate de chaux. 
Quartz . 

Galène . 

Blende , 
Marcassite . 

Verre. , 


D’après H. L. Sulman (130). 
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Le tableau suivant illustre la divergence des résultats suivant les 
expérimentateurs : 


Angles de contact de gouttes d'eau pure. 


EE | 


Spath| Cal- 


Expérimentateur Galène| Blende Arles 


Quartz| Talc 


Sulman (130) 7 2007009070 — — 39-85| 19-85 — 
Schranz (124) . ... . | 7o-75 | 71-72 — 45 55-58 — (c) 
Weustenfeld (147). . .| 45-60 | 30-60 | 20-4o| 20 20 — (c) 


Luyken et Bierbrauer (go) .| &r 797 76 43 36 — (a) 
Rehbinder (119). et AT (a) A OA(G) — ro(c) | 10 (d} |69-77 (e) 
Eschenbach, Petersen et Pôp- 

perle (46). . . . . .| 70-75 | 79-82 | 87-g1| 67-81] 45-48 |81-87 (a) 


(a) (b) (c) face polie ; (d) face brute ; (e) face cristalline. 


2. L’agrégation de poudres. — La tendance à l’agrégation de 
solides pulvérulents incorporés à certains liquides s’explique dans 
une certaine mesure par l’état de surface du solide. 

En effet, 2 grains solides de surface parfaitement propre ne peu- 
vent s’agglomérer dans les conditivns normales de température et de 
pression, car les surfaces solides ne peuvent venir suffisamment près 
‘ l’une de l'autre pour qu'interviennent les énergies de surface. Les 
surfaces solides peuvent se « contacter » en des points, jamais suivant 
une surface, à cause de l'irrégularité des surfaces solides à l'échelle 
moléculaire. . 

Par contre, des molécules étrangères (gaz ou vapeur) qui se fixent 
aux points de plus grande activité énergétique des surfaces solides, 
peuvent servir de pont entre les grains. Des amas peuvent se former 
qui empêchent le liquide de « mouiller » la surface solide. 

Ces forces de cohésion entre grains solides sont, bien entendu, très 
inférieures à la cohésion du solide. L'expérience montre d’ailleurs 
que ces amas de grains sont détruits par écrasement. 

Inversement la dispersion d'un solide pulvérulent dans un liquide, 
serait facilitée par le « nettoyage » de la surface du solide 

On conçoit aisément que le processus : dégazage poussé, suivi 
d'immersion dans un liquide, pourrait servir à préparer des échantil- 
lons destines au microscope électronique. 

Cette méthode a l’avantage sur celle qui utilise des agents de dis- 
persion, de ne modifier en rien la surface du solide. 
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3. Le dégazage. — C'est un fait d'expérience que le dégazage 
d’une surface solide n’est pas une fonction linéaire du temps. Le 
volume de gaz enlevé par unité de temps décroît rapidement et un 
dégazage total est une opération difficile à réaliser, surtout pour de 
grandes surfaces : solides pulvérulents. 

Ce fait confirme les idées que j'ai développées sur l'énergie d’inter- 
face solide-liquide. 

L'expression que j'ai proposée pour rendre compte de la variation 
d’enthalpie d'immersion d’une surface solide à différents degrés de 
« propreté », si elle est correcte, permet de se dispenser d’un dégazage 
total pour connaître la va'eur de l'énergie d'immersion d’une surface 
parfaitement propre. En effet, il suffit de connaître une partie suffi- 
sante de la courbe AH — F(f) pour définir les constantes A et B. 

On comprend pourquoi il est si difficile de dégazer totalement une 
surface solide. 

Les premières molécules étrangères adsorbées sont les plus diffi- 
ciles à extraire (par l'action simultanée de la chaleur et du vide) car 
ce sont elles qui se sont fixées sur les emplacements actifs de la sur- 
face solide. 

Puisque la formation d’une interface solide-liquide libère de 
l'énergie, conformément au principe de Le Chatelier, un abaissement 
de température favorise cette formation. 

Inversement, une élévation de température favorise la destruction 
de l'interface solide-liquide, donc le dégazage. 

La pratique courante du dégazage utilise l’action combinée de la 
chaleur et du vide. L'action du vide est de soustraire les molécules, 
désorbées à l’action de la surface. Le vide seul ne dégaze que très 
peu. L'agent actif du dégazage est la température ainsi que le mon- 
trent mes résultats numériques sur le TiO: anatase. 


4. Mouillage préférentiel. — La connaissance de la variation d’en- 
thalpie d'immersion d’un solide pulvérulent de surface propre dans 
plusieurs liquides, permet de savoir par quel liquide un solide se 
laissera plus aisément mouiller. 

Le mouillage est un caractère d’un couple solide-liquide donné 
plutôt qualitatif (40), je l'ai dit en commençant. La variation d’en- 
thalpie d'immersion permet de chiffrer le mouillage. 

Le classement par variations d’enthalpie d'immersion croissantes 
donnera l'ordre de préférence de plus en plus grand de la surface 
solide pour les liquides considérés. rs 

D'autre part, considérons un liquide À qui contient une petite 
quantité d’un liquide B miscible à A. Si la variation d’enthalpie 
d'immersion d’une surface solide est celle du couple solide-liquide B 
il s'ensuit que des deux liquides, le liquide B mouille préférentiel- 
lement le solide. 
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5. Mesure de l’aire d’un solide pulvérulent. — Je cite cette utili- 
sation pour mémoire car j'ai déjà exposé, page 21, la méthode de 
W. D. Harkins et G. Jura (65). 


6. Energétique de surface. — La méthode permet de connaître 
un renseignement difficile à préciser dans l’état de nos connaissances 
des phénomènes de surface, sur la nature énergétique de la surface. 

Je précise ma pensée par un exemple : 

L. de Brouckère (49 bis), pp. 136-137, cite le cas de 3 échantillons 
de BaSO, qui diffèrent par le signe de la charge qu'ils prennent au 
contact de l’eau pure et par leurs propriétés adsorbantes. La diffé- 
rence entre les deux types de cristaux n’est pas due à l'empoisonne- 
ment de la surface par un excès de réactif précipitant. Ces deux types 
donnent des rœntgénogrammes identiques à ceux de la barytine 
naturelle. 

La différence réside donc uniquement dans la couche superficielle. 

Des mesures de variation d’enthalpie d'immersion permettraient 
de préciser nos connaïssances de leur « état » de surface. 

De nombreux exemples tirés de la pratique industrielle pourraient 
être cités : 

Tout carbon-black n’est pas propre à renforcer le caoutchouc (127) : 
(rob). 

Le comportement variable des pâtes céramiques à la cuisson (80) 
et (81). 

Les irrégularités de dispersion des pigments dans les peintures (92) 


(32) (23) (155). 


7. Champ d'application de la méthode. — Les possibilités d’applica- 
ton sont très nombreuses. Tous les phénomènes, toutes les réactions, 
toutes les fabrications où interviennent des solides pulvérulents 
pourraient être étudiés par la variation d’enthalpie d'immersion des 
systèmes solide-liquide. 

Dans la partie historique, j'ai cité les phénomènes qui ont déjà 
reçu un début d'étude : charbon, lubrification, sols et terres, 
constante diélectrique, métallurgie des poudres, pigments, renforce- 
ment du caoutchouc. 

Il est certain que la liste pourrait être complétée. Par exemple par 
la catalyse, le frittage, la corrosion, le béton, la flottation, la céra- 
mique, la peinture. 

Cette énumération n’a pour but que de montrer la fécondité de la 
méthode microcalorimétrique. Son véritable domaine est la connais- 
sance des surfaces et des « états » de surface. 
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ÉTUDE DE PHÉNOMÈNES 
DE MAGNÉTOSTRICTION STATIQUE 
ET DYNAMIQUE 
D'ALLIAGES FE-NI AUSTÉNITIQUES 


Par M. Hewr DEVÈZE 


INTRODUCTION 


4. — Les dimensions des corps ferro-magnétiques varient avec 
l’aimantation. Réciproquement, ces mêmes corps, subissant une 
contrainte mécanique, présentent une variation de leurs propriétés 
magnétiques. 

Le premier phénomène est la magnétostriction REPREORE dite, le 
second est la magnétostriction inverse. 

L'influence de l’aimantation sur les dimensions d’un corps ferro- 
magnétique a été étudiée pour la première fois par Joule en 1842 qui 

observe pour le fer un petit allongement approximativement propor- 
tionnel au carré de l'éfnantaténlé 

Wiedmann en 1860 observe la torsion d’un fil sous l'effet d’un 
champ magnétique parallèle à son axe. 

Mayer en 1873 trouve que cet allongement laisse subsister une 
déformation résiduelle. 

Barret en 1874 découvre la contraction du nickel. 

Bidwell en 1894 construit pour le fer, le cobalt, le nickel, les 
courbes de variation de la longueur pour un cycle complet d’aiman- 
tation avec ou sans contrainte mécanique. 

Nagaoka et Honda en 1900 étendent leurs investigations sur un 
grand nombrede substances et utilisent des variations plus i importantes 
de champ magnétisant. Alors que leurs prédécesseurs avaient étudié 
principalement le comportement de fils, ces savants mesurent les 
variations de longueur de barreaux et les changements de volume 
d’ovoides. 


Le phénomène de magnétostriction inverse a été, lui aussi, étudié 
par de nombreux chercheurs : 


Villari en 1865, Honda et Schimizu vers 1902 et plus récemment 
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Bukley et Mac Keehan (1925), Faurer en 1926 enfin, sur la variation 
de perméabilité de fils de nickel. 

Les études de ces phénomènes statiques ont donc une origine assez 
éloignée. 

Plus récentes sont celles effectuées sur les phénomènes dynamiques 
de magnétostriction qui ont lieu lorsqu'un corps ferro-magnétique 
est soumis à un champ alternatif. 

Le nickel et ses alliages en particulier ont fait l’objet de nombreux 
travaux, tels ceux de Schulze (1938), et d'applications diverses : 

Emission d’ultra-sons en vue des communications et des sondages 
sous-marins (dès 1417 par les belligérants). 

Réalisation d’oscillateurs électriques stabilisés avec ou sans émis- 
sion d’ultra-sons (Pierce, Bergmann). 

Filtres passe-bande (Hall). 

Mesure d'efforts mécaniques (Javonsky). 

Détection de défauts dans les matériaux (Meyer, Buchmann). 

L'étude que nous présentons s'applique à des alliages de fer-nickel 
austénitiques. 

La première partie comprend la description d'appareils générateurs 
des phénomènes statiques et dynamiques de magnétostriction et celle 
des appareils de mesures. 

La deuxième partie expose la conduite des expériences et des 
mesures. 

Les moyens adoptés pour les mesures de magnétostriction statique 
sont variés : amplification mécanique des déformations, méthode 
rapide et peu précise (Nagaoka, 1900), interférences lumineuses (Schi- 
mizu, 1902), battements d’oscillateurs électriques (Schulze, 1928), 
méthode précise mais peu rapide. 

Nous avons préféré la méthode interférentielle optique alliant pré- 
cision et rapidité. Il importe que la température du métal étudié et 
de l’interféromètre reste constante pendant toute la durée des mesures. 

Il semble que les auteurs qui nous ont précédé n’aient pas apporté 
le soin désirable à cette précaution cependant essentielle. Le lecteur 
pourra se rendre compte des dispositions prises à ce sujet. 

L'étude des phénomènes statiques de magnétostriction constitue 
la troisième partie. 

L'utilisation des phénomènes de magnétostriction dans l'émission 
de vibrations (généralement des ultra-sons) a fait l'objet de 
nombreuses réalisations. Les perfectionnements aux appareils émet- 
teurs consistent principalement dans la réduction des pertes par 
courant de Foucault (bottes de fils et tubes fendus au lieu de barreau 
plein) ; le nickel est généralement employé. 

Le choix d’un alliage, la valeur de la magnétisation préalable ou 
de l’amplitude du champ excitateur ne semblent pas avoir fait l'objet 
de recherches très systématiques. 

Ann. de Phys., 12e Série, 1. 5 (Janvier-Février 1950). 6 
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L'étude des phénomènes dynamiques de magnétostriction consti- 
tue la quatrième partie de notre thèse; son but est d'établir les 
conditions optima d'utilisation des alliages austénitiques de fer-nickel. 

Une étude théorique est présentée, reliant l'amplitude de la vitesse 
dés oscillations des barreaux de fer-nickel, aux résultats des mesures 
statiques. 

Enfin, l'analyse des résultats expérimentaux montre dans quelle 
mesure cette théorie s'applique et les conséquences pratiques qui en 
résultent. 

Nous devons à M. Pierre Chevenard, directeur du laboratoire de 
recherches des aciéries de Commentry-Fourchambault, membre de 
l’Institut, les alliages étudiés, avec les teneurs et les traitements ther- 
miques désirés. 

Nous le remercions de son précieux concours et de l'intérêt qu'il 
n’a cessé detémoigner à nos recherches. 


Nos recherches ont été effectuées au laboratoire de M. le Professeur 
Pichot, à la Faculté des Sciences de Toulouse. 

M. le Professeur Pichot n’a ménagé ni son temps, ni sa peine pour 
nous fournir les moyens et les directives qui nous ont permis de 
poursuivre cette étude. 

Nous exprimons toute notre gratitude à ce maître dévoué pour 
l'intérêt qu'il nous a témoigné et les précieux conseils qu’il nous a 
prodigués. 

M. le Professeur Lucas a examiné notre manuscrit avec une bien- 
veillance et un dévouement dont nous lui sommes particulièrement 
reconnaissant. 

Nous prions messieurs les Membres de la Commission d'examen 
d’agréer l'expression de nos vifs remerciements pour l'honneur qu'ils 
nous ont fait en acceptant de faire partie de notre jury. 


PREMIÈRE PARTIE 


CHAPITRE PREMIER 
Description des appareils 
pour l’étude de la magnétostriction statique 


2. — L'étude des variations de longueur d’un barreau sous l’effet 
d’un champ magnétique uniforme et permanent nécessite : 


À) Un appareil de mesure très sensible aux faibles variations de 
longueur de ce barreau. 
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B) La création et le contrôle d’un champ magnétique à variation 
très continue. 
C) Une stabilité de température supérieure au 1/100 de degré. 


À) APPAREIL DE MESURE DES VARIATIONS ÂL DE LONGUEUR. — Trois 
méthodes se présentaient à nous : AS 

a) amplification mécanique et optique des deformations par un 
système de leviers et 
miroir (Nagaoka et 
Honda), 

b) mesure des dé- 
vap@eu R + 
placements de fran- 

ge ges dans un inter- 
post P féromètre relié au 

barreau, 

c) mesure de la variation de fré- 
quence d’un oscillateur dont la capacité 
d'accord est commandée par le barreau. 

Les possibilités du laboratoire et 
l'attrait de la simplicité nous ont fait 
préférer le système interferométrique. 

Les rayons lumineux issus d’une 
lampe à vapeur de sodium passent par 
un diaphragme, un premier prisme P 
à réflexion totale et tombent sur une 
lentille L, sous laquelle est situé Île 
miroir M. Le diaphragme est au foyer 
de la lentille L. Les rayons réfléchis par 
le miroir M forment avec les rayons inci- 
dents, des anneaux de Newton (fig. r). 

Les rayons sortent de la lentille L, 
passent à travers un deuxième prisme P 
à réflexion totale, mais dont la face verticale est convexe, en sorte 
que l’image réelle des anneaux se forme dans le plan du réticule R, 
ils sont ensuite examinés grâce à l’oculaire positif O. 

Les qualités du système optique nous permettent d'évaluer lle 1/4 
de frange. ; 

Aux extrémités du barreau étudié T, sont soudés deux manchons 
en laiton recevant d’une part le tube, également en laiton, portant le 
miroir M et d’autre part, celui qui est fixé par une vis de serrage à 
la partie inférieure de l’interféromètre. 

La lentille L est montéesur une colleretteen laiton dont la distance 
au miroir M est réglable au moyen de trois molettes de calage dispo- 
sées au sommet d’un triangle équilatéral circonscrit à la lentille L. 


Lampe 


à 


Fig. 1. — Appareil pour 
l'étude de la magnéto- 
striction statique. 
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Les tiges filetées supportant cette collerette sont fixées dans un bloc 
de laiton circulaire; cette couronne, pesante, assure la stabilité de 
tout le système déjà décrit; au centre de cette couronne est un tube 
en laiton, perforé en sa partie médiane, de 20 mm. de diamètre et de 
30 cm. de longueur ; il relie la couronne à la vis de serrage du tube 
porte-barreau. 

La position du miroir M est donc entièrement déterminée par rap- 
port à la lentille L, la vis de serrage inférieure permet de mettre le 
miroir au contact de la lentille, et les molettes de réglage de celle-ci 
de l’éloigner jusqu'à apparition et centrage des anneaux. 

Le montage que nous venons de décrire peut soulever deux objec- 
tions : 

19 Le miroir M est monté au sommet d’une verge en trois parties 
qui est sensible aux vibrations, les anneaux de Newton, peuvent être, 
‘de ce lait, difficillement pointés. 

Nous avons essayé de guider le miroir par un spider très souple 
fixé ou à frottement doux, dans tous les cas l'appareil a manqué de 
fidélité. 

Nous avons préféré sceller l’interféromètre dans un mur de refend, 
employer des tubes en laiton de 6 mm. de diamètre, conférant à la 
verge une période propre élevée, donc très différente de celles des 
vibrations issues du sol et opérer aux heures de moindre circulation ; 
ces précautions se sont révélées très suffisantes. 

2° Toutes les parties de l’interféromètre sauf le barreau étant en 
laiton, il y a, dans le cas d’une variation de température, des erreurs 
dues à la différence de dilatation du barreau étudié et de la partie de 
tube perforé correspondante. C’est là un inconvénient réel qui limite 
notre étude aux résultats obtenus àtempérature ambiante et nécessite 
une stabilité parfaite de la température pendant les mesures ; nous 
exposons plus loin les dispositions prises pour obtenir cette stabilité. 


B) CRÉATION ET CONTRÔLE DU CHAMP MAGNÉTIQUE PERMANENT. — Le 
barreau est entouré par deux enroulements B; et B. 

La bobine B,, intérieure, est le solénoïde magnétisant (fig. 1), sa 
longueur totale utile est de 26 em. et le champ magnétique longitu- 
dinal est de 100 œrsteds par ampère. Son diamètre intérieur est de 
$o mm. et son diamètre extérieur 8o mm., en sorte que l’action 
démagnétisante des extrémités peut être considérée comme négli- 
geable tout le long des 12 cm. médians occupés par le barreau T, 
c'est ce que montre l'étalonnage opéré par la méthode du galvano- 
mètre balistique et de la bobine exploratrice. 

L'alimentation en courant continu de la bobine B; est assurée par 


une commutatrice M (fig. 2) à excitation partiellement réglable débi- 
tant 8 ampères maxima sous 24 volts. 


ge # A 4 
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Les extrémités de la bobine B, sont connectées à un potentiomètre 
lui-même. en série avec deux rhéostats de ko à ro ohms: ainsi, le 
courant est réglable de façon continue de o à 3,5 ampères | 

Le circuit d'alimentation est complété par un inverseur qui permet 

9 


soit l'étude de la magnétostriction pour les deux directions de champ 


Fig. 2. 


magnétisant, soit de s'affirmer sur un cycle d’induction au cas où 
l'étude ne s'applique pas à un barreau préalablement démagnétisé. 

L'’enroulement B, bobiné en fil plus fin, présente en son centre un 
champ magnétique de 150 œrsteds par ampère; ce champ est moins 
uniforme que le premier vu la dimension des faces terminales mais 
cela est négligeable, cet enroulement étant destiné à desaimanter le 
barreau. 

L'alimentation de l’enroulement B; est faite avec un courant alter- 
nalif de 50 pps variant de 4 ampères à o au moyen d’un alternostat. 
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C) STABILISATION ET CONTRÔLE DE LA TEMPÉRATURE. — L'étude et 
l'exposé des mesures mettront en évidence la nécessité d’une grande 
stabilité de température. 

Une installation permettant de réaliser et de maintenir constantes 
des températures très différentes était hors de proportion avec nos 
moyens, nous nous sommes limités à l’étude de la magnétostriction à 
température ambiante. De ce fait, les autres études de l’induction, du 
comportementen régime oscillatoire ont également été effectuées à la 
température ambiante, 

Nous nous sommes donc appliqués à opérer à température très 
constante pendant toute la durée d’une série de mesures. 

Le laboratoire où nous travaillons avait servi à M. le Professeur 
Mathias à des mesures de thermodynamique ; il est conçu pour limiter 
au maximum leséchanges de chaleur avec l'extérieur : les quatre murs 
ont une épaisseur de 48 à 54 cm., porte et fenêtres sont doubles. 

Les irrégularités de température ambiante étant amorties, il restait 
à isoler le barreau des variations de température de l’enroulement 
magnétisant B, ; cet enroulement qui dégage de la chaleur par suite 
du passage du courant continu est isolé thermiquement du barreau 
par une chemise d’eau intéressant les joues et le tube central. 

Une pompe assure une circulation d’eau de 5 litres par minute; 
cette eau est puisée dans un réservoir de 30 litres dont le contenu 
était depuis au moins 8 jours dans le laboratoire. Le circuit de l’eau 
se referme sur le réservoir après passage dans un radiateur formé 
d’un tube en laiton de 8 mm. de diamètre enroulé en spirale devant 
un ventilateur. 

Les variations de température sont contrôlées au moyen d’un cou- 
ple thermoélectrique (C, fig. 1) relié à un galvanomètre très sensible. 

La soudure « chaude » est située au voisinage immédiat du barreau 
et couvre environ le 1/3 médian; les fils du couple forment avec les 
fils de connexion en cuivre du galvanomètre, les deux soudures 
« froide », elles sont plongées dans deux éprouvettes remplies de 
pétrole, elles-mêmes plongées dans un vase de 3 litres rempli d’eau 
depuis longtemps à la température du laboratoire. 

Le spot lumineux est l’image d’un filament rectiligne d'une 
lampe 6 V'; il se forme après deux réflexions, sur une réglette placée 
au-dessous de l’oculaire d'observation des anneaux de Newton en 
sorte que l'opérateur qui les pointe, surveille simultanément les 
variations de température et les déplacements des anneaux. 

La température est ainsi contrôlee à moins de 1/100 de degré. 

Sur la photographie n° 2 on peut voir : 

au milieu : le système optique S avec l’oculaire d'observation des 
anneaux et la réglette du couple, 

— la bobine magnétisante B, 
ces deux parties scellées dans le mur, 
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à droite : en bas la commutatrice M et les rhéostats, 
en haut le galvanomètre G, 
à gauche : l’alternostat A. 


3. Précautions et conduite des expériences. — Les variations rela- 
tives de longueur des barreaux ferromagnétiques observées sous 
l'effet d’un champ magnétique longitudinal, sont de l’ordre du 
millionième (millionième de la longueur). Nous avons décrit l’en- 
semble de contrôle de la température, laissant apparaître notre souci 
d'éviter les erreurs dues aux dilatations issues des élevations de 
température. 

Il est nécessaire que le barreau étudié et l’ensemble qui le relie 
tant au miroir M qu’à la lentille L soient portés à la même température 
afin que la compensation des dilatations se produise ; dans ce but le 
tube reliant la lentille au serre-tige a été perforé. 

Les variations de température sont très lentes ; si nous admettons 
que la chaleur qui réussit à traverser la chemise d’eau atteint, grâce 
aux perforations, le barreau T, la variation de distance du miroir M 
à la lentille L due à une élévation de température est égale à la 
différence de dilatation du barreau et de la longueur correspondante 
de tube en laiton. 

Si /, est la longueur du barreau, 

a, le coefficient de dilatation linéaire d’un barreau Fe-Ni, 

a» le coefficient de dilatation linéaire du laiton, 
la variation relative A7 de la position du miroir est : 


Al— (Aa — a) 


avec [, — 123 mm., 4: — 1,84.10-*, a; — 1,70.10—° à température 
ambiante, 

avec Af — 1/100 de degré A/— 0,17 micron, 
ce qui correspond, avec la radiation de sodium utilisée : 5 889 À à un 
déplacement de 1/2 anneau. 

Nous voyons donc par cet exemple où a, est voisin de a,, que même 
avec la sensibilité dont nous disposons pour la mesure de la tempé- 
rature nous commettons une erreur appréciable ; elle serait inadmis- 
sible dans le cas des alliages fer-nickel voisins de 36 o/o (invar). 

Nous avons donc préféré opérer à température pratiquement cons- 
tante pendant toute une série de mesures. 

La masse de cuivre des bobines B; et B; ainsi que les 30 litres d’eau 
de circulation constituent un volant thermique important. 

La série des mesures A/ — f(B) pour un cycle de l'induction 
magnétique, le courant magnétisant variant de — 6 à + 6 ampères, 


dure 2 minutes. 
Partons d’un barreau dont le cycle a été accommodé quelques 
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heures avant; sans effectuer de mesures décrivons 4 de ces cycles en 
8 minutes. : 

Dix minutes après la fin des opérations nous décelons une éléva- 
tion de température de l’ordre de 1/100 de degré, au voisinage du 
barreau ; nous pouvons admettre que cette température reste cepen- 
dant constante dans les premières minutes d'opération. S'il en est 
ainsi, les déformations longitudinales pour les premiers cycles sont 
parfaitement accommodés au point de vue des déformations. Après 
les deux premiers cycles nous constations un glissement des cycles 
des déformations par magnétostriction, dû aux effets de l'élévation 
de température. 

Cette vérification expérimentale s'étend a fortiori aux mesures 
dans le cas d’un barreau initialement désaimanté. puisqu'il n’est 
procédé qu'aux mesures de déformations pour un courant ne variant 
qu'une seule fois de o à 6 ampères. 

Nous opérons de la façon suivante : 

1° Le barreau, muni de ses embouts en laiton, est disposé entre 
les deux tubes porte-barreau et porte-miroir; par réglage du serre- 
tige, le miroir est appliqué à la lentille L; les trois molettes du porte- 
lentille nous permettent de centrer les anneaux de Newton et 
d'observer le 2° groupe correspondant à la radiation 5 889 À. 

Le léger échauffement dû à la manipulation fait défiler dans l'ocu- 
laire de nombreux anneaux. 

20 Avant de décrire une courbe de première aimantation, nous 
désaimantons le barreau ; celui-ci s’échauffe par courants de Fou- 
cault et pertes par hystérésis. Quelques heures d'attente sont néces- 
saires pour que la chaleur issue des opérations 1 et 2 soit dissipée. 

3° Deux heures au moins avant le début des mesures, le groupe de 
circulation de l’eau est mis en marche ; nous rappelons que cette eau 
est déjà à la température du laboratoire. 

4° Toutes ces précautions étant prises et après avoir constaté 
qu'aucun anneau ne se déplace, nous procédons aux mesures. 

Un premier observateur pointe les anneaux et commande le courant 
magnétisant. 

Un deuxième lit le courant et consigne les résultats. 

Outre l'avantage de la rapidité, ce procédé procure l'indépendance 
des observateurs et une grande objectivité des résultats. + 

En résumé, il est indispensable d’avoir un appareil très fidèle et 
une température constante, nous pensons que : 

a) le choix du laboratoire, 

b) la consutution de 1 appareil, 

c) le mode opératoire, 


répondent à ces nécessités et confère it à nos résultats un crédit 
certain. 
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CHAPITRE II 


Magnétomètre. 


Mesure de l'induction. 


L’induction du barreau est mesurée au moyen d’un magnétomètre. 

La bobine magnétisante B (figure 2 bis), a 25 cm. de longueur, 
150 mm. et 18 mm. de diamètres extérieur et intérieur. 

L'intensité du champ magnétique très uniforme dans les 15 cm. 


Fig. 2 bis. — Magnétomètre. 


: bobine magnétisante.. 

: bobine compensatrice. 

: barreau du magnétomètre. 
: amortisseur à air. 

: cage de verre. 

: fil de coton. 


osS so 


médians est de 135 œrsteds par ampère. Les barreaux de 123 mm. de 
longueur sont placés dans cette région de champ uniforme. 

La bobine compensatrice b comprend 5o spires de 35 cm? de sec- 
tion moyenne en série avec celles de la bobine magnétisante. Elle 
est montée sur glissières afin de rendre plus aisé et plus stable le 
réglage, il consiste, en effet, à réaliser dans la région occupée par le 
petit aimant du magnétomètre, un champ égal et opposé à celui 
créé par la bobine magnétisante seule. 

Le magnétomètre comprend un barreau d'acier aimanté de k mm. 
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de longueur et de 0,5 mm. de diamètre, solidaire d’un miroir 
concave de 75 cm. de distance focale, et d’un amortisseur à air; cet 
ensemble est supporté par un fil de cocon de 28 cm. de longueur et 
placé à l’intérieur d’une cage vitrée. 

L’amortisseur à air a est fait d’un rectangle de papier de 
5o mm. X 10 mm. tournant autour de son petit axe de symétrie, 
dans une boîte cylindrique de section légèrement supérieure. La 
stabilité d'un amortissement par l'air est très supérieure à celle 
-obtenue avec de l’eau ou de l’huile. 

Le magnétomètre et les bobines Bet b sont montées sur un bâti 
massif ; les axes des bobines coïncident et passent par le petit aimant 
du magnétomètre. 

Un barreau d’acier, horizontal, reposant sur un aimant permanent 
(alliage « Alnico ») fournit un champ directeur très constant. 

L'alimentation en courant continu est réglée par 3 rhéostats en 
série avec un potentiomètre dont un des ponts est monté en sbunt à 
l'entrée de la bobine magnétisante et à la sortie de la bobine com- 
pensatrice. 

La variation de l’intensité du courant magnétisant est très continue, 
la commutation de sensibilité de l’ampèremètre s’effectue sans ouver- 
ture du circuit. 

La présence de lignes de tramways, d'éclairage et de force motrice, 
nous ont fait observer des déplacements du zéro de l’ordre de 1 o/o 
de la graduation totale. 

Nous avons opéré pendant la nuit. 

Le courant magnétisant est mesuré par le même ampèremètre que 


celui de la bobine magnétisante de l’interféromètre, pour les mesures 
de striction. 


CHAPITRE III - 


Description des appareils 
pour l’étude des phénomènes dynamiques 
de magnétostriction. 


5. — Les barreaux de nickel et ses alliages, déjà étudiés au point 
de vue des déformations longitudinales et de l'induction sous l’effet 
d'un champ magnétique longitudinal permanent, vont être soumis à 
l’action d'un champ magnétique alternatif superposé à un champ 
continu. 


Nous appellerons désormais champ excitateur le champ alternatif 
et champ magnétisant, le champ continu. 


Les vibrations des barreaux seront ensuite contrôlées quant à leur 
amplitude relative et à leur fréquence. 
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Nous distinguerons donc : 
I. Ensemble générateur des ultra-sons : 


A} Générateur de 4oo.watts à fréquence variable, 
B) Alimentation en courant continu. 

C) Emetteur d’ultra-sons. 

D) Contrôle de la température. 


Il. Appareils de mesures et de contrôle : 


. A) Mesure de l'amplitude relative des vibrations des barreaux. 
B) Mesure de la fréquence de ces vibrations. 
C) Stabilisation et contrôle des appareils de mesure. 


6. Ensemble générateur des ultra-sons. — A) GÉNÉRATEUR DE 
{00 WATTS A FRÉQUENCE VARIABLE. 

Il comprend : 

a) Un oscillateur pilote, 

b) un étage tampon, 

c) un étage amplificateur, 

d) l'étage final de puissance, 

e) le circuit d’accord de sortie et de contrôle de la puissance. 


6CE 6J7 
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Fig. 3. — Station de {oo watts. Pilote et amplificateur. 


a) Pilote (fig. 3). — Les réglages doivent être en nombre réduit 
pour permettre des mesures rapides. Nous avons adapté le montage 
classique « electron coupled ». Ce montage en effet comporte habi- 
tuellement une pentode dont la cathode et la première grille forment 
la partie oscillatrice et les autres éléments la partie amplificatrice. 
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Une telle réalisation nécessite deux circuits accordés. Nous avons pré- 
féré séparer les fonctions pour obtenir avec un seul circuit accordé 
les mêmes avantages de stabilité et l'absence d'harmoniques. 

Le pilote est donc constitué par une triode de 6C5 dont le circuit 
oscillant est seul utilisé, la plaque étant alimentée à travers une 
simple résistance de 25 000 ohms. 

Quatre jeux de selfs nous permettent de couvrir sans trou une 
étendue de fréquences comprise entre 4 000 et 50 000 pps. 

Le condensateur d'accord de 1/1 000 de ufd comporte en parallèle 
une capacité variable de 1/20 000 de yfd ; nous obtenons ainsi une 
démultiplication électrique du réglage, plus souple qu'un système 
mécanique. 


_b) Elage tampon. — La tension sinusoïlale obtenue au point A 
(fig. 3) du circuit oscillant, de l’ordre de 30 à 80 volts suivant la fré- 
quence, est divisée dans le montage potentiométrique A-B-C ; la 
résistance A-B de 500000 ohms assure une complète indépendance 
du circuit oscillant quelle que soit la position de la prise potentio- 
métrique. Le potentiomètre B.C commande la 6J7, c’est lui qui, au 
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total, commande l'excitation de l'étage final; il constitue donc le 
réglage de la puissance délivrée par la station. 

Nous voyons donc que deux réglages suffisent pour préparer une 
mesure : 

— réglage de la fréquence au pilote, 

— réglage de la puissance au potentiomètre B-C. 

La photographie (4) montre : 

A commande du condensateur de 1/1 000 de ufd. 

B commande du condensateur de 1/20 000 de ufd. 

C commande du potentiomètre B-C. 


c) Etage amplificateur. — La pentode 6J7 précédente ne peut 
attaquer utilement l'étage final ; nous avons disposé, commandé par 
cette dernière, un étage amplificateur de 4o watts. 


Thermiques de sortie 


200 7° 50072 | 1000 7 


PC 1.5/100 


Fig. 5. — Station de 4oo watts. Etage de puissance. 


La pentode 06/40 est montée en amplificatrice apériodique avec 
une self de choc dans son circuit d’anode; elle délivre une tension 
sinusoïdale de 300 volts maxima suffisante pour commander à fond 
l'étage final, point M (fig. 3). 

d) Etage final. — La figure 5 montre le schéma de montage de 
cet étage : deux pentodes PC 15/100 de 200 watts chacune, de puis- 
sance dissipée sont montées en parallèle ; la polarisation est mixte, 

ar la résistance cathodique de 500 ohms et le bloc où figure la 
triode 6C5 ; l'alimentation en tension est obtenue par redressement 
d’une tension alteruative 1 800 X 2 volts au moyen de deux valves à 
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vapeur de mercure DCG 2/500; après filtrage nous obtenons 
1500 volts continus appliqués aux anodes à travers une self de 


choc : un condensateur fixe de 0,05 yfd isolé à 12 000 volts assure le 
couplage au circuit accordé de sortie. 


e) Circuit de sortie. — Il comprend : | 

a) L’enroulement excitateur qui sera décrit avec l'émetteur d'ultra- 
sons, 

b) les capacités d’accord Q (fig. 4), 

c) les ampèremètres thermiques de contrôle. , 

Les capacités d'accord comprennent : un condensateur variable 
dans l'huile et un jeu de condensateurs fixes ainsi qu'il est figuré 
(fig. 5) qui assurent une variation continue de 0,3/1 000 à 50/1 000 
de ufd. 

Les ampèremètres thermiques au nombre de quatresont montés en 
série avec la bobine excitatrice : 

Le premier à fil chaudest toujours en circuit et des shunts adaptent 
sa sensibilité; il est peu précis, mais sa déviation rapide permet de 
dégrossir les réglages et d'augmenter la rapidité des mesures; les 
trois autres sont des appareils à couple thermoélectrique plus précis 
mais de déviation plus lente. Ils sontintroduits dans le circuit d'après 
le courant à mesurer; leur sensibilité est respectivement : 200 mA, 
500 mA et 1 ampère (T fig. 8). 

En effectuant les lectures dans la région la plus favorable de leur 
déviation l'erreur maxima commise dans la mesure du courant 
d’excitation est de 3 o/o environ. 


f) Alimentations. — Le pilote, l'étage tampon, et de puissance sont 
alimentés de façon classique: la haute tension de 350 volis continus 
est appliquée en totalité à l’étage amplificateur et réduite à 250 volts 
pour le pilote et l'étage tampon. 

Nous avons décrit l'alimentation en tension de l'étage de sortie 
avec ce dernier; signalons qu'un autotransformateur d’entrée nous. 
permet d'obtenir suivant la puissance désirée, 900, 1200 ou 
1 900 volts continus. 

En résumé, nous disposons d’une station débitant dans la bobine 
excitatrice un courant réglable de o à 1 ampère et de fréquence 
comprise entre {oo et 50 000 pps. : 

Trois manœuvres suffisent : 

a) réglage de la fréquence du pilote, 

b) mise en résonance du cicuit de sortie, 

c) réglage de l'excitation pour obtenir la puissance désirée. 


B) ALIMENTATION EN COURANT CONTINU. — Une batterie d’accumula- 


[2 . F . . 
teurs 140 volts 50 A. H. au cadmium-nickel fournit lecourant continiw 
magnétisant. 
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Le pôle négatif est réuni à la masse du générateur de 4oo watts. 
et le tout mis à la terre. 

Le pôle positif est relié aux bobines magnétisantes à travers 
quatre rhéostats, un ampèremètre et une self de choc (fig. 6). 

Cette self de choc empêche la tension H. F. développée dans les. 
bobines magnétisantes, tant par induction que par couplage direct, 
de se fermer à travers le circuit d'alimentation continu, 

Elle comprend cinq enroulements en série, cloisonnés, à faible 
capacité répartie; elle est établie pour arrêter lescourants de fréquence 
supérieure à 5 000 pps. 


Voltmètre 


Amplificateur 
érors efages 


Oscillographel 
cathodique 


fétérodyne 
fig. 6. — Dispositif général pour l'étude 
de la magnétostriction dynamique. 
C) EmerTeur D'uLTRA-soNs. — Il comprend : le porte-barreau, les 
bobines excitatrice et magnétisante. 
a) Porte-barreau (fig. 7-8). — Bien entretoisé et pesant, il se com- 


pose d’un plateau horizontal en aluminium sur lequel est fixée par 
deux équerres très solides une armature circulaire À massive; ces 
pièces comme toutes les autres sont en laiton. Cette armature de 
20 cm. de diamètre, de 2 cm. d'épaisseur pèse 4 kg. environ et 
constitue la paroi pratiquement rigide où est fixé le barreau étudié. 

Au centre de cette armature est le mandrin de serrage du barreau, 
il se compose d’un collier C conique, repoussant deux mors M de 
serrage; l’extrémité de ces mors est en forme d’arête circulaire de 
0,5 mm. d'épaisseur. Le barreau étudié présente en son milieu une 
gorge circulaire où s'engage l’arête des mors. Ainsi ce barreau 
émerge d’une moitié entière de la face avant de l'armature et d’un 
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tiers environ de la face arrière; c’est la moitié avant qui va être 
excitée ; le barreau vibre en 1/2 onde. if , 

b) Bobines magnétisantes et bobines d'excitation. as Serrées for- 
tement par des mors en bois bakéliséE, et destiges filetées en laiton, 
deux bobines B et b (fig. 7-8) sont centrées sur le barreau. 

La bobine B est parcourue par le courant excitateur et le courant 
magnétisant;elle est munie de six prises correspondant à deschamps 
de : 67, 110, 150, 175, 195 et 206 œrsteds par ampère; nous pouvons 
ainsi choisir l’impédance d’utilisation correspondant au rendement 
optimum du générateur de 4oo watts. La bobine B, ainsi qu’on peut 


Vue arrière 
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Fig. 7. — Porte-tige. 
: Armature pesante en laiton. 
: Bobine excitatrice et magnétisante. 
: Bobine magnétisante. 
: Collier de serrage des mors M. 
: Etau de serrage de la bobine B, 
: Etau de serrage de la bobine b. 
: Mors de serrage de la tige. 
: Tige étudiée. 
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le voir sur la figure couvre largement le barreau, elle mesure 10 cm. 
de longueur, et dépasse l’extrémité du barreau de 4 em. 

La bobine b est plus courte (6 cm.) et déborde de 3 cm. environ 
la partie arrière du barreau. Elle n’est parcourue que par le courant 
magnétisant et sert à uniformiser le champ magnétique permanent; 
elle crée un champ de 150 œrsteds par ampère et est montée en série 
avec l’enroulement de la bobine B créant le même champ. 

Le diamètre intérieur des bobines est 13 mm. (les barreaux ont 


10 mm. de diamètre) et les carcasses en buis ont été réduites au 
minimum. 


ÉTUDE DE PHÉNOMÈNES DE MAGNÉTOSTRICTION STATIQUE 97 


Nous aurions désiré couvrir le barreau avec un seul solénoïde, mais 
cette solution était impraticable mécaniquement. Nous avons donc 
disposé ces deux bobines à champ additif et débordant le barreau de 
façon à diminuer l’action démagnétisante des faces extrêmes. 
A l'étalonnage nous n'avons constaté qu’une variation du champ 
magnétisant de 7 0/0 sur toute la longueur occupée par le barreau, 
le minimum étant situé entre les bobines. Ces mesures étant effec- 
tuées sans le barreau il est permis de penser qu’en sa présence, le 
champ magnétisant est encore plus uniforme et que nous pouvons 
faire crédit aux valeurs adoptées dans les calculs. 


D) ConTRÔLE DE LA TEMPÉRATURE. — L'expérience nous a démontré 
que les amplitudes des vibrations des barreaux décroissent lorsque la 
température s'élève, nous verrons sur des exemples précis d’une sta- 
bilité de température de l’ordre de 3 à 4 degrés est suffisante. Nous 
avons donc disposé au voisinage immédiat du barreau, un couple 
thermoélectrique ; sa longueur de 5 cm. couvre presque toute la 
moitié de celle du barreau. 

Dans les mesures de magnétostriction Hé la chaleur est uni- 
quement créée par l'effet Joule dans les bobines magnétisantes. Les 
variations de température sont très lentes. Ici, les bobines B et b 
s’échauffent peu mais c’est le barreau qui est la véritable source de 
chaleur : courants de Foucault, pertes par hystérésis. La température 
est loin d’être uniforme dans tout le barreau et s’élève parfois rapi- 
dement. 

Cependant le barreau entouré par les bobines peut être considéré 
comme dans une enceinte thermiquement isolée si nous attendons un 
temps suffisant, le barreau n’étant plus excité, la température du 
couple devient celle du barreau. 

Dans le cas de fortes excitations ou de champs magnétisants faibles, 
il est nécessaire, pour gagner du temps, de refroidir l’intérieur des 
bobines. Une soufflerie envoie de l’air frais sous une pression de 
80 cm. d’eau; cette pression est nécessaire pour vaincre la perte de 
charge introduite au passage des mors de serrage M et assurer ainsi 
une circulation suffisante. 


CHAPITRE IV 


Il. — Appareils de mesures et de contrôle. 


7. — A) Mesure relative des amplitudes de vitesse et des oscillations 
(fig. 8).— a) Microphone et préamplificateur. — Les ultra-sons émis 
par le barreau ferro-magnétique se propagent dans l'air et agissent 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Janvier-Février 1950). 7 
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sur un microphone à quartz. Celui-ci est suivi d’un préamplificateur 
à deux étages triode (lampe gland type 955) montés en B. F. à résis- 
tances; dans le cas de signaux trop puissants un seul étage est 
utilisé. d 

Ce préamplificateur est suivi d’un filtre passe haut dont l’affaiblis- 
sement au-dessous de 4 000 pps est supérieur à 30 décibels; nous éli- 
minons ainsi le trouble dû aux bruits extérieurs normaux. 

L'ensemble est contenu dans une carcasse en acier M doux de 
5 mm. d'épaisseur; elle protège le microphone et le préamplificateur 
du champ magnétique alternatif émis par la bobine excitatrice. 


Fig. 8. 


L'alimentation du préamplificateur est à l'extérieur pour des raisons 
d encombrement; elle assure la tension de chauffage des filaments et 
150 volts continus avec une ondulation résiduelle inférieure. à 2 volts : 
cette ondulation déjà faible n’a, par la suite, aucun effet après le filtre 
passe haut. ) 

b) Amplificateur À (fig. 9). — Les signaux issus du filtre sont 
repris par un amplificateur à trois étages : 

Le premier monté avec une penthode 6J7 est muni à l'entrée d’un 
potentiomètre à plots affaiblissant de 5 en 5 décibels jusqu’à 
50 décibels. 

Le deuxième utilise une penthode 6M7 et possède un potentiomètre 
à variation continue, gradué en décibels et permettant un affaiblisse- 
ment progressif jusqu'à 10 décibels. 
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Le troisième possède une penthode 6M6 montée avec une impédance 
d'anode de 3 000 ohms; cette faible impédance de charge assure à cet 
étage une amplification très constante quels que soient les appareils 
mis en dérivation, vu l’impédance d’entrée, très élevée de ces derniers. 

L'amplification totale est de 85 décibels pour les fréquences com- 
prises entre 50 et 500 000 pps. 

L'alimentation est particulièrement soignée et un autotransforma- 
teur d'entrée à fer saturé assure une bonne régulation pour des varia- 
tions de 5 o/o de la tension du secteur. 

c) Volimètre électronique V (fig. 9). — Les tensions issues de 
l’'amplificateur sont enfin mesurées par un voltmètre électronique 
classique; détection par triode 955 et application de la tension 
redressée à l'élément triode d’une 6Q7; un milliampèremètre monté 
en pont entre les résistances d’anode et de cathode mesure le désé- 
quilibre provoqué par cette tension redressée. 

Nous disposons de cinq sensibilités. Un transformateur d'entrée à 
fer saturé assure la régulation de l’alimentation du voltmètre électro- 
nique. 


B) MESURE DE LA FRÉQUENCE DES VIBRATIONS. — Cette mesure 
s'effectue par la métho te des courbes de Lissajous. 

Aux bornes de l’amplificateur précédemment décrit, est branché un 
oscilloscope cathodique : O (fig. 9). 

Les plaques de déviation verticale sont réunies à l’amplificatenr 
par un potentiomètre. 

Les plaques de déviation horizontale sont attaquées par une hétéro- 
dyne étalonnée H (fig. 9). 

Cette hétérodyne a été réalisée pour la mesure de petites variations 
de fréquence. 

L’oscillation est engendrée par une triode 6C5 montée en « elec- 
tron- ‘oupled »; une lampe tampon 6J7 à excitation réglable attaque 
une pentode finale 6F6 dont le circuit d’anode comprend une self de 
choc pour les fréquences comprises entre 4 000 et 100 000 pps émises 
par l’appareil. 

Nous obtenons une tension sinusoïdale de 150 volts. 

Pour obtenir une stabilité très grande de fréquences, nous avons 
augmenté celle bien connue de l’electron-coupled par la régulation de 
l'alimentation; un réglage manuel ramène le secteur à sa tension de 
régime, enfin une lampe au néon limite à 100 volts (à moins de 2 0/0) 
la tension d’anode de l'étage pilote. 

Nous avons étalonné cette hétérodyne par comparaison avec un 
générateur industriel à points fixes : 18000, 20000, 22 000, 
24 000 pps qui encadrent la plage des fréquences nécessaires à nos 
mesures. 

Il restait à réaliser une démultiplication précise des fréquences. 
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Nous avons disposé en parallèle sur le condensateur d’accord de 
1/1 000 de yfd un autre condensateur variable d'appoint de 1/20 000 
de ufd. 

Nous avons tracé en fonction des divisions du limbe gradué du 
condensateur d'accord la courbe des fréquences et celle de la capa- 
cité, nous en avons déduit la courbe des fréquences en fonction de 
la capacité; cette courbe est d’ailleurs très proche d’une droite 
vu le profil spécial des lames du condensateur; pour un inter- 
valle de fréquences inférieur à 500 pps nous avons sensiblement une 
variation de 20 périodes par pyfd. 

Au pont d’impédance, nous avons relevé la valeur de la capacité 
du condensateur d'appoint en fonction des divisions de son cadran, 
enfin tenant compte du résultat déjà obtenu pour la variation de 
fréquence en fonction de la capacité, nous avons établi la courbe des 
variations de fréquence en fonction des divisions du cadran ; comme 
nous avons une variation moyenne de cinq périodes par division 
nous connaissons la variation de fréquence à deux périodes près, ce 
qui est pour la fréquence moyenne employée, la limite même de sta- 
bilité du pilote. 

En résumé nous connaissons la variation de fréquence du barreau 
avec bien plus de précision que la fréquence réelle initiale lue sur le 
limbe du condensateur d'accord ; mais, dans l’étude entreprise, c’est 
la connaissance de la variation de fréquence qui importe avant tout. 


. C) STABILISATION ET CONTRÔLE DES APPAREILS DE MESURES. — a) S{a- 
bilisation des alimentations. — Tous les appareils de contrôle que 
nous avons décrits ne seront fidèles que si leur température de régime 
est atteinte et leur alimentation d’entrée constante. Il suffit d’effec- 
tuer leur mise en fonctionnement une heure avant les mesures pour 
être assuré de la température de régime; la régulation du secteur 
demande plus de soins. 

Un réglage manuel ramène la tension du réseau à 2 o/o environ 
de la valeur de régime ; l’erreur est due surtout aux voltmètres et à 
la lecture; un régulateur à fer saturé de 500 watts complète le 
réglage ; comme nous l'avons déjà dit, l’amplificateur à trois étages 
et le voltmètre électronique, sont en plus munis d’une régulation 
particulière. 

b) Contrôle des appareils de mesures. — Toutes les précautions 
prises en vue d’une alimentation constante doivent augmenter la 
fidélité des mesures ; nous avons établi un contrôle de cette fidélité. 

Une source sonore de fréquence et d'amplitude constante était 
nécessaire. Nous avons pris un tuyau très court, de section triangu- 
laire rectangle, devant sa bouche est disposé un réjecteur R, parallé- 
lépipède en acier, l’ensemble est solidement fixé (photographie 8). 

À partir d’une certaine pression, ce tuyau { (fig. 8) donne le 
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deuxième partiel, très aigü au début, cette pression était contrôlée 
par un manomètre à eau incliné, ainsi que l’on peut l’apercevoir 
encore sur la photographie 8. Mais, l'expérience nous a démontré 
que ce procédé n'était pas assez sensible ; les phénomènes de capilla- 
rité, l’imprécision de la lecture ne permettaient pas de déceler de 
variation du niveau de l’eau pour des variâtions d'amplitude attei- 
gnant 5 0/0. 

Nous avons heureusement bénéficié d’un phénomène très sensible. 


Fig. 9. 


Lorsque le réjecteur est placé devant la bouche du tuyau sonore, le 
2° partiel passe par un maximum très accusé, lorsque l’on fait varier 
légèrement la pression de l’air; il y a certainement dans le système 
couplé formé d’une part par la bouche et le tuyau et d'autre part, la 
bouche et la paroi du réjecteur un phénomène aigu de résonance. 

Une double expérience nous permet, pensons-nous, d'attribuer à 
ce maximum une grande constance. 

a) Si après un autre étalonnage avec le tuyau, nous recommençons 
une série de mesures dans les mêmes conditions sur un même bar- 
reau, les résultats obtenus sont identiques; ces étalonnages sont 
espacés parfois de plusieurs Jours. 

b) Si, au.cours d’une série de mesures, les appareils ayant depuis 
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longtemps acquis leur fonctionnement de régime; nous vérifions leur 
fidélité, nous trouvons la même valeur du maximum étalon. | 

La photographie g nous donne une vue générale des appareils 
pour la mesure des phénomènes dynamiques de magnétostriction : 
générateur de 4oo watts, E émetteur d'ultra-sons, M microphone, 
A amplificateur à 3 étages, H hétérodyne, O oscilloscope catho 
dique, V voltmètre électronique, G galvanomètre commandé par 
le couple thermo-électrique. 


Fig. 9 bis. 


MESURE DES AMPLITUDES DES VIBRATIONS, — Îl était trop difficile de 
mesurer l'amplitude des vibrations de l’extrémité du barreau, par 
uñe méhode optique, le plan de cette extrémité étant seul accessible 
et à 2 cm. à l’intérieur de la bobine excitatrice. 

Un palpeur piézo-électrique a été monté sur un comparateur de 
haute précision (fabrication du Laboratoire Central des Industries 
d'Armement) permettant d'évaluer le 1/1 006 de millimètre : photo: 
graphie 9 bis : c. 

Le palpeur est constitué par un microphone m à quartz, et une 
tige d'aluminium { de 14 em. de longueur, de 1,5 mm. de diamètre 
serrée par deux mâchoires, au passage du capot avant du microphone. 
Cette tige appuie au centre de la membrane du microphone et en est 
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rendue plus solidaire encore par une soudure à la paraffine ; son 
extremité libre a été arrondie puis polie sur un abrasif très fin. | 

Le comparateur est lié à une lourde masse de fer F. La tige du 
palpeur est dans l'axe du barreau. 

Le microphone est relié à un oscilloscope cathodique. 


DEUXIÈME PARTIE 


CONDUITE DES EXPÉRIENCES ET DES MESURES 


CHAPITRE PREMIER 


Nous distinguerons deux parties : 
A) Emission des ultra-sons. 
B) Réception et mesures. 


A) Emission des ultra-sons. 


8. Réglage du générateur. — a) Fréquence. — Le réglage de la 
fréquence s'effectue sur le pilote et est contrôlé par l'indication 
maxima du voltmètre électronique ; nous maintenons alors une exci- 
tation assez faible de façon à ne pas échauffer le barreau et éviter un 
glissement de fréquence. La stabilité de la fréquence est assurée par 
la mise en fonctionnement de la partie excitatrice du générateur, au 
moins 1 heure avant le début des mesures. 

Le circuit de sortie comprenant la bobine excitatrice est mis à la 
résonance, Le courant d’excitation passe par un maximum indiqué 
par un ampèremètre à fil chaud; sa rapidité de déviation réduit au 
minimum la durée du réglage et évite l’échauffement du barreau. 

A la résonance, le courant excitateur est sinusoïdal, les conditions 
physiques sont bien définies. 

b) /ntensité de l'excitation. — La valeur de l'intensité de l’exci- 
tation est ensuite déterminée ; nous utilisons alors un des thermiques 
à couple plus précis que le thermique à fil chaud. Même en choïisis- 
sant la sensibilité la plus favorable l'erreur de mesure est de 3 à 5 0/0. 


9. Etat magnétique du barreau. — Pour une excitation donnée, 
l'amplitude du barreau dépend de son induction magnétique. 
Les cycles magnétiques de tous les barreaux étudiés présentent 


une faible hystérésis. 
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Toutefois, pour définir l’état magnétique du barreau et, plus par- 
ticulièrement, une induction moyenne, les échantillons sont préala- 
blement démagnétisés. 

L'expérience montre que les séries de mesures effectuées sur un 
même barreau préalablement démagnétisé sont absolument compa- 
rables. 


10. Température. — A une température déterminée du barreau la 
fréquence du courant excitateur est imposée, c'est la fréquence 
propre de ce barreau. 

Si la température varie de 30 à 4° par exemple, cette fréquence 
propre varie, il n’y a plus résonance ; l'amplitude du barreau décroît 
vite étant donnée la valeur très faible de l’acuité de résonance. 

IL est donc nécessaire de veiller à la constance de la température. 


CHAPITRE II 


Réception et mesure. 


41. Mesure des amplitudes relatives des vitesses de l’extrémité du 
barreau. — Nous avons insisté, dans la description des appareils de 
mesure, sur les moyens de stabilisation et de contrôle de l’amplifica- 
tion pour rattacher directement les lectures au volmètre électronique, 
aux tensions délivrées par le microphone à quartz. 

Il nous reste à établir qu’il existe uu rapport constant entre l’am- 
plitude de la vitesse de l’extrémité du barreau et les indications 
du voltmètre électronique. 

Le microphone à quartz traduit en amplitudes de différence de 
potentiel, les amplitudes de pression reçues. Ces dernières sont dans 
un rapport constant avec l'amplitude de la vitesse de l’extrémité du 
barreau. 

La masse spécifique de l'air, la vitesse de propagation du son, 
sont constantes dans les conditions d’expériences effectuées à des 
températures comprises entre 150 et 20°. La distance du microphone 
à l’extrémité du barreau est constante. 

Le barreau oscille librement dans l’air, un calcul rapide montre 
que la puissance acoustique de l'onde aérienne est le 4/100 000 de la 
puissance acoustique de l’onde progressive dans le barreau. L'am- 
plitude de la vitesse d’un point du barreau n’est nullement perturbée 
par le dispositif de mesure. 

Le barreau est excité à la résonance, ses vibrations sont sinusoï- 
dales ; les variations de pression, donc de différence de, potentiel 
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aux bornes du microphone sont rigoureusement sinusoïdales. Le 
voltmètre électronique indiquant la valeur efficace d’une différence 
de potentiel sinusoïdale, et son étalonnage n'étant valable que dans 
ce cas, nous lisons donc la valeur relative de la vitesse de l'extrémité 
du barreau. 


41 bis. Mesure absolue des amplitudes des oscillations. — Elles 
sont lues sur le tambour du comparateur supportant le palpeur 
piézo-électrique. Celui-ci n’est présenté que pour les mesures d’am- 
plitudes ; sa tige a une longueur (14 cm.) et un diamètre (1,5 mm.) 
tels, que les conditions acoustiques où est placé alors le barreau 
peuvent être considérées comme identiques à celles réalisées pour la 
mesure relative des vitesses; d’ailleurs l’énergie rayonnée par le 
barreau est très faible, ainsi qu'il a été dit plus baut, l'amplitude 
des vibrations n’est nullement modifiée par le palpeur. 

L'onde aérienne est reçue par le microphone portant la tige et 
inscrite à l'oscilloscope cathodique. 

En manœuvrant la vis du comparateur, la tige du palpeur est len- 
tement avancée ; dès qu’elle est légèrement percutée par le barreau en 
vibration, la sinusoïde provenant de l’onde aérienne s’altère. 

Ce procédé emprunte très peu d'énergie au barreau et les écarts 
constatés entre les différentes mesures d’une même amplitude sont de 
l’ordre de 1/2 millième de millimètre. 

La mesure de l’amplitude s’effectue par la lecture des positions du 
tambour du comparateur pour un début de percussion de la tige, le 
barreau étant excité tout d’abord dans les conditions données, 
ensuite recevant une très faible excitation. 


42. Comparaison de ces mesures pour des barreaux différents. — 
Les barreaux étant de mêmes dimensions géométriques la gorge cen- 
trale étant la même pour tous et au milieu, ceux-ci sont dans les mêmes 
conditions mécaniques de fonctionnement ; leur distance et leur orien- 
tation par rapport au microphone sont identiques. 

Les fréquences de résonance de ces différents barreaux sont com- 
prises entre 17000 et 22000 pps; le système de mesure doit donc être 
indépendant de la fréquence, au moins dans la plage envisagée. Pour 
un même barreau, la fréquence variant légèrement avec l'induction 
cette condition n’est pas superflue. 

Les amplificateurs et le voltmètre électronique réalisant amplement 
cette condition, il faut donc en plus pour ces fréquences : 

a) un microphone à réponse constante, 

b) l’absence d'ondes réfléchies, 

c) l’apériodicité de transmission dans l’espace barreau-micro- 


phone. 
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a) Constance de la réponse du microphone. — Les microphones à 
quartz ont, en général, une courbe de réponse plus relevée et plus 
régulière pour des fréquences supérieures à 10000 pps. Le modèle 
qui nous a été livré avec sa courbe de réponse, présente entre 15 000 
et 25 000 pps une différence de sensibilité de + 0,5 décibel; les 
erreurs introduites par le microphone sont donc inférieures à 2 o/o 
pour la mesure des amplitudes relatives. 

Ces erreurs sont encore moindres dans les résultats obtenus sur un 
même barreau vu le faible glissement de fréquence en fonction de 
l'induction moyenne, comme nous le verrons dans l'analyse des 
résultats dynamiques (Quatrième partie). 

b) Absence d'ondes réfléchies. — La photographie 8 montre com- 
bien l’émetteur et le microphone ont été éloignés de la table d’expé- 
rience. 

L'amortissement des vibrations ultra-sonores est important dans 
l'air; nous avons constaté expérimentalement qu’un plan réfléchissant 
présenté sous divers angles à plus de 20 cm. du faisceau direct bar- 
reau-microphone, n'apporte aucune modification à l'amplitude 
mesurée. 

La table est à 28 cm. du faisceau direct et dans toutes les autres 
directions perpendiculaires aucun obstacle réfléchissant ne se trouve 
à moins de 50 cm. 

Enfin la réflexion par les montants verticaux avants du berceau du 
microphone est supprimée par le cylindre de plomb P visible au 
devant de la carcasse contenant microphone et préamplificateur (fig. 8). 

c) Apériodicité de transmission. — Le microphone et son blindage 
sont suspendus dans un berceau glissant sur des rainures et dont le 
déplacement est commandé par une vis au pas de 1: mm. 

Dans un premier projet, ce réglage était destiné à situer le micro- 
phone à un maximum d’amplitude du système d’onde stationnaires 
barreau-microphone. 

Nous avons dit combien, dans certains cas, la préparation d’une 
mesure était longue. Le réglage de la position du microphone 
demande un certain temps, le barreau subit un nouvel échauffement 
d’où une période d'attente pour son refroidissement, il n’était guère 
possible d'effectuer plus de deux mesures par heure. 

Le cylindre de plomb destiné à éviter la réflexion des ondes sur les 
montants du berceau nous a permis de réaliser expérimentalement. 
l'apériodicité de transmission. Nous ne sommes arrivés à ce résulta 
que par retouches successives ; avec un diamètre de 80 mm et une 
longueur de 7o mm. nous observons encore des maxima et des 
minima en déplaçant le berceau de 32 mm., c’est-à-dire plus de deux 


longueurs d'onde, mais ils ne différent que de 2 o/o de la valeur 
moyenne, 
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13. Mesure de la fréquence des oscillations. — Nous obtenons à 
l'oscilloscope cathodique la première courbe de Lissajous. 

L'hétérodyne H entièrement blindée ést à 3 m. de la bobine excita- 
trice ; nous avons vérifié l’absence de synchronisation de cette hété- 
iodyne par l’émetteur. 

La seule précaution à prendre pour obtenir la stabilité de l'hétéro- 
dyne et la justesse de ses indications est de la mettre sous tension 
1 heure avant l’emploi. 

Dans lès mesures de la variation de fréquence en fonction de l’in- 
duction du barreau, le condensateur d’accord est calé sur la fré- 
quence propre du barreau démagnétisé, le condensateur d’appoint 
sert à mesurer le glissement de EE en fonction de l'induction 
moyenne. ‘ 

Dans les mesures d’acuité de résonance, le condensateur d’accord 
est ‘alé sur la fréquence propre du barreau pour la valeur de l'in- 
duction adoptée ; le condensateur d'appoint sert à mesurer la variation 
de fréquence provoquant la variation d’amplitude désirée. 

Ces mesures de fréquences sont longues ; elles nécessitent une sta- 
bilité de température plus grande que pour la mesure des amplitu- 
des. 


43 bis. En résumé, les mesures des phénomènes dynamiques de 
magnétostriction demandent les opérations suivantes : 

1° Mise sous tension de la partie excitatrice du générateur de 
Loo watts, des amplificateurs, de l’hétérodyne 1 heure au moins 
avant le début des mesures. 

2° Montage du barreau et vérification de son centrage dans La bobi- 
ne excitatrice. Un dispositif de « sonnette électrique » nous sert à 
constater que le barreau n’est pas en contact avec le couple thermo- 
électrique. 

3° Démagnétisation du barreau. 

4° Réglage du générateur : a) de la fréquence du pilote sur la fré- 
quence propre du barreau démagnétisé, 

b) mise en résonance du circuit excitateur, 

c) réglage du courant excitateur. 

5° Vérification par le tuyau étalon de la fidélité de la mesure des 
amplitudes. 

6o Calage du condensateur d' accord d’hétérodyne. 

7° Passage aux mesures d’amplitudes et de fréquences. 

Retour à la température de régime chaque fois qu'il est nécessaire 
soit entre les opérations préliminaires, soit entre chaque mesure. 
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TROISIÈME PARTIE 


MAGNÉTOSTRICTION DES BARREAUX DE FER-NICKEL 


44. Nous avons étudié la magnétostriction de 12 barreaux cylin- 
driques de 10 mm. de diamètre et de 123 mm. de longueur groupés en 
deux séries. F 

La première série comprend 8 échantillons dont les teneurs en 
nickel s’échelonnent entre 100 o/o et 29,8 0/0, la teneur limite des 
alliages fer-nickel austénitiques étant 27 0/0. 

La seconde série comprend 4 barreaux d’invar (teneur en nickel 
35,56 0/0 de traitement thermiques différents) : 

[, naturel de laminage à chaud, 

Il, recuit 30 minutes à 850°, refroidissement à l’eau, 

II, recuit 30 minutes à 850°, refroidissement 150° par heure, 

IV, recuit 30 minutes à 10000, refroidissement 150° par heure. 

Avec ces deux séries, nous étudierons les phénomènes de magné- 
tostriction statique en fonction de la teneur en nickel et de l’état 
physique de ces barreaux. 


CHAPITRE PREMIER 


Etude en fonction de la teneur en nickel. 


15. Magnétostriction statique en fonction du champ magnétisant H.. 
— La courbe $E — 4H.) des déformations longitudinales relatives 


en fonction du champ magnétisant He est classique. 

La courbe de l'échantillon à 36,16 o/o de nickel (fig. 10) comporte 
à l'origine une partie coudée suivie d’un tronçon infléchi plus ou 
moins long auquel succède un palier de saturation. 

La déformation est indépendante du sens du champ longitudinal ; 
nous ne considérons donc désormais que les valeurs arithmétiques de 
ce champ. L 

Les courbes des autres barreaux présentent la même allure. 

Les alliages de teneur supérieure à 81 o/o se contractent, ceux de 
teneur inférieure se dilatent ; l’alliage à 81 o/o de nickel environ ne 
subit pas de déformation. 
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Pour un champ longitudinal de 650 œrsteds, la variation relative 
de longueur des barreaux, en fonction de la teneur en nickel, a pour 


valeur : 


29,8 | 36,16 | 42,06 | 47,12 


22,10 | 15,95 — 31,90 


/ 
UB 
: 


K.. 


Rene 
u 
L 
! 
1 
! 
U 


0 2000 6000 10000 B 
Fig. 10. 


Le maximum de dilatation a lieu pour une teneur en nickel voisine 
de 50 0/0, le nickel pur présente cependant la plus grande variation 


relative de longueur par sa contraction. 


46. Magnétostriction statique en fonction de l’induction. — Nous 
pensons que la striction des métaux ferro-magnétiques est liée plus 
directement à l'induction qu’au champ magnétisant; striction et 
induction sont issues de phénomènes internes. 

La valeur de l'induction B = (H.) a été mesurée au moyen du 
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magnétomètre sommairement décrit du chapitre IH « Description des 
appareils » ($ 4). 


Des courbes Le 106 — Y(H.) et B — 4H.) nous déduisons la courbe : 


2 105 = /(B) 
des déformations relatives en fonction de l'induction ; elle sera appelée 
désormais courbe de « striction-induction ». 

Comme précédemment, considérons l’alliage à 36 0/0, la courbe 
de striction-induction (fig. 10) présente à l’origine une partie coudée, 
tangente à l'axe des inductions suivie d’une partie quasi rectiligne 
pour B>> 7000 gauss. 

Tous les échantillons, sauf le nickel, présentent les caractères 


suivants : 
; HITS : À Aë 
déformations inférieures à : 0,5 = —— 10% pour B << 3 000 gauss 


amorce de la partie rectiligne : pour B > 6 000 gauss. 


Les inductions que nous avons obtenues ne dépassent pas 
15 000 gauss, seuls les échantillons 75,20 0/0 et 100 0/0 de nickel 
présentent l’amorce d’un palier de saturation, à la suite de celte partie 
rectiligne. 

Le nickel se distingue de ses alliages par une courbe de striction- 
induction (fig. 11) plus relevée. 

La contraction est par exemple de : 


A! = 
7 10° — 0,9 pour B— 1 200 gauss 


et la partie rectiligne de la courbe striction-induction s’amorce 
pour B> 3 000 gauss. 


Seul, l’alliage à 47 0/0 présente des caractères comparables. 


17. Représentation empirique de la courbe striction-induction. — L 
2 ; Al À er x 
relation suivante —— 10$ — (5) est généralement proposée pour 
représenter empiriquement la variation relative de longueur du bar- 
reau soumis à une induction constante de B gauss. 
On donne pour le nickel : 
Al Gt B \29 
pl 71008 1070 
_ IL résulte de la relation générale, que la courbe de striction-induc- 
tion part tangente à l'axe des inductions. 
Cela est d'autant mieux vérifié que la courbe induction-champ peut 
être considérée comme tangente à l’axe des inductions. Le nickel et 
les alliages fer-nickel ayant, pour des champs faibles, une perméabi- 
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lité effective très élevée, nous constatons (fig. 1o et 11) que les courbes 
de striction induction déduites de nos mesures sont tangentes à l’axe 
des inductions. 

La formule proposée ne saurait représenter en totalité les courbes 


expérimentales ; nous figurons par des points entourés d'un cercle 
(fig. 10 et 11) les points calculés à partir de la relation générale et 


: Nickel û 
EE 
6000 k ET em on ES ET OS R ROUTE 
À ARE — ee PRE EE ES B-@.(H) 
ANUS SA 
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Fig. 11. — Nickel. 


des valeurs trouvées à la suite des mesures pour B et À. Les parties 
les plus utiles de ces courbes (parties quasi-rectilignes, voir étude 
des phénomènes dynamiques) sont assez bien représentées par la rela- 
tion proposée. À 5 

Dans la mesure où l’expression mathématique de la courbe de 


striction-induction est acceptable, ee 
B, est la valeur de l'induction créant une variation de longueur 


relative de 1/1 000 000, Fa 
à est la pente de la courbe logarithmique. 


Log 4 105 — Xlog B— log B5). 
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Pour des valeurs de l'induction supérieures à 3 000 ou 4 000 gauss 
suivant les alliages, ces courbes logarithmiques sont des droites dont 
le coefficient angulaire nous fournit la valeur de À et dont l’abscisse à 
l’origine donne B,. 

Voici pour les parties utiles des courbes de striction-induction, les 
valeurs de : 


À Bo 
B,, et bo = Te 


3 300 | 4 800 


À varie régulièrement en fonction de la teneur en nickel. 


CHAPITRE II 


Il. — Barreaux d’invar ayant subi 
des traitements physiques différents. 


48. Nous avons effectué les mêmes mesures de striction et d’induc- 
tion sur des barreaux d’invar ayant subi les traitements thermiques 
exposés au début de cette troisième partie. 

Les courbes de variation relative de longueur en fonction du champ 
maganétisant et de l'induction présentent les mêmes caractères que 
celles des alliages précédents. 

Les valeurs de } et de B, sont les suivantes : 


N° d’invar 


—_—_—_—_—_————— 
—————__—_—_—__———_— À _——— | ——_.————————— 
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Valeurs comparables à celles du barreau à 36 o/o dont la teneur est 
la plus voisine de celle de ces barreaux. 

La figure 11 bis, montre les courbes logarithmiques de ces bar- 
reaux et de celui à 36 o/o de nickel ; toutes ces droites sont sensible- 
ment parallèles. 

Les coefficients À et B, apparaissent indépendants du traitement 
thermique. 


AL 10° 
FL is 
og L 


Invar]T ER. CASIO ER 


1,5 


l A 
4 
Invar I 14 
PA 
lnvar IV 
LCR, POSTE EPA ET ET pe ë 
4,0 
L / 1 sr ee 
B,= 4300 4310 4410 4450 4300 Ni 36% 
Fig. 11 bés. — Courbes logarithmiques striction-induction. 


| 


49. Influence de l’hystérésis sur la striction. — Nous avons lié le 
phénomène de magnétostriction à l'induction ; l’hystérésis magné- 
tique doit donc faire apparaître une hystérésis de striction. 

. Le nickel 100 0/0 et l’alliage à 47 0/0 présentent chacun à deux 
points de vue différents les phénomènes d’hystérésis les plus accusés 
(fig. 12). 

Le nickel nous montre l'influence du magnétisme rémanent, 
l’alliage à 47 0/0 la différence entre les valeurs de la striction à 
champ croissant et décroissant. 

Les différences de longueur mesurées sont très faibles, de l’ordre 
du dixième de micron. Malgré les précautions prises pour effectuer 
les mesures à température constante (voir : précautions d'expériences 
au chapitre « Description des appareils de mesures statiques »), nous 
opérons très rapidement pour diminuer l’échauffement par effet Joule 
de la bobine magnétisante. 

Nous éliminons ainsi d’une manière certaine la dilatation provo- 
quée par la transmission de la chaleur à travers la chemise d'eau. 

a) Contraction résiduelle du barreau de nickel. — Partant d’un 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Janvier-Février 1950). 8 


La 
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barreau désaimanté, nous établissons le courant magnétisant et le 
supprimons aussitôt. 

Le cycle n’est certes pas accommodé, mais le magnétisme rémanent 
est peu différent de celui qui résulterait d’un cycle mieux affirmé et 
nous évitons l’échauffement interne du barreau. 


Late Die 
Se 
Ni 47% 
N 
SE - 1 
600 LOD 200 


oersteds 


N1 100 °/o 


Fig. 12. — Hystéresis de striction. 


Au champ maximum de 650 ærsteds : 


AL 
g = 91,001107 


AL 

revenu à champ nul: TT —"08o10 
soit une contraction résiduelle de 2,5 0/o de la contraction maxima. 

Elle est due au maynétisme rémanent et à la caractéristique de 
striction-induction plus relevée à l’origine pour le nickel que pour ses 
alliages. 

b) Différence des valeurs de la striction à champ croissant et 
décroissant. — Le cycle d'induction, magnétique du barreau à 
k7 0/0 de nickel ayant été accommodé, nous mesurons les différences 


de striction pour une même valeur du champ magnétisant au cours 
d’un demi-cycle. " 
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. Une butée sur l’un des rhéostats de réglage nous fait retrouver 
le courant magnétisant pour lequel la mesure de striction est effectuée. 
Cinq secondes suffisent à établir le courant, lire la striction, manœu- 
vrer les rhéostats pour réaliser le champ maximum, revenir à la 
butée, lire la nouvelle valeur de la striction et supprimer le courant. 

Les différences de striction sont ainsi, en fonction du champ 
magnétisant : 


Pour le champ maximum de 650 ærsteds : 


AL É 
Den oerL0 10 
pour le champ de 100 œrsteds : 
AL 
— FORTONE 


Le rapport de la différence maxima des dilatations à la dilatation à 
champ maximum est inférieure à 6 0/o. 

Tous les autres alliages présentent une hystérésis de magnéto- 
striction inférieure à celle des deux exemples précédents. 
_ Dans l’étude dynamique, nous admettons donc que la striction et 
l'induction sont des fonctions uniformes du champ magnétisant; la 
courbe de striction-induction est unique. Cette approximation, très 
admissible, comme nous l'avons montré, simplifie les calculs sans 
rien enlever à l'interprétation physique des phénomènes. 


à re ; 4 AL 
20. Conclusion. — La valeur de la déformation relative —— est fonc- 


tion de la valeur absolue de l'induction ; cett+ fonction est pratique- 
ment uniforme. 

Les points expérimentaux des courbes de striction et d’induction, 
remarquablement bien disposés, donnent quelque crédit à nos moyens 
et méthodes de mesures. 


ns : ; AL % nEPRL. 
La courbe de striction-induction -— 10°— f(B) qui en est déduite 


par points confirme cette opinion : les points obtenus pour la partie 
rectiligne, par exemple issus principalement des portions coudées 
des autres courbes, sont très sensiblement alignés. 
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ve AL B \à 
L’équation de la caractéristique + 10° — (à) permet de constater 
que À et dans une certaine mesure B, varient régulièrement avec la 
teneur en nickel, mais sont indépendants de l’état physique. 


Les mesures de striction ne sont donc caractéristiques que de la 
teneur en nickel. 


QUATRIÈME PARTIE 


MAGNÉTOSTRICTION DYNAMIQUE 
DES ALLIAGES FER-NICKEL AUSTÉNITIQUES 


CHAPITRE PREMIER 


Etude théorique. 


Les résultats de l'étude des phénomènes statiques de magnéto- 


striction nous permettent d'envisager une étude théorique des phéno- 
mènes dynamiques. 


24. Oscillations de magnétostriction. — La théorie du vibrateur à 
magnétostriction est classique. 


Schématiquement, un barreau de nickel de longueur / est placé 


dans un champ magnétique, le barreau fixé en P, 
est solidaire en Q d’une masse m. 


Lil Q é à 

Le champ restant constant, si le barreau s'allonge 
À de dl, l'induction varie de dB. 
P 


Posons : db == = (1) 


TU! ‘ . . . D + 
définissant ainsi un premier coefficient. 


Si on fait varier l'induction de dB au moyen 
d'une variation de champ, une force dF agit sur le barreau. 


Nous posons : dE = MsdB. (2) 


M est le coefficient d’effet Joule, 
s est l’aire de la section normale du barreau. 


La masse m est soumise, en dehors de la force élastique due à la 
déformation du barreau et des forces de frottement ; 


à la force : F = Ms(B — B;), 


Bs étant l'induction du barreau sous l’effet d’un champ magnéti- 
sant constant. à 
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L'équation mécanique où æ est l'élongation de l'extrémité du bar- 
reau en Q est : 


mn — “ + = + kx = Ms(B — — B;). 


Si », est le nombre de tours par centimètre de la bobine qui sert à 
magnétiser le barreau et z le courant variable qui la traverse, la 
variation correspondante de l'induction est : 


B — B, = hrunii 


MABE, F Panne : Let 
U = y étant la perméabilité effective, d’où : 


Éd : 
mt SE + kæ—Mshrunii. (3) 


D’après (1), la variation de flux à travers les n spires de la bobine 
de section S, 


d'expression : 
d d, 
db = nSM'Ÿ = nSM' © 
produit la force électromotrice : 


db gM de 
RTS en PI A? 


d’où l’équation du circuit électrique auquel est HpEnUe la force 
électromotrice V : 


ire ju dira Sn do M ri 


dt 
&q nSM' dæ 
Ou : — Le +r “+ + LR 1 “dt . (4) 


Si l'énergie magnétomécanique correspondant à la magnétostric- 
tion est bien définie, les deux coefficients des termes de couplage du 
système électromécanique (3) et (4) doivent être égaux en valeur 
absolue ; c’est-à-dire que l’on doit avoir : 


&ruMsn —7SM' d'où: SM'—4rysM. (5) 


M, coefficient d’effet Joule caractérise le métal employé, 

M' dépend de la perméabilité, c’est-à-dire de l'induction, donc du 
champ magnétisant imposé. 

Relions le coefficient d’effet Joule M au module d'Young E. Par 


définition : 
dE, 
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dl étant la variation de longueur du barreau résuliant d’une varia- 
tion d’induction par suite d’une variation de champ. 

Pour un champ donné, donc, pour une induction donnée (et pour 
la perméabilité & qui en résulte), la variation de longueur relative du 
barreau est reliée à l'induction B par : 

Al 
108 — AB), 
courbe de striction-induction de l'étude statique. 
Faisons varier B de dB par le moyen d’une variation de champ; la 


or $ dl 
variation relative Da de la longueur du barreau est : 


dl d(Al) __ df 


< id d 
d’où : Es L aB 10-6—MsdB donc: M=E10- % (6) 
reliant le coefficient de Joule à celui d'Young. 
En définitive, nous avons un système couplé électromécanique. 
Dans ce système : 


d? d d d 

me Pa À KE En 10% = (6) 
dq dq A EidT 

L'on + fa + : + ArpSR ET 108 = V 


les coefficients ne sont pas constants et l'intégration classique est 
inapplicable. 

La perméabilité notamment est une fonction de l'induction. Pour 
un barreau de nickel, et pour des inductions comprises entre 2000 
et 4 000 gauss, l’expression approchée de la perméabilité serait : 


dB 1 
Les EU ere le 11 
== 26.10 


soit : 300 pour 2 000 gauss et 4o pour 4000 gauss. 

D'ailleurs dans nos expériences, le couplage est très lâche : ce n’est 
pas la force électromotrice qui est imposée mais l'intensité du courant 
d'entretien ; de sorte que le système se réduit à la première équa- 
tion (6'). 

Nous avons rappelé la théorie du vibrateur à magnétostriction 


pour montrer qu’elle ne correspond pas à nos conditions expérimen- 
tales. 


22. Oscillations d’un barreau, vitesse de son extrémité. — Sans nous 


faire illusion sur la valeur de la théorie qui va servir de guide à nos 
expériences : 


— posons que l'extrémité du barreau vibre comme un point 
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matériel de masse m, soumis à une force élastique, à une force de 
frottement liquide et à une force d'entretien sinusoïdale, 

— précisons que le couplage entre le système entreteneur et le 
barreau entretenu est très lâche et que la force d'entretien est issue 
d’un courant sinusoïdal imposé. 

Le courant alternatif : — I sin wf circulant dans la bobine excita- 
trice produit, dans le barreau, une induction alternative dB. 

Le barreau vibrant Hbrement dans l’air, son acuité de résonance 
est très faible ainsi que le confirmeront les mesures ; il vibre donc 
sinusoïdalement. Nous considérons donc seulement le terme sinu- 
soïdal de l'induction alternative de pulsation w, comme origine de la 
force d'entretien des oscillations de ce barreau. 


L'induction AB — AB, sin ut 


fait donc apparaître d’après la théorie générale (2 et 6) la force alter- 
native de pulsation w : 


AFP = Eros _ sAB, sin wt (7) 
d'amplitude : 


Fo = Eio-t AB, 


mettant le barreau en oscillations forcées. 
L’équation différentielle du mouvement est alors : 


dx dæ = 
M Tr HER kx —F, sin wt 


qui peut se mettre sous la forme : 


dx dæ Fs : 
Pr + 2409 77 + y er sin wl, 


Si u est la vitesse : 


du 
di? 


+ 2aw . + ou — © w cos wf (8) 
où w, est la pulsation propre de l’oscillateur entièrement libre, 

w est la pulsation de la force excitatrice, 

« est un paramètre que la théorie identifie à l’acuité de résonance 
de l’oscillateur. 

Lorsque l’acuité de résonance décroît, le coefficient f de frottement 
liquide décroissant, la courbe des amplitudes des vitesses en fonction 
de la pulsation devient de plus en plus pointue. 

En régime permanent, l'expression de la vitesse est d'après (8) : 


Le > — cos (wt + w) 


M Vi oi tire | 
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24wuwg 


; to © — 
avec : LA mr ere 
l'amplitude de la vitesse, pour une force excitatrice de pulsation w, 
est : 

Fo [n] 


Vu — ut? sarutui 


U (9) 


elle est, à la résonance, pour une force excitatrice de pulsation w, : 


Dean (9 
remplaçant F, par sa valeur (7) : 
E df 1 
U = 10 Abe (nu) 


Cette expression, outre les hypothèses qui permettent de l'établir, 
exige, si l’on veut calculer ses éléments à partir des résultats statiques, 
que ces derniers soient déterminés à partir de fonctions uniformes, 
c’est-à-dire pour des métaux ou alliages présentant une faible hysté- 
résis magnétique et de striction ; c’est le cas en particulier de nos 
alliages de fer-nickel austénitiques. 

m est la masse fictive qui charge l’extrémité libre du barreau, 


LL est la pente de la tangente à la courbe striction-induction au 
point d’induction moyenne B,, 

AB,, amplitude du terme sinusoïdal de l'induction alternative impo- 
sée par le champ excitateur, est calculé à partir de la courbe statique 
d'induction B—+%(H); la pente du cycle très petit décrit autour du 
point d’induction moyenne B est supposée identique à celle de la 
tangente en ce point. 


C'est en partant de ces hypothèses que sont effectués les calculs qui 
figurent dans les paragraphes suivants. 


23. Mesure relative de la vitesse de l’extrémité du barreau. — En 
régime permanent, le barreau vibre sinusoïdalement à la fréquence 
de la force imposée, ilengendre une onde progressive dans le milieu 
ambiant. 


L’amplitude de la pression en un point de cette onde a pour 
expression : 


D9 — ecU, 


où p est la masse spécifique de l’air dans les conditions d'expérience, 
c la vitesse de propagation dans ce milieu, 
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Us l'amplitude de la vitesse de l’extrémité du barreau en supposant 
le coefficient de transmission égal à l'unité, d’où d’après (ir): 
CLEAN RC 22e 
Do— 7 1077 AB pc. (12} 
Le microphone à quartz reçoit les vibrations issues du barreau (voir 
réception et mesure des amplitudes relatives des vitesses et fig. 8) et 
traduit les amplitudes de pression en amplitudes de différence de 
potentiel proportionnelles dont le voltmètre amplificateur indique la 
valeur efficace V pour la pulsation w. 
Pour la pulsation de résonance wç, V prend la valeur : 
K df I 
Vo=am=; 35 4Bare, (13} 
où K est égal à : Es 107% apc, est un coefficient qui ne varie pratique- 
ment qu'avec les propriétés élastiques et les dimensions du barreau. 
Dans la vérification de la formule (13) par les résultats d’expé- 


É d z 
riences, les valeurs de Ÿ et de AB, seront calculées, compte tenu des 


hypothèses faites sur les courbes statiques de striction-induction et 
d’induction, suivant la tangente au point d’induction moyenne B. 

L'induction moyenne B est l'induction du barreau soumis aw 
champ magnétisant constant H, et au champ excitateur H,. 

L’acuité de résonance a est a priori une fonction de l'induction 
moyenne B du barreau ; les résultats expérimentaux montreront qu'il 
en est bien ainsi. 

Vo, indication du voltmètre amplificateur, sera désormais portée, 
dans les résultats, comme valeur relative de Us. 


24. Expression de 2aw,. — Pour une force excitatrice constante en 
amplitude (courant sxcitateur maintenu constant). la pulsation 
étant w, l'amplitude de la vitesse de l’extrémité du barreau est U, le. 
voltmètre électronique indique une valeur V: 

la pulsation étant w5, l'amplitude de la vitesse de l'extrémité du. 
barreau est U,, 

le voltmètre électronique indique une valeur V; maxima, 

le barreau étant alors excité à la résonance. 

Réglons la valeur de la force excitatrice de façon que : 


Vo U I 


Mn 
d’après (9) et (10) nous obtenons : 
| (06 — ut}? + atuçu? 
&ruçu? 
@t — 20ÿw°?(1 + 24?) + wÿ— 0 
(wo! — w”}— 4a?w, 


A 
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d’où: 249 = W' — w/, 


w’ etw/! sont des pulsations supérieure et inférieure à la pulsation 
de résonance, et telles que les vitesses de l'extrémité du barreau 
qu’elles déterminent à la vitesse UQ à la résonance soient dans le 


rapport 1/12, les conditions de magnétisation et d’excitation restant 
identiques. 


Posons : w'— vw, + Aw' et w!'=— w — Av! 


2aw9 — Aw/ + Aw' 


som me des écarts de pulsation de part et d'autre de la pulsation de 
résonance que nous mesurons. 

La somme Aw' + Aw” est d'autant plus faible que la courbe de 
résonance est plus aiguë ; l'amortissement du barreau est faible et 
æ est petit. 

Or, dans la pratique, lorsque l'amortissement est faible, on dit que 
l’acuité de résonance est grande. 

Cette façon de s'exprimer est erronée puisque, dans ce cas, l’acuité 
de résonance a est faible. 

L'étude expérimentale fera intervenir souvent la mesure de &; dans 
les considérations qui suivront, nous respecterons le sens théorique 
de l’acuité de résonance. 


25. Calcul de l’amplitude AB, de l'induction alternative de fré- 
quence N. — Nous imposons un courant sinusoïdal de pulsation, 
« d'amplitude I, dans la bobine excitatrice. 


se 


I'en résulte un champ longitudinal, sinusoïdal et une induction 
périodique du barreau, de pulsation w mais non sinusoidale. 

En l'absence d'hystérésis magnétique, l'induction est une fonction 
uniforme du champ magnétique ; elle a donc pour expression : 


AB,=— f{AH, sin ut) 
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fonction périodique de la forme : 


AB, — AB, + AB; sin wf + AB, cos wé + AB, sin 2owf + ... 


le T 5 Te 
. Or aux temps {et — 1: AH(—t)= AH({) même abscisse M,A 


> à % Es | 
d’où : AB(> — 1) —AB,(t) AM 
<e qui implique l'absence des termes en : cos wf, sin 2œf, cos 3uwf..., 
d'où l’expression de la variation alternative de l’induction : 
AB, — AB, + AB, sin wf + AB, cos 2of + AB, sin ut... (14) 


, 


Au voisinage du point M, de la courbe B—+ (H) mettons l’équa- 
tion de cette courbe sous la forme : 


AB, = AH + a(AH} + a;(AH}... (15) 


en nous limitant à un certain nombre de termes. 
La variation du champ excitateur est sinusoïdale par le réglage à 
la résonance des circuits excitateurs : 


AH = AH, sin wt 
d’où : 
AB, = a,AH, sin ot + a:(AH,} sin?of + a;(AH,)* sin*wf... (16) 


posons : HN — 0, a2AH° — de a3(AH,)° se 


AB, = a’ sin wt + a" sin? wt + a” sin? wf + … (17) 
pour : = + 2Kx AB — HB sin wt — 1 
wt— 37 + 2Kr AB — H'B' sin w{——I 
donc : ; 
HB—a + a" + a" + an + a + a +... 
HB —— a +a"— a" +av—a+a—am+ .., 
d’où : TER a" + a + a" 


2 
HB— HE so 
PT RTE a = a" + av + a" 


si nous limitons le développemeut de AB, aux 7 premiers termes. 
Pour une amplitude AH, du champ sinusoïdal excitateur, mesurons 


sur la courbe B— +(H) les ordonnées HB et H'B'. 
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Nous pouvons admettre, d'autre part, que a’ n'est autre que le dB, 
pour AH — AH, prissur latangente à la courbe au point M, autrement 


dit, posons : 


d 
a =() M,. (19) 
Les équations (18) permettent le calcul des coefficients @s, &3, ... du 


développement en série (16). 
Elles peuvent s’écrire en tenant compte de (17) : 


HE + RE (ap ja, + (AH) .@ + (AHe)°ae 
DRE RS (æ) — (AH, Ja, + (AHi)'a + (AH )'ar 
Nous mesurons donc : 
HB, HP; AH, (SM 


pour trois valeurs de l’amplitude du champ sinusoïdal AH, ; nous 
obtenons un système de 6 équations linéaires à 6 inconnues d'où : 


A2, A3, Ar. As, Ag, Ar. 


Calcul des AB; de l'équation (14). — Passons de l’équation (16) à 
l'équation (14), nous avons posé : 


Ga Q10iL: a" = a) (AH,)°. 
AH, étant l'amplitude du champ alternatif imposé : 


a' sin wf — a’ sin of. 


On a: 
a" sin 2w{ = (1 — cos 2wf) 
XV 14 
a" sin 3wt — ; Gsino! —;sin 30!) 
IV 
a sin hot (3 — 4 cos zut + cos Auf) 


We: 
a* sin But = (10 sin of — 15 sin 3ut + sin 5uf) 


k Ant 
a"1 sin 6wl —. (10 — 15 cos 2wt + 6 cos wi — cos Gui) 


VII 
aYUsin ere (35 sin wf — 21 sin 3wf + 7 sin But — sin Jet 
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d’où l’expression de AB, en remplaçant dans (16) : 


10 


CES 3 
AB—=— +2 ser 6 .. av! + (a! + 42" Er A re & S avn) sin wf 
—(£ 12 ga + gav) COS 20{— ( + 2 av + gai) sin ut 
+ (& Hi Law) cos Hwl + (5 av + = G Fav) sin Buf) 
— (av) cos Gwé — (& avu) sin ul. 


Par sure : 
AB, — EE À a + TL 


AB, — a’ + a" + Sa + avi (21) 
Fo à 5 
AB + pa +p av 


MÉTHODE GRAPHIQUE APPROCHÉE 


La courbe B — +(H) étant établie par les mesures d’induction, les 
formules (21) permettent le calcul de la variation AB, de l’ induction 
s'atique B ; 

amplitude AB; de l'induction alternative de pulsation w; 

l’amplitude AB, de l'induction alternative de pulsation 2w; 

la variation de l'induction, en fonction de la variation AH — AH, du 
champ excitateur, étant limitée à 7 termes. 

Le plus souvent, surtout si le point de fonctionnement se situe pour 

— p(H) et 
à plus forte raison pour les valeurs plu- élevées de cette induction, le 
développement peut être limité aux trois premiers termes. 

Ainsi pour les barreaux à 36 0/0 de nickel qui nous servent de test, 
au point de fonctionnement H, — 200 œisteds, B. — 8830 gauss, 
le tableau suivant fournit : AB,, AB;, AB, pour des amplitudes 
AH, de 5,5, 16,5, 49.5, 66 œrsteds du champ excitateur. 

Le développement en série de B— 4(H) étant limité à 3 ou 7 termes. 


Nombre - 
de termes AHe Hu Fe 49,5 
AB = N sun 1e 
3 AB: 69 211 730 
| AB: 1,3 12 116 
AB =) — 1 — 115 
7 AB 69 212 725 
AB: 1,9 118 

| 
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L'expérience montre que les phénomènes dynamiques les plus inté- 
ressants correspondent à une induction moyenne située dans la 
partie courbe et au delà; une construction géométrique très simple 
fournit les valeurs de AB, et de AB. 


D'après (21) AB, = a' + ja”, ora"—[® 


de (20) : Per —a+a" et HB—H'B'— 


par suite : 


CB et UT sont mesurés sur la courbe à grande échelle B— o{H) pour 
un AH, donné d’où AB,; quant à AB, on a AB, = TL. 

26. Oscillations du barreau sous l'influence d’un courant sinusoïdal 
inducteur de pulsation w. — L'effet d’uu courant sinusoïdal inducteur 
de pulsation w se traduit par une variation de l'induction du barreau 
donnée par l'équation (14); les coefficients des termes harmoniques 
étant calculables à partir des équations (21). 

A l'induction statique B, du barreau issue du champ H; magnéti- 
sant imposé, s'ajoute la variation AB, issue du champ excitateur H,. 
L'induction totale statique prend alors /a valeur B, — B, + AB, que 
nous appelons induction moyenne. 


D’après (7), le barreau est soumis à un ensemble de forces excita- 
trices : 


AF =K Ÿ (AB sin wf + AB, sin 2u{ + AB, sin 3wt + A 
avec : 
l 
ETC) 


courbe striction-induction. 
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Si la pulsation est égale à la pulsation propre w, du barreau, tout 
se passe comme si le barreau était soumis à la seule force : 


_d : 
K À AB, Sin wpf, 


l'amplitude de la vitesse de l'extrémité du barreau a pour valeur 
d’après (11) : 
K df AB 
U, = dé 8 

L'amplitude des vitesses résultante des oscillations forcées dues 
aux différents harmoniques de la fréquence propre est parfaite- 
ment néyliqeable devant U, étant donné l'acuité de résonance des 
barreaux Fe-Ni vibrant librement dans l'air. 

Des forces excitatrices de pulsation égale ou très voisine à la pulsa- 
tion de résonance du barreau sont seules capables d’éntretenir les 
oscillations du barreau. 

Pour une pulsation du courant excitateur moitié de la pulsation 
ol 
a 
est prépondérante quant à ses effets, l'amplitude de la vitesse de 
K df AB: 

m dB CT 
24 Ge 
L'expérience nous montre que, pour des courants excitateurs de 
Wo (Wo 
LC CNE 


de la vitesse U,, U:, U; sont proportionnelles à AB; AB;, AB. 


propre du barreau, la force excitatrice issue de l'induction AB; cos 2 


l’extrémité du barreau est alors U, — 


même amplitude mais de pulsations w,, .…, les ampltudes 


27. Calcul de la masse fictive m d’un barreau. — La vitesse de l’ex- 
trémité du barreau est d’après la formule 11 : 


UE 6 df I 


m aB 2aw 


4e. 


Le barreau vibrant en demi-onde à la fréquence N, 
V— 2N1 et EE AN2,2/p 


De plus ($ 24) 2awÿ — Aw’ + Aw” — 27r(AN' + AN”), enfin rempla- 
çant $ par sa valeur issue de la relation empirique établie dans l'étude 
des phénomènes statiques, soit : 

AL B \À 
T 105 {DB} = (5) 


4 


et JR étant la masse du barreau, nous obtenons pour U : 


MU BA—1 
Ua 0 rene à 7 ed sp 
() 
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à la résonance, l'amplitude des vibrations de l'extrémité du barreau 


U 
est : À =: 

D'où la valeur de la masse fictive m en fonction des données expé- 
rimentales : 


À— 1 
4 PORN Nes PR Re (23 
T0 10 3x AN AN” 5? 1 \ ) 


CHAPITRE II 


Analyse des résultats des mesures dynamiques. 
ÉTUDE PARTICULIÈRE DU BARREAU À 36,16 0/0 DE Nickez 


Ce barreau est celui qui, toutes choses égales d’ailleurs, présente 
les phénomènes dynamiques les plus accusés ; de plus ses courbes 
de striction statique et d’induction sont pratiquement sans hystérésis ; 
la striction est donc une fonction uniforme de l'induction. 


I. — Valeur relative des amplitudes des oscillations 
de l'extrémité du barreau. 


28. — Amplitude du champ excitateur constante et champ magnéti- 
sant variable. — L'amplitude du champ excitateur étant de 11 œrs- 
teds, les amplitudes relatives V, ($ 23), en fonction du champ magné- 
tisant, des vitesses U de l’extrémité du barreau à 36 o/o sont : 


He magnétisant , . 0 30 60 90 120 150 180 
VON Rate en Mr à 00 2 4 21 35 54 115 60 
|| He magnétisant . .| 210 255 300 450 600 750 


Ex RS CRE 0e 225 240 210 140 120 102 
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L existe done un champ magnétisant optimum, ici de 250 œrsteds 
environ, pour lequel l'amplitude des vitesses du barreau, passe par 
un maximum qui, sans être critique, est cependant assez prononcé 
(fig. 13). 

Dans les appareils déjà réalisés industriellement pour les sondages, 
les communications sous-marines..., l’aimantation préalable est 
assurée par le magnétisme rémanent, le courant permanent d’anode, 
ou un courant continu auxiliaire. 

Cette aimantation est destinée à « éviter le doublage de fréquence », 


Ha = {l oersteds 


200 


150 


100 


50 


100 300 500 100 oersteds 
Fig. 13. — Amplitude des vitesses de l’extrémité du barreau. 


à « provoquer une contraction préalable » (dans le cas du nickel pur). 

Nous montrons par ces mesures la véritable raison de cette aiman- 
tation permanente : réaliser l'induction statique permettant le ren- 
dement maximum. 

Le champ magnétisant, réalisant cette induction, est assez élevé : 
supérieur à 100 ærsteds, comme nous le verrons par la suite, pour la 
généralité des alliages de nickel; il est de 250 œrsteds pour le barreau 
à 36 o/o que nous examinons ici. 

Le magnétisme rémanent étant trop faible, pour les alliages au 
nickel, il est nécessaire de créer le champ magnétisant optimum. 


19 CRÉATION DU CHAMP MAGNÉTISANT PAR COURANT D'ANODE. — Avec 
notre station de 4oo watts (tension anodique de 1 500 volts, bobine 


Ann. de Phys., 12 Série, t. 5 (Janvier-Février 1950). 9 


130 HENRI DEVÈZE 


excitatrice de 110 œrsteds par ampère) il faudrait un courant auodi- 
que supérieur à 2 ampères, nécessitant une puissance de 3 kilowatts, 
abaissant le rendement et détruisant les lampes émettrices. 

La self de la bobine excitatrice est limitée par les fréquences à 
émettre. La bobine de nos expériences à une valeur de self proche du 
maximum pour les fréquences utilisées de l’ordre de 20 000 pps ; on 
ne peut songer à augmenter le nombre de ses ampères-tours. 

La magnétisation par courant d'anode est une solution impratica- 
ble en général; elle ne peut guère convenir que pour l'émission de 
fréquences très basses, la présence d’une haute tension à l'extérieur 
de l’oscillateur constituant un danger. 


20 CRÉATION DU CHAMP MAGNÉTISANT PAR COURANT AUXILIAIRE. — à) À 
travers la bobine excitatrice seule. — Le courant excitateur est 
alors assez élevé, de l’ordre de 2 ampères, pour l'émission d’ultra- 
sons. 

Il est nécessaire de disposer des selfs de choc, empêchant le cou- 
rant d’excitation de se fermer sur le générateur de courant continu. 
La résistance de ces selfs conduit à une dissipation notable de l’éner- 
gie continue. 

Enfin, un courant de 2 ampères dans la bobine excitatrice crée un 
échauffement important pour un fonctionnement prolongé. 

Nos expériences ont montré que pour la généralité des alliages de 
fer-nickel, le rendement décroît très sensiblement lorsque la tempé- 
rature des barreaux croît au delà de 5oc. 

b) À travers un enroulement auxiliaire. — Alors que les fré- 
quences émises limitent la self de l’enroulement excitateur, celle d’un 
enroulement magnétisant indépendant n’est limitée que par des rai- 
sons d'encombrement. 

L'enroulement magnétisant peut donc mieux être adapté à la ten- 
sion continue disponible ; l'énergie continue perdue dans les selfs de 
choc est ainsi considérablement diminuée. 

Nous utilisons un enroulement auxiliaire, en série avec l’enroule- 


ment excitateur réduisant ainsi au minimum la bobine magnétisante 
supplémentaire. 


29. Champ magnétisant H; constant et amplitude du champ excita- 
teur variable. — Les amplitudes H, du champ excitateur sont infé- 
rieures à 50 œrsteds. 

Soit H, le champ magnétisant et B, l'induction correspondante. 


Pour chaque valeur du champ excitateur, calculons AB, et AB, sui- 
vant la méthode exposée ($ 25-26). 
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Les amplitudes relatives V, des vitesses U de l'extrémité du bar- 
reau sont alors : 


Bo = Be: — AB» 


Ces résultats sont représentés graphiquement (fig. 14). 

La relation entre l'amplitude relative U, des vitesses de l'extrémité 
du barreau et l'amplitude AB, de l'induction sinusoïdale est repré- 
sentée par : 

— les courbes en pointillé pour un champ excitateur H, constant. 
et un champ magnétisant variable, 

— les courbes en trait plein pour un champ magnétisant H, cons- 
tant et un champ excitateur H, variable. 

Les courbes à champ excitateur d'amplitude constante passent par 
un maximum pour un champ magnétisant de 250 œrsteds environ, 
résultat déjà mis en évidence au $ 28; mais, nous voyons de plus 
que cette valeur est constante quelle que soit la valeur du champ 
excitateur (dans la limite de nos expériences) : les maxima des 
courbes à champ excitateur d'amplitude constante sont alignés 


(fig. 14). 
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A champ magnétisant H. constant, supérieur à 190 ærsteds c’est- 
à-dire, pour une induction statique B, supérieure à 6000 gauss, le 


rapport des vitesses relatives de l'extrémité du barreau, à l’am- 


plitude de l'induction sinusoïdale, est pratiquement constant pour 
toutes les valeurs du champ excitateur que nous pouvons réaliser; 
ce rapport tend cependant à décroître légèrement lorsque l'excitation 
est supérieure à 22 œrsteds. 


U 
1000 a 
800 
600 Eee 
100 
200 ADS Dss SET 
Y 2 252, 
Sr S-’e 
Se 7, ES amplitude de 
D linduction sinusoïdele 
0 200 100 4 600 800 dB, gauss 
Fig. 14. — Amplitude des vitesses de l’extrémité du barreau. 


30. Expérience et théorie. — La théorie exposée aux $ 22 et 23 
suppose qu’une masse fictive m est soumise à une force de rappel 
proportionnelle à l’élongation, à une force de frottement proportion- 
nelle à la vitesse, et à une force d'entretien sinusoïdale. | 

D'où, à la résonance, la relation (13) : 

Ve LE af df 


AB, __ m dB saw ‘ 
K ne dépend que des constantes élastiques et des dimensions du 


barreau ($ 23). 


ke _£ < Vo à df , | $ , u , 
es facteurs : AB, > ap > 220, sont des quantités mesurables, fonc- 


tion des deux variables : champ magnétisant, champ excitateur. 


- Nous nous proposons d'étudier les variations relatives de la masse 
fictive m : | 
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a) à champ magnétisant constant, en fonction des variations de 
l'amplitude du champ excitateur ; 

b) à champ excitateur constant, en: fonction des variations du 
champ magnétisant. 


Calculons donc les variations re de chacun des ne 
Vo df 
TB > ap > 2400 dans les deux cas a) et (as et portons ces valeurs dans 


dm da) | (as) d(aaue) : 


l'expression : 


imbrrLe Ve di AT aus 


a) Champ magnétisant constant et champ excitateur d'ampli- 
tude variant de 11 à 44 œrsteds. — Effectuons les calculs pour un 
champ magnétisant de 300 Sn par exemple. 


19 Variation relative de à 5. du tableau du $ 29. 
Vo 
Sp 1 
Vrai 6€ 
AB: 


2° Variation relative de —= .— Si nous adoptons l'équation empi- 


df 
‘dB * 
rique & Lo () =) et les valeurs : 1— 2,8, B,—/4 300 gauss 
pour ce barreau : 
df _ 28 
7 (4300) 


2,8 B*=— y. ($ 17) 


A l'induction statique B. constante déterminée par le champ 
magnétisant H,, s'ajoute l'induction AB, ($ 25) terme constant de 
l'induction alternative AB. 

Pour le champ H, de 300 œrsteds (tableau $ 29) : 


B,— 9680 gauss AB, (maxima) =— 15 gauss 
d’où : 
dy CLS 10) tn 
Le PU NU LT 


variation parfaitement négligeable. 
30 Variation relative de 2aws : 


2aw9 — Aw' + Aw”— 2r/AN' + AN") ($ 24) 
où AN" + AN’ est la somme des écarts absolus de fréquence de réso- 
nance, tels que les amplitudes des vitesses U de l'extrémité du bar- 


reau soient dans le rapport 1/V2 avec la vitesse U, à la résonance, 
Pour le champ magnétisaut de 300 œrsteds, le tableau suivant 
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donne les valeurs moyennes expérimentales de AN’ + AN'"en fonc- 
tion de l’amplitude du champ excitateur : 


HA A PES CARTE SORA Et OL 11 22 33 4h œrsteds 
AN'ÉTAN?:S LR 17 18 19 21 pps 
d’où : 
daauwe __21—17 1 
Sade vi OI à DE: 
ho Variation relative de m. — Les résultats précédents nous per- 
mettent le calcul : 
dm I I 1 
mi 26 SD 5 


variation nulle si l’on tient compte des erreurs d'expériences. 

La masse fictive » doit donc être constante pour un champ magné- 
tisant constant et dans les limites expérimentales de la variation 
d'amplitude du champ excitateur. 

b) Champ excitateur d'amplitude constante et champ magnéti- 
sant variable. — Prenons par exemple 11 œrsteds comme amplitude 


du champ excitateur, le champ magnétisant variant de 180 à 450 œrs- 
teds. 


Sr | 
19 Variation relative de —- du tableau S 29 : 
AB, 9 


Vo ” 
ë AB, ___ 3,38 — 0,81 6 


Vo SAS 2,1 5+ 


LE 4 d 
2° Variation relative de ee . — Au moyen de l'expression établie 
à ce paragraphe : 
df __ 2.8 
dB —— (4 300) 
END : are, 
calculons la variation relative de += pour les valeurs : 
1B— 8 720 gauss correspondant au champ H, de 180 œrsteds 
B— 10 360 gauss correspondant au champ H, de 450 œrsteds 
a(S) 
dB } ___— 4,931 46,724 1 


Leur, 5,83 se 


2,8 B!:5 


3° Varialion relative de 2aw,.— Pour le champ excitateur d’am- 
plitude 11 œrsteds le tableau suivant donne les valeurs expérimen- 


tales moyennes de AN’ + AN’ pour les champs magnétisants compris 


entre 180 et 450 œrsteds : 
He. 


due 180 21000200 300 50 œrsteds 
AN’ + AN", . 29 25 22 17 19 pps 


 # La « 
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‘Reprenant la formule du & 24 : 


2awç —Aw" + Au" — 27(AN’ + AN’) 


daawg __15— 39 2 
RE Le ARS.  É 


4° Variation relative de m.— Les résultats précédents permet- 
tent le calcul : 


+ 


dm — 6 I 2 I 
mea bÆ Lo 


Même en admettant des erreurs d'expériences, la variation relative 
de m est telle que nous ne pouvons considérer sa valeur comme 
indépendante de celle du champ magnétisant. 


30 bis. Etude de la masse fictive m2. — Rappelons la formule(23) au 
$ 27: 
JET CN Bh—1 


À —— AB. 


= —6 PRES L'EN 
TE Den ANT ANT) Dr 
| 0 


Pour le barreau à 36 0/0 de nickel : 
M Bo sg) Jit2,25 cm", À 258 :  Bj=/ bo gauss: 


La mesure des amplitudes À a été effectuée au moyen du palpeur 
(décrit aux $ 7 et 11 bis) pour des champs magnétisants de 180, 210, 
295, 300 et 450 œrsteds et des amplitudes de champ excitateur de 11, 
22, 33 et 44 œrsteds. 

a) Champ magnétisant constant et champ excitateur variable. — 
Le tableau donne, dans le cas où 


-H, = 210 æœrsteds, B.=— 8960 gauss, N=— 17250 pps 


les valeurs de l'amplitude absolue A des vibrations de l'extrémité du 
barreau, de AN’ + AN”, de AB, et de la masse m calculée. 


HE LORS ENS 11 22 33 44 oersteds 
A 6,5 12 17 22 cm. 10—# 
AN’ AN”. 25,5 26 27 ik 28 pps 
AB: 145 279 398 547 gauss 
m calculée. 35,3 35,2 34,6 35,4 g 
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Aux erreurs d'expériences près, la masse fictive m» a une valeur 
indépendante de celle de l'amplitude du champ excitateur, dans les 
limites des conditions expérimentales. 

b) Champ excitateur d'amplitude constante et champ magnéti- 
sant variable. — Prenons l’exemple où l’amplitude du champ excita- 
teur est de 11 œrsteds. 

Le tableau suivant donne, pour les différentes valeurs du champ 
magnétisant H,, celles de l'amplitude absolue À mesurée des vibra- 
tions du barreau, de AN’ + AN”, de l'induction sinusoïdale AB,, de 
l'induction statique B,, de la fréquence de résonance N et de la masse 
fictive m calculée : 


oersteds 


AN'+ AN’. 


m calculée. 


La masse fictive m varie avec le champ magnétisant, sa valeur passe: 
par un minimum pour la valeur de ce champ où l'amplitude A est 
maxima. 

La figure 15 montre que la variation de m est rapide pour les 
valeurs du champ magnétisant inférieures à la valeur optima de 
255 œrsteds, plus lente ensuite pour les valeurs supérieures. 


31. Variation de la fréquence et de l’amplitude de la vitesse des. 
vibrations de l’extrémité du barreau en fonction de la température. — 
Les mesures en magnétostriction statique exigent une stabilité de: 
température de l’ordre de 1/100 de degré. Nous avons montré com- 
ment ce résultat avait été atteint pour des températures voisines de: 
celles du laboratoire. 

Dans les expériences de magnétostriction dynamique, il est difficile, 
même pour des mesures rapides et avec le dispositif de refroidisse- 
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ment à air soufflé, d'éviter un échauffement de barreaux de 3 à 
4° pendant une mesure. 

Ce paragraphe a pour objet l'étude des erreurs commises sur les 
mesures des quantités variant le plus avec la température, telles la 
fréquence N et l’amplitude relative V, de la vitesse. 


60 


90 


LO 


30 


0 
: 8000 : 9000 10000 11000 


Fig. 15. — Variation de la masse fictive m 
en fonction de l’induction du barreau. 


Le tableau suivant donne les valeurs de V, et de AN pour un champ 
magnétisant de 250 œrsteds et un champ excitateur d'amplitude 
11 œrsteds, pour différentes valeurs de la température du barreau : 


Pour un écart de température de 4° entre 20° et 4o°. 
260 —2/40 
250 


. . . A » # 14 “ 
Variation relative de V, — > a inférieure à 2 0/0. 
ec : 20 ETS 
Variation relative de N— DE Mes infime. 


(N, = 19570) 
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Nous légitimons ainsi la valeur des mesures en magnétostriction 
dynamique malgré le léger échauffement inévitable au cours d’une 
mesure. | 


34. Conclusions de l’étude de la magnétostriction dynamique pour un 
même barreau. — 1° Il existe un champ magnétisant optimum pour 
lequel, à champ excitateur constant, les amplitudes des vitesses de 
l'extrémité du barreau (donc des amplitudes) passe par un 
maximum. 

20 A champ magnétisant constant, cesamplitudes sont sensiblement 
proportionnelles aux amplitudes de l'induction sinusoïdale. 

30 Dans les limites expérimentales, la masse fictive m chargeant 
l'extrémité du barreau est une fonction de l'induction de ce barreau 
et indépendante de l’amplitude de l’excitation. 

4° Les petites variations de température du barreau sont sans 
influence sur les mesures de la fréquence et de la vitesse des vibra- 
tions. 

50 Ces expériences etendues aux autres barreaux ont montré que 
ces conclusions étaient valables pour tous. 


ETUDES GÉNÉRALES DES BARREAUX 


32. Caractères communs. — Tous les autres barreaux ont été étudiés 
comme le barreau à 36 o/o de nickel. 

A des degrés différents, 1ls présentent tous les mêmes caractères : 

a) A champ excitateur d'amplitude constante, il existe un champ 
magnétisant optimum, pour lequel l'amplitude des vitesses passe par 
‘un maximum. 

b) À champ magnétisant constant, les amplitudes de la vitesse sont 
sensiblement proportionnelles aux amplitudes de l'induction sinu- 
soïdales AB;. 


33. Barreaux de même composition ayant subi des traitements ther- 

miques différents. — Quatre barreaux d'invar : 
I, Naturel de laminage à chaud refroidi à l’air, 

IT, Recuit 30 minutes à 850° refroidi à l’eau, 

Ill, Recuit 30 minutes à 850° refroidi à 150° par heure, 

IV, Recuit 30 minutes à 1 0000 refroidi à 150° par heure, ô 
identiques en longueur et poids, ont été examinés. 

H, étant la valeur du champ magnétisant optimum, 

B. celle de l'induction statique correspondante, 

AB, l'amplitude de l'induction alternative sinusoïdale pour un 
champ excitateur d'amplitude constante égale à 11 œrsteds. 
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Le tableau suivant donne les valeurs de la vitesse relative V, 5; de 
l’extrémité du barreau, ainsi que AN’ + AN". | 


Nc du barreau , ACHAT 
æ ete 255 
9 930 

94 

I v ES NON 190 
AN’ + AN" . . | (TA 


No des barreaux. 

Constante d’induction Bs . 

Induction statique B . 

Exposant statique à 

Fréquence de résonance N 
| Amortissement AN’ + AN". 
|| Poids en g. JIL- 


{ Longueur en cm. /. 


|| Amplitude de l'induction AB: 


|| Amplitude de la vibration en 
CL ne se 02 


m calculée en g. 
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Ces barreaux sont classés par ordre de trempe décroissante, nous 
voyons que : 'PÈE PEE 

La valeur du champ magnétisant optimum H, est indépendante du 
traitement thermique. 

La vitesse V, de l'extrémité du barreau décroît avec la trempe. 

Au point de vue pratique, la trempe augmente donc le rendement 
d’émetteurs de vibrations par magnétostriction. 

Calcul de la valeur de la masse fictive m. — Au moyen de la for- 
mule (23)duS 27, les données expérimentales contenues dans letableau 
ci-contre permettent de calculer mn. 

A composition constante la masse fictive est indépendante du 
traitement thermique. 


34. Barreaux de teneur en nickel différente. — Huit barreaux de 
teneur en nickel comprise entre 30 0/0 et 100 0/0 ont été examinés. 

M est leur masse, 

l'est leur longueur, 

B, est leur constante d’induction ($ 17), 

kest leur exposant statique ($ 17), 

H. est le champ magnétisant optimum, 

B. est l'induction statique correspondante, 

AB; est l'amplitude de l'induction sinusoïdale pour un champ 
excitateur d'amplitude constante (ici Il), 

N est la fréquence de résonance du barreau. 

Le tableau suivant donne, en fonction de la teneur en nickel, les 
valeurs de : 

La vitesse relative mesurée V, de l’extrémité du barreau. 

La somme des écarts de fréquence AN’ + AN’ ($ 24). 


Eden A 74 240 148 125 A 
AN'+AN/ . 6 23 37 54 36 16 18 
A 10—#cm . 2 7 4,3 3,6 1,8 7 1,3 
m calculée, 110 23 38 62 120 III 118 


La valeur moyenne de l’amplitude absolue mesurée A des vibrations 
de l’extrémité du barreau. 


La masse fictive » calculée (formule (23), $ 27). 
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L'amplitude de la vitesse relative V, varie régulièrement avec la 
teneur en nickel et passe par un maximum pour celle de 36 0/0. 

La valeur du champ magnétisant optimum (celle pour laquelle 
l’amplitude des vibrations est maxima, pour la même amplitude du 
champ excitateur) qui était constante pour les barreaux d'invar, varie 
ici régulièrement avec la teneur en nickel ; elle passe par un maximum 
pour l’alliage à 47 o/o. 

La variation de la valeur de la masse fictive m présente sensible- 
ment un palier pour les barreaux à 75 0/0 et 84 0/0 de nickel. 

Pour tous les autres barreaux, la valeur de la masse fictive m varie 
régulièrement et passe par minimum pour le barreau à 36 o/o de 
nickel. 

Ces barreaux sont moins comparables entre eux que les barreaux 
d'invar qui différaient par le seul traitement thermique : 

Leurs poids s’échelonnent de 76 g. à 85,8 g. lorsque la teneur en 
nickel croît. 

Leur composition en carbone, silicium, manganèse n’est pas 
constante. 

Voici la composition exacte de ces barreaux : 


Fe 


La valeur de l'amplitude du champ excitateur est seule commune 
à tous les barreaux ; les champs magnétisants optima sont différents, 
donc la valeur des inductions statiques correspondantes. 

Les conditions d’une comparaison systématique ne sont pas aussi 
satisfaisantes que pour les barreaux d’invar, différents seulement par 
le traitement thermique. 

Nos résultats ont surtout un intérêt pratique ; ils montrent la supé- 
riorité de l’alliage à 36 o/o (et des invars). | 

Pour un barreau oscillant librement et pour l'induction statique 
optima, cet alliage permet d'obtenir la plus grande amplitude. 


35. Module statique et module dynamique. — La formule (11) de 
l'étude théorique ($ 22) : 


PMR Es : 


à «dB 22, 


1 
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remarquant que : E — 4N°/°9 le barreau vibrant en demi-onde et 
2aw, — 27(AN' + AN") ($ 24) s'écrit : 


ENPps a MST lune 
EE FE 10 dB 2r(AN’ 3 AN’) AB; 


MX étant la masse du barreau, et l’amplitude A des oscillations de 


l'extrémité du barreau étant égale à la résonance à 


LAN L 
EN il vient : 


RES NE 1 N 


= Si AOTŸ TE ANT TANT AB; formule (23)($ 27). 


Appelons dl l'amplitude du cycle dynamique décrit sous l'effet de 
la. variation d'induction dB, c’est-à-dire : dla — A. 

dl, la variation de longueur en magnétostriction statique d'un 
barreau de longueur / sous l'effet de la variation d’induction dB. 

L'étude statique nous a conduit à : 


Al 


7 —= 10° /(B) 
SANT JAN ETC ELLE 
par suite : FU — 10 ETS 


car l'est dans l'étude statique la variation de longueur sous l'effet de 
l'induction B d’où : 


dB; = rm AN’ + AN" dB: 


, : dl 2 : : 
Cette formule relie la pente TL du cycle magnétodynamique assi- 


DUR . . s di, 
milé à une droite, vu sa petitesse, à la pente += de la tangente à la 
1 


courbestatique de striction-induction au point d’induction B, ou si l’on 


préfère, le module dynamique (S), de magnétostriction au module 


! dB 
statique (7). f 


36. Amplitude dynamique et amplitude statique. — La relation 
établie au paragraphe précédent : 


dla __ A N dls 

dB; mm AN’ + AN” dB 
s'écrit : EN RL LL RENr 
: : dis }as — mm AN’ + AN" : 


Calculons ce rapport d'après les résultats expérimentaux sur les 
barreaux d’invar (tableau $ 33). 


Nous obtenons : 
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N° des barreaux 


JT en g. 


m en g.. 


N pps 


AN’ + AN’ pps 


Rapport calculé 


dla ; 
Le rapport (Ts est de l'ordre de la centaine. Comme m est de 


l’ordre de grandeur de la masse effective du barreau, la valeur élevée 
de ce rapport est due à la faible valeur de l’acuité de résonance qui 
est proportionnelle à AN’ + AN”. 

Nous retrouvons, dans cet exemple, le résultat pratique du $ 33 sur 
l'avantage de la trempe pour les barreaux d’invar en vue d'obtenir 
les plus grandes amplitudes. 


37. Conclusions de l’étude dynamique. — L’amplitude des vibrations 
des barreaux géométriquement identiques et oscillant librement est 
une fonction : de la teneur en nickel, du traitement thermique, de- 
l'induction statique moyenne et de l’amplitude de l'induction sinu- 
soïdale de fréquence égale à celle du barreau. 

1° Pour une induction excitatrice d'amplitude constante, l'ampli- 
tude des oscillations de tous les barreaux passe par un maximum 
pour une valeur particulière de l'induction statique. 

Ea fait, les variables pratiques sont les champs excitateurs et 
magnétisants créant les inductions que nous calculons. Les ampli- 
tudes mécaniques, pour un champ excitateur d'amplitude donnée, 
passent donc par un maximum très accusé pour une valeur optima du 
champ magnétisant ; cette valeur est pratiquement indépendante du 
traitement thermique mais varie avec la teneur en nickel. 

2° Pour un même barreau, à induction statique constante, les 
amplitudes des oscillations dépendent de celles de l'induction sinu- 
soïdale excilatrice. 

Le rapport de ces amplitudes mécaniques à celles de l’induction 
décroît très légèrement quand l’amplitude du champ excitateur croît; 
pour de faibles amplitudes du champ excitateur, on peut admettre la 
proportionnalité. 

L'invar est l’alliage qui, toutes choses égales d'ailleurs, présente les 
amplitudes les plus grandes ; ces dernières croissent avec la trempe. 
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L'invar est bien supérieur au nickel pur, pour un barreau oscillant 
librement. 

3° A la résonance, la pente du cycle magnéto-dynamique est plu- 
sieurs centaines de fois celle du cycle magnétostatique. 

4° Les différences de traitement thermique pour un même alliage 
ont une influence négligeable sur les phénomènes de striction stati- 
que, alors qu’elles produisent des différences d’effets nettement 
mesurables dans les phénomènes dynamiques. 

5° La masse fictive de notre théorie : 

a) à champ magnétisant constant, est indépendante de l'amplitude 
du champ excitateur ; 

b) à champ excitateur d'amplitude constante, est fonction du champ 
magnétisant ; sa valeur passe par un minimum pour celle du champ 
magnétisant ou l’amplitude des vibrations passe par un maximum. 


38. Application aux générateurs d’ultra-sons. — Les applications de 
la magnétostriction à la génération des ultra-sons sont bien connues. 

Ces générateurs peuvent produire une émission puissante sans 
différence de potentiel exagérée, pour des fréquences comprises entre 
15 000 et 50 000 pps. 

À de telles fréquences, la propagation de ces vibrations ultra- 
sonores dans les liquides et les solides est excellente. 

Ila été réalisé de véritables « radars » à ultra-son utilisés aux son- 
dages et à la détection des obstacles sous-marins, ainsi qu’à la recher- 
che des défauts dans les pièces métalliques. 

En augmentant le rendement de ces émetteurs, il est possible 
d'obtenir des émissions plus puissantes ou de réaliser des appareils 
plus réduits. 

Outre les formules issues : 


de l'étude statique : 
AB ut BY 
it = (5) 


L 
de l'étude dynamique : 
OÙ / N df 


TA AN’ +AN” as AB 


D === M) 


nous avons mis en évidence : 

L'existence d’un champ magnétisant optimum déterminant un 
maximum très accusé des amplitudes des vitesses, donc des ampli- 
tudes mécaniques. 

_La supériorité de l'invar sur les autres alliages de fer-nickel austé- 
nitiques, tout au moins dans le cas d’un faible amortissement. 


Le Gérant : G Massow. 


‘DÉPÔT LÉGAL : 1950, It" TRIMESTRE, N° D'ORDRE 1105, MASSON ET Ce, ÉDITEURS, PARIS 
BARNÉOUD FRÈRES ET Cie, IMPRIMEURS (31.0566), LAVAL, N° 2096. — a-r1950. 


FONCTION D’ONDE APPROCHÉE 
À UN PARAMÈTRE 
POUR L'ÉTAT FONDAMENTAL 
DES ATOMES À DEUX ÉLECTRONS 


Par Pa. PLUVINAGE 


Maitre de Conférences à la Faculté des Sciences de Strasbourg. 


SOMMAIRE. — Pour l’état fondamental des atomes à deux électrons, on 
construit une fonction d'onde qui fait intervenir la fonction d'onde d’un 
problème de choc, ne donne pas de singularités dans l’équation de 
Schrôdinger, et permet le calcul de l’énergie avec une précision compa- 
rable à celle des fonctions d’ondes à deux paramètres. 


4. — Pour un atome à deux électrons, de nombre atomique 2, 

l équation de Schrüdinger s'écrit, en négligeant dans l’énergie poten- 
tielle tout ce qui n’est pas dû aux interactions Électhosttiaqtes et en 
utilisant les unités atomiques de Hartree : 
(1) Heu e-SrETe Ey. 

r, et r» sont les distances des deux électrons au noyau supposé 
fixe, r19 leur distance mutuelle, À, et A; les opérateurs de Laplace [1]. 

La fonction propre de l’état fondamental ne dépend que de r;, re 
et rs. On ne la connaît pas exactement et pour le calcul de E on a 
recours à la méthode de Ritz qui consiste d’abord à choisir une fonc- 
tion ©, comportant un ou plusieurs paramètres et s ’écartant vraisem- 
blablement assez peu de Ÿ. Le ou les paramètres sont ensuite ajustés 
de façon à rendre minimum l'expression : 


fentes 
( =. 
fo 


Le minimum E, est une valeur approchée par excès de E ; la fonc- 
tion exacte Y donnerait le minimum absolu de KE’ 
_ Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mars-Avril 1950). 10 
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La fonction d'onde de première approximation généralement 
utilisée a été jusqu'ici : 


(3) 0, — e—2—siri+re) 


Elle comporte le seul paramètre s et son sens physique est simple ; 
chaque électron se meut dans le champ d’un noyau fictif de 
charge (Z— 5)e, la diminution de la charge réelle Ze provenant de la 
présence de l’autre électron. Cette « fonction d'écran » rend 


E' minimum pour 5=<et la valeur de E,, est : 
LA 5 2 
(4) E,——(2—5). 


L'écart avec les valeurs expérimentales de E n’est pas très grand. 
On compare généralement l'énergie d’ionisation calculée avec la 
valeur mesurée. Rappelons que si l’atome à deux électrons s'ionise il 
devient analogue à un atome d'hydrogène; son noyau portant la 


; 2 ; Z° ‘ ue 
charge Ze, l'énergie de l'état fondamental est ——. D'où en unités 
atomiques, la valeur de l’énergie d’ionisation : 


(5) E——E,—+ 


On trouve en particulier avec la valeur (4) de E,, : 
L 72 5 
(6) E—==—-2+0,0976. 


Ainsi pour l’hélium on a E;—0,8476 ou 1,695 unités Rydberg (), 
au lieu de la valeur mesurée 1,80727 Rydberg. 

Quand on cherche une meilleure approximation, nécessaire pour 
beaucoup de calculs, il faut trouver d’abord une forme mieux appro- 
priée que (3) pour la fonction 6. Jusqu'ici on n’a pas trouvé d'autre 
fonction à un paramètre permettant d'augmenter la précision du 
calcul. Eckhart [2] par exemple combine deux fonctions d'onde 
d’atome à un électron, avec, pour chacune, un paramètre d’écran 6. 
Hylleraas [3] conserve un paramètre d'écran, et détermine les coeffi- 
cients d’un développement en série. La valeur d’Eckhart pour E,, est 
de— 5,751 Rydberg et celle d'Hylleraas — 5,779 dans la deuxième 
approximation. Il en résulte pour les énergies d’ionisation les 
valeurs 1,751 et 1,779, soit en volts 23,877 et 23,920. 


(!) L'avantage de l'unité Rydberg est qu’on peut substituer pour chaque 
atome la valeur 109 737 (1 — m/M) cm—! où m désigne la masse de l’élec- 


tron, M celle du noyau et qu'on tient compte ainsi en première approxi- 
mation de l’entraîinement du noyau. 
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.$ 2. — Je me propose de montrer qu’on peut trouver une fonction 
à un seul paramètre donnant une précision légèrement supérieure à 
celle d’'Eckhart. 

Je remarque d’abord que la fonction +, et les fonctions analogues 
donnent des densités d'énergie infinies pour 7; —0o par exemple. On 


LÉ : , : IST 
vérifie en effet que dans Ho il subsiste des térmes en ER art er LL 
4 2 


remarque vaut pour tous les ordres d’approximation quand on utilise 
de telles fonctions. Pour la vraie fonction, 4H ne doit pas présenter 
des anomalies semblables. On ne peut donc espérér se rapprocher 


ainsi de Ÿ qu’en moyenne, c’est-à-dire de façon que Je — d)?dr tende 


vers 0. Il est cependant possible de construire une fonction v évitant 
cette difficulté, et pouvant peut-être ainsi fournir un point de départ 
pour le calcul rigoureux de . 

En utilisant les variables rir:r;, employées par Hylleraas, le hamil- 
tonien de (1) devient : 


H DU RP Re LV AT 
FEES ATS 2 Br À EE TE TRS PTE 
2 \5ri Ta DT ro Te Dre dre T'as Das 
RTE. OR RE 
Fielatel48 02 Pan T1 742 022 Z 24 I 
T'aPre dr'0T4e l'er'se dTedT'se TA Te Tag 


Considérons le hamiltonien approchée : 


I 
Tao 


y CR 2 à ANR EC LOE 29? Cr) Z Z 

AO Gel or: raonsl LT a 
or 1 0Ts dr2 2 re dry2 12 OT : 1 2 
Pour une fonction pourvue de dérivées secondes continues, la diffé- 

rence Ho — H'o est finie et continue. En effet le module du facteur 


2 2 2 
Ts — To + Ts 
TaTae 


Bi = 


Fig. v. 


par exemple, est toujours compris entre o et 2, car en désignant 
par «, B, y les angles du triangle formé par le noyau et les électrons 


(fig. 1): 


B;, = 2 cos «. 
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L’équation : 


H'e= àg 
admet pour fonctions propres ne dépendant que de rir2 et ris : 
(8) p— Foo! 1 )Faroo( 2 )Ux(r12) 


F,w étant une fonction propre de l’état nS de l'atome d'hydrogène 
rapporté à des coordonnées sphériques ; u, vérifiant : 

{ d'u 2 du I Pt; 
(9) — (TE + dre 7 2) = Pa. 

(9) est l'équation d’un problème de choc, et ceci nous permet de 
comprendre le sens physique de l’approximation : l'interaction des 
électrons est traitée comme si le noyau n'existait pas. 

La valeur propre correspondant à la fonction (8) est : 

VA 


lan = — xp 


73 
DÉTU 


Le spectre est continu, puisque la constante £ peut prendre toutes 
valeurs réelles ou imaginaires sous réserve que la condition de nor- 
mabilité soit satisfaite. 


Bornons-nous ici à envisager les fonctions voisines de celle de 


l'état fondamental, dépendant du seul paramètre k que je ferai varier 
ensuite pour obtenir le minimum de E' : 


(10) ge lit u(ri2). 
Ces fonctions appartiennent aux valeurs propres : 
ook = — Z? + k?. 


L'intégrale de normation est : 


(1) Ne fat f'e-ntronin)d. 


Elle fait intervenir la fonction v — u; dont je vais étudier d’abord 
les propriétés. LA 


$ 3. — u, solution de (11), sans singularités pour r;; —0,a l'expres- 
sion connue (1): 


Ux — e-wruG( IR E » 2, aikra), 
G étant la fonction hypergéométrique dégénérée définie par : 


œ 


G(x, B, æ)= 1 + sut 


a(a +1) x? 


BB +a) at Te 


(t) Pour 4? < o il suffit de remplacer ix par X. 
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On sait que, malgré les apparences, w4, est toujours une fonction 
réelle en sorte que : 


I . I . 
v=G(1 HT» 2 ikris )G(1 po 2 — vikra). 


Mais cette expression ne se prête guère aux calculs numériques. Il 
est malaisé par exemple d'évaluer les coefficients du développement 
en série : 


œo 7 
12 
(12) v= a, + : 


n—0 


Notons cependant les valeurs a) —1 et a; — 1. 

Je vais montrer que v satisfait à une équation différentielle linéaire 
du troisième ordre, permettant un calcul facile des a,. 

Multiplions les deux membres de (9) par u et remplaçons u? par v. 
Il vient : 


v' 


— au" — + ——/°v 
Ta Ti 
De même en multipliant par u!': 
12 ,9 2 12 1 Leu, k? ! 
NA lu ARE PRE 


Eliminons uu" et u'? qui sont reliés par l'équation : 


v'— ou? + ouu’. 
On trouve : 


(13) PU LGris0" 2(3 — 2739 + 2k?ri3)0! — 2(3 — hk?r;s)v = 0. 


Si nous admettons la forme (12) pour la solution, nous avons entre 
les coefficients la relation de récurrence : 


(14) (n + 1)(n + 2)a, = 2(an + 1), à — nn — 1)#°an2 


qui permet de calculer les a, en fonction de aç— 1 et a; — 1. Nous 
avons ainsi trouvé la seule solution de (13) régulière à l’origine et 
pour laquelle v(o)= 1 et v’(o) = 1. On note de plus que dans (14) 
ke intervient seulement par son carré. Je poserai #? = y.. D'où : 


; a(on +1) Hnin — 1) 
(14 bis) An [nan +2) (BE În Lin +2) Uno. 


Pour calculer l'intégrale (11) passons, comme Hylleraas, aux 
variables : 
li+ TS, 

Ti—Ta—=t, 

T9. 
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L'élément de volume devient : 
dr — T°(s? = Frsdsdtdrss. 


Quand l'expression à intégrer est fonction paire de £, il suffit pour 
calculer l'intégrale de doubler la valeur obtenue sur la moitié du 
domaine; les variations sont donc limitées comme suit : 


OL Tir Oo LT LS, 0 TS. 
Et l’on a pour (11) : 


N{v]— mt | ds [ares [aus — Prise 2. 


Une suite d’intégrations simples, au cours desquelles on suppose 
d’ailleurs la fonction 9 normable aboutit à : 


(15) el = > J, ( ++ a }s'e “o(s)ds. 


Substituons maintenant à u(s) son développement (12) et appliquons 
la formule : 


4 l 
CNET PR TL. 
J Sen PT ap 


Nous obtenons le développement : 


(16) ZENe]= Ya, 


n—=Ù0 
avec : 


__{n + 1)(n + 2\(n + 4)(n +6) 
dt eue 
Les a, étant reliés par l’équation (14 bis), les «, peuvent se calculer 
aussi par récurrence. On trouve : 


_ 1(n+4{n+6)an +) +nr+6 
(17) Xn 7 nn + 1){n + 3jin + 5) A ZE n pa nt 
Les valeurs pour ñn—0 et n — 1 sont : 
ts 105 
EE et &4 nn AC 


La relation (17) montre en outre que la fonction (ro) n’est pas nor- 
mable pour : 


(18) pu < — Z?, 


En effet le second terme de (17) tend vers — + %_» par valeurs 
supérieures quand x augmente indéfiniment. 
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$ 4. — Je vais chercher maintenant la valeur de x, qui rend mini- 
mum l'expression E’. Je substitue la fonction (10) dans l’expres- 
sion (2) en utilisant les deuxièmes variables d'Hylleraas. En premier 
lieu l’opérateur H appliqué à ® donne : 


Z hstr$o — E) RO 
He (— 2? + x)? Are 2 (s? — Le PET c dre > 
4s( rio — P ) 
Posons À — on et multiplions par 9 : 
à el 
Ho —(— 22 + pig + + Au ae. 
On en tire : 
Aë—27su d? 
Z 2 dris 
rs Te FENETRE NE Rene. 
ae Ne] s 


Pour l'intégrale qui figure au numérateur la marche du calcul est 
la même que pour Njo]. On aboutit à : 


25, —97s du Le. Ra a PROD res NE _97s 
& [ae (rt À Po 2 [ (3 $ Z _ s’e v(s)d 


Cette intégrale se calcule comme l'intégrale (16) et a pour expres- 


sion : 
228, 
n—=1 
avec 6, — "OP ES) a,. On a une relation de récurrence ana- 
logue à (18) 
__1  (r+4lan+ai) p_ nin+4) 
Eaar (n— ir +i)n +38) Z(n—2jn +32) Pn—2e 


15 
Les premières valeurs sont B—oetfh—;5%. 


Nous avons finalement pour E les expressions équivalentes : 


fa s I d 
dl (3 s? — 7 — %) s?8—?27: v(s)ds 
2 
er a —2Z 
1e (; s? LR z + ) s’e—2Zsp(s)ds 


D. 


E —— 7 + y +7? 


E=—-Z2+p+22 


J'ai calculé pour Z— 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9 la fonction E'(u.) et déter- 
miné la valeur de w pendant E minimum. Puis j'ai confronté lé énergie 
de l’état fondamental calculée ainsi avec la valeur (6). Ensuite j'ai 
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calculé les énergies d’ionisation ] données par les deux procédés et 
je les ai comparées aux valeurs expérimentales collectées par 
Ch. E. Moore [4], et publiées en 1948. Les résultats sont consignés 
dans le tableau suivant : 


RE 
Z| km | Em) (‘)| E’(om) (*) | om) (?) [UÆm) (?) | Jobs. (1 |obs.— I(m) (?) 
He I 2lo,41— 5,756— 5,695) 23,053], 23,883| 24,580 0,697. 
Li II 310,57 — 14,510[— 14,445) 94,o71| 74,945] 75,619 0,674 
Be 11 | 4lo,70o— 27,262[— 27,195] 152,27 | 153,18 | 153,850 0,67 
B IV | 5lo,80|— 44,o13|— 47,045] 257,68 | 258,61 | 259,298 0,69 
(DU 60,89 — 64,763|— 64,695] 390,3: | 391,24 | 391.986 0,79 
N VI | 7lo,97/— 89,514|— 89,945] 550,12 | 591,06 | 551,925 0,87 
O VII! 8|1,04|— 118,264|— 118,195) 737,14 | 738,08 | 739,114 1,03 
F VIII] glr,11l— 191,014 — 150,945| 951,38 | 952,32 | 953,60 1,28 


() Unités Rydberg. 
(2) Volts. 


Nous pouvons faire les remarques suivantes : 
Le paramètre u, — k% d'où l’on a déduit k, varie en fonction 
de Z suivant une loi sensiblement linéaire, représentée presque exac- 
tement par : 


Um —= 0,192 — 1). 


2. La différence E'(6,) — E'(4,) part de la valeur 0,061 pour Z— 2, 
augmente un peu au début puis de plus en plus lentement jusqu’à la 
valeur 0,069 pour Z—g. La précision relative sur le calcul de E est 
donc d'autant moins améliorée que Z est plus grand. 

3. Corrélativement, l’écart avec la valeur expérimentale, qui passe 
d’abord, pour une cause à trouver par un minimum faiblement accusé, 
augmente assez rapidement avec Z. 
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L’ANISOTROPIE MOLÉCULAIRE 
DU POUVOIR ROTATOIRE NATUREL : 


ÉTUDE THÉORIQUE ET EXPÉRIMENTALE 


Par Maurice LÉVY 
Attaché de Recherches au C. N. R.S. 


« Ceux qui aiment à pousser le 
détail des sciences méprisent les 
recherches abstraites et générales, et 
ceux qui approfondissent les principes 
entrent rarement dans les particula- 
rités. Pour moy, j'estime également 
l’un et l’autre... » 

Leisniz. 
(Lettre à Foucher, 1692.) 


SOMMAIRE. — L'objet du présent travail, qui se divise en trois par- 
ties, est l’étude de l’anisotropie moléculaire du pouvoir rotatoire naturel, 
par l’intermédiaire des effets d'orientation produits par un champ exté- 
rieur. 

I. — La première partie traite de la théorie générale de l’anisotropie 
moléculaire de la rotation naturelle, établie sur la base de la théorie 
quantique du pouvoir rotatoire. On étudie notamment les propriétés de la 
rotation produite par une molécule individuelle, la forme d’une surface 
de gyration qui lui est liée, et l’on discute des différentes applications 
au moyen du modèle de Kuhn, traité sous forme quantique. 

On examine ensuite, du point de vue théorique, l’action d’un champ 
électrique ou magnétique sur le pouvoir rotatoire d’un milieu isotrope : 
d’abord l’action d'un champ électrique sur la rotation des molécules non 
polaires, puis celle d’un champ électrique ou magnétiqne longitudinal ou 
transversal sur l’activité optique des molécules polaires ou paramagné- 
tiques. La théorie prévoit, en particulier, une variation de l’effet avec 
l’azimut de la vibration incidente. La discussion de l’ordre de grandeur 
des effets que l’on peut attendre montre qu’il est difficile d'observer 
eeux-ci à la température ordinaire, sauf dans des milieux à structure très 
particulière, mais qu’aux très basses températures, les effets peuvent 
atteindre la saturation. 

II. — La deuxième partie rend compte des trois groupes d’expériences 
qui ont été réalisées pour,mettre en évidence l’action d’un champ exté- 
rieur sur la rotation naturelle. 

10 On étudie d’abord l’action du champ magnétique sur le pouvoir 
rotatoire de l’oléate de cholestéryle qui présente, à l’état mésomorphe, 
une phase cholestérique atténuée coexistant avec la phase smectique. Un 
champ magnétique longitudinal augmente le pouvoir rotatoire, et cette 
variation croît avec le champ de façon approximativement parabolique. 
La rotation magnétique proprement dite obéit à la loi de Verdet à l’état 
liquide ; il n’en est plus de même à l’état cholestérique. L'ellipticité 


154 MAURICE LÉVY 


diminue faiblement sous l’action d’un champ longitudinal élevé. — Une 
variation du pouvoir rotatoire et de l’ellipticité sous l’action du champ 
transversal est également observée. Elle dépend de l’angle « qui fait la 
vibration incidente avec la direction des lignes de force. 

20 On décrit ensuite les expériences effectuées aux très basses tempé- 
ratures sur l’action du champ magnétique sur la rotation naturelle du 
sulfate de nickel hexahydraté. Celle-ci est modifiée par le champ entre 
1,36 et 2003 K ; le pouvoir rotatoire augmente en valeur absolue pour les 
raies jaune et verte du mercure, et dimioue pour la raïe indigo. Dans 
tous les cas, la valeur absolue de l'effet passe par un maximum pour une 
certaine valeur du champ, puis décroît dans les champs élevés. On observe 
également une action du champ transversal, qui varie avec l’orientation de 
la vibration incidente de la même façon que pour l’oléate de cholestéryle. 

30 On rend compte enfin d’un troisième groupe d'expériences, relatif à 
l’action du champ électrique sur le pouvoir rotatoire du sel de Seignette 
cristallisé dans le domaine « ferro-électrique ». En l'absence de champ 
électrique, on observe une forte dépendance entre la rotation naturelle et 
la température, entre les deux points de Curie. Cette variation s’accom- 
pagne de l'apparition d'une ellipticité dans la lumière transmise, qui 
s’annule pratiquement pour certains azimuts de la vibration incidente. 
De même, un champ électrique statique ou périodiquement interrompu 
modifie fortement le pouvoir rotatoire. Cette modification dépend de la 
température et du temps de charge. Pour des valeurs de ces variables 
convenablement choisies, elle atteint la saturation complète. 

III. — La troisième partie sera publiée ultérieurement. 


INTRODUCTION 


4. Position du problème et définitions. — On sait que le pouvoir 
rotatoire naturel se présente sous deux formes (!) : certains cristaux 
isotropes, uniaxes et biaxes sont optiquement actifs, mais perdent 
cette propriété en solution. Leur activité optique tient à la dissymé- 
trie (?) de leur édifice cristallin. D'autres cristaux optiquement actifs 
conservent la propriété en solution. Par ailleurs, des milliers de sub- 
Stances amorphes sont douées, à l’état liquide ou en solution, de pou- 
voir rotatoire : leur activité optique tient à la dissymétrie de leur 
édifice moléculaire. On distingue donc « le pouvoir rotatoire de 
structure » et le « pouvoir rotatoire moléculaire ». 

Nous appelons « anisotropie moléculaire du pouvoir rotatoire 
naturel » la propriété suivante : la rotation naturelle d’une molécule 
individuelle varie avec l'orientation de celle-ci par rapport au trièdre 


() Pour MES les définitions et généralités concernant le pouvoir rota- 
toire naturel, nous renverrons le lecteur aux traités géné 
généraux de Bruhat [44 

et de M. J. P. Mathieu [62]. a 


L <a employons ce mot au sens de Pasteur : absence de centre et de 
Plan de symétrie. 
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de propagation (!). On ne mesure en solution que le pouvoir rota- 
toire moyen des molécules orientées dans toutes les directions de 
l'espace. Dans un cristal, quand un pouvoir rotatoire de structure ne 
s’y ajoute pas, la rotation observée résulte de la composition des 
différentes orientations des molécules formant la cellule unité. Les 
rotations mesurées sont donc des « rotations apparentes », la rota- 
tion vraie de la molécule étant demeurée jusqu'ici inaccessible à 
l'expérience. Nous ne pouvons mieux faire, pour caractériser la situa- 
tion, que citer M. Longchambon, qui écrit dars sa thèse [54] : « On 
admet généralement que le pouvoir rotatoire de la molécule est 
variable avec la direction ; cette hypothèse est sans fondement expé- 
rimental; la meilleure preuve serait sans doute l'exemple du sucre 
cristallisé, mais il est aussi logique d'admettre que la variation 
constatée est Le fait de la structure. Or il est d’un intérêt capital de 
connaître, si elle existe, la variation du pouvoir rotatoire de la molé- 
cule, car on pourrait alors contrôler bien des hypothèses faites sur le 
mécanisme du pouvoir rotatoire et la structure de la molécule. Mais 
les mesures actuellement exécutées sur les liquides ne nous donnent 
qu’une moyenne du pouvoir rotatoire dont il est impossible de rien 
tirer ; c’est ainsi qu'elle n’a pu servir de mesure au degré de dissy- 
métrie de la molécule. Celles effectuées sur des solutions sont encore 
moins utilisables ; c'est qu'en effet, la valeur trouvée n’est plus en 
général le fait de la molécule elle-même mais bien de l'ensemble 
solvant-corps actif. Sans nier l’intérêt de ces mesures en tant que 
renseignements d'identification, on peut dire qu’elles ne peuvent 
conduire à la solution du problème fondamental : la connaissance 
du pouvoir rotatoire vrai et sa variation en fonction de la direction. » 


2. Historique. — La notion d'anisotropie de la rotation naturelle 
ne s’est imposée qu’assez lentement à l’esprit des physiciens, en même 
temps d’ailleurs que celle, plus générale, d’orientation moléculaire. 
En 1864, Briot [43] émet l'hypothèse que l’action d’un cristal dans 
des directions de propagation de la lumière inclinées sur un axe 
optique résulte de la simple superposition de sa biréfringence et de 
son pouvoir rotatoire, c'est-à-dire que la rotation naturelle ne varie 
pas avec l'orientation de la direction de propagation. Gouy [30], qui 
construit sur cette hypothèse une théorie bien connue, n’admet pas 
autre chose. Les écarts à la théorie de Gouy que l’on observa rapide- 
ment, dans le quartz par exemple, conduisent Voigt [85] à introduire 
une anisotropie de la rotation naturelle, mais celle-ci reste macrosco- 


(:) Nous appelons « trièdre de propagation » le trièdre formé par l'in- 
=> 
duction électrique D, l'induction magnétique B et la normale au plan 


onde torts d t ordre 
onde 7x pris ans cet or : 
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pique : c'est une propriété de l’ensemble du cristal, attribuable à sa 
structure plutôt qu’à celle des molécules composantes. Plus nette- 
ment encore, les expériences de Pocklington-[72] et Dufet [23] sur les 
cristaux biaxes, qui mettent directement en évidence l’anisotropie 
« macroscopique » de la rotation naturelle, amènent Chipart [17] à 
introduire la définition d’une surface de gyration. Celle-ci s’obtient 
en portant sur chaque direction à partir d’un point quelconque du 


cristal, une grandeur égale à (P étant la rotation naturelle); mais 


cette propriété reste liée à l’ensemble du cristal. Il faut attendre la 
théorie de l'orientation moléculaire de Langevin [44] pour que les 
notions très simples qu’elle introduit pénètrent l'ensemble de la phy- 
sique moléculaire. Ce sont alors les travaux capitaux de MM. Born et 
de Mallemann qui mettent nettement en évidence la notion d’aniso- 
tropie moléculaire de la rotation naturelle. Cette propriété est impli- 
citement contenue dans la théorie de M. Born [10] qui, après avoir 
calculé la rotation naturelle d’une molécule individuelle, effectué une 
moyenne étendue à toutes les directions de l’espace, afin de pouvoir 
comparer le résultat avec les mesures expérimentales. Elle est peut- 
être plus nettement mise en valeur dans la théorie de M. de Malle- 
mann [54], qui s’est laissé guider entièrement par la théorie de 
Langevin. M. de Mallemann a d’ailleurs eu le mérite d'étudier 
complètement par le calcul la superposition de la rotation naturelle 
et d’une biréfringence accidentelle, compte tenu de l’anisotropie de 
la molécule. 

Depuis, M. Rosenfeld [75], qui a transposé en théorie quantique la 
théorie de M. Born, et M. Kirkwood [36], qui s’est efforcé d'exprimer 
la formule de M. Rosenfeld en fonction des polarisabilités des 
groupes composant la molécule, on fait usage de moyennes, admet- 
tant donc implicitement la notion d’anisotropie moléculaire de la 
rotation naturelle. 

Les travaux expérimentaux destinés à mettre en évidence une telle 
anisotropie n'ont pas été très heureux en général. Nous passerons en 
revue les tentatives qui, à nôtre connaissance, ont été faites (1), et les 
indications qu'on peut en tirer quant à la question qui nous occupe. 

La première tentative expérimentale paraît être due à Faraday [25], 
qui rechercha, sans succès d’ailleurs, si la rotation magnétique des 
corps doués de pouvoir rotatoire naturel pouvait être dissymétrique 


(!) I est souvent difficile de prendre connaissance des tentatives n'ayant 
pas abouti à des résultats positifs. Celles-ci, dont la connaissance serait 
pourtant bien utile à qui désire reprendre la question, ne sont générale- 
ment pas mentionnées dans les publications. Les essais effectués par 


MM. J. Becquerel et R. de Mallemann nous ont été signalés par les auteurs 
eux-mêmes. 
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pour des valeurs égales et opposées au champ. Pat la suite, Voigt [86] 
ayant montré qu’un tel phénomène ne pouvait être mis en évidence 
que pour des corps à forte rotation naturelle, Vieth [84] observa cette 
dissymétrie pour une substance mésomorphe cholestérique : l’anisal- 
amino-méthylcinnamate d’éthyle. Ce résultat, sur lequel nous 
aurons l’occasion de revenir, présente certains caractères discutables ; 
il traduit d’ailleurs une action du champ magnétique sur la structure 
cholestérique et non sur la rotation moléculaire. 

M. J. Becquerel effectua ensuite, vers 1908, une tentative sur le 
cinabre, lequel a l'avantage de posséder simultanément un gros pou- 
voir rotatoire naturel et une forte rotation diamagnétique. Cette 
tentative ne fut pas davantage couronnée de succès. 

M. de Mallemann ne fut pas plus heureux en soumettant un liquide 
optiquement actif à l’action d’un champ électrique longitudinal [54]. 
Par contre, l'étude expérimentale en champ électrique {transversal 
de la superposition de la biréfringence électrique et de la rotation 
naturelle a montré, pour la carvone, dont la biréfringence électrique 
est très forte, des écarts systématiques à la théorie de Gouy, lesquels 
ne peuvent être attribués qu’à l'orientation moléculaire, puisqu'il 
s'agit d’un liquide. Ces écarts sont cependant assez faibles et peu 
supérieurs aux erreurs expérimentales. 

Plus récemment, MM. Kunz et Babcock [42] ont cru pouvoir 
annoncer une action du champ électrique transversal sur la rotation 
naturelle du 2-1 menthyl-3-nitrohydrogène phtalate, mais ces résul- 
tats ont été démentis par la suite [48], l'effet observé paraissant dû 
principalement au dichroïsme électrique produit par des particules 
en suspension dans le liquide étudié. 

En ce qui concerne les résultats obtenus par M. Longchambon sur 
les cristaux biaxes, une variation de la rotation naturelle avec la 
direction d'observation est particulièrement nette. D'une part, le 
pouvoir rotatoire de certains cristaux est différent le long des deux 
axes optiques ; d'autre part, la rotation cristalline observée est très 
différente de la rotation moléculaire en solution rapportée au même 
poids de matière. Mais il est impossible de séparer, dans ce cas, 
l’effet de la structure cristalline de celui de la dissymétrie molécu- 
laire. Pour le sucre cristallisé, par exemple, la maille cristalline 
comporte 4 molécules, et il n’est pas douteux qu’un pouvoir rotatoire 
de structure se superpose au pouvoir rotatoire individuel de chaque 
molécule. Il en est de même des autres cristaux étudiés par M. Long- 
chambon : celui-ci a cru trouver une exception dans le rhodio-trioxa- 
late de potassium [52]. Se basant sur le fait que la symétrie D; du 
cristal est identique à la symétrie moléculaire, déduite de la configu- 
ration connue des complexes de Werner, il a cru pouvoir en conclure 
que les molécules du cristai sont orientées parallèlement les unes 
aux autres. Une comparaison avec les mesures à l’état liquide aurait 
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montré alors directement l'existence de l’anisotropie de la rotation 
naturelle. Mais ces conclusions ne paraissent pas valables. La struc- 
ture des molécules à l'intérieur du cristal n’est certainement pas la 
même qu'en solution, en raison des déformations produites par les 
forces intermoléculaires. Ceci est confirmé par l'analyse récente de 
ce complexe aux rayons X, qui attribue à la maille cristalline 
3 molécules, ce qui paraît confirmer l'existence d’un pouvoir rotatoire 
de structure. Seul peut-être de tous les cristaux étudiés par M. Long- 
chambon, l'acide tartrique peut, comme nous le verrons, apporter 
une confirmation intéressante à l'hypothèse de l’anisotropie de la 
rotation moléculaire. 

Il nous reste à dire un mot de la question de la rotation naturelle 
des liquides polaires et de l’action d’un solvant polaire sur le pouvoir 
rotatoire naturel d’un liquide. Les expériences de MM. Rule [76] et 
McLean [67] sur l’action d’un solvant polaire, puis celies de 
M. Betti [81 sur l’effet produit par la substitution d’un groupe polaire 
dans la molécule active, ont montré l’existence d’une variation de la 
rotation naturelle proportionnelle au carré du moment permanent. 
Ce phénomène paraît être la conséquence d’une déformation des 
molécules sous l’action du champ «semi-cristallin » produit par les 
molécules voisines [4, 21}, et non d’une action d'orientation sous 
l'influence de ce champ, laquelle, en moyenne, semble devoir s'an- 
nuler. C'est bien cette idée qui a guidé la théorie de MM. Beckmann 
et Cohen |2}, qui paraît être en accord satisfaisant avec l'expérience. 

En résumé, si l’existence d’une anisotropie moléculaire de la rota- 
üon naturelle paraît très vraisemblable, les preuves expérimentales 
en sont à peu près nulles. Les difficultés auxquelles se heurte l'étude 
expérimentale tiennent, d’une part, à la petitesse des effets suscepti- 
bles d’être observés, d’autre part à la compiexité des phénomènes 
qui se superposent. [l nous faut discuter maintenant des moyens que 
l’on peut utiliser pour prouver l'existence de cette anisotropie et les 
résultats que l’on peut en espérer. 


3. Possibilités d'étude expérimentale. — Deux moyens s'offrent à 
nous : effectuer une comparaison des pouvoirs rotatoires moléculaire 
et cristallin dans certains cas favorables ; introduire une direction 
privilégiée dans le milieu considéré par l'application d’un champ 
magnétique ou électrique. 

a) Comparaison entre le pouvoir rotatoire moléculaire et le pou- 
voir rotatoire cristallin. — Cette opération n’est possible que sous 
certaines conditions : 

— ll faut se limiter à la contribution d’une seule bande d’absorp- 
tion, car la superposition de plusieurs bandes compliquerait notable- 
ment le problème. Il est donc nécessaire, ou bien de séparer la 
contribution des diverses bandes actives comme l’ont fait MM. Kuhn 
et Braun pour l'a-azidopropionate de méthyle et MM. J. P. Mathieu 
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et M. Ronayette pour le camphre cyané, ou bien de choisir une sub- 
stance où une seule bande est active. 

— I] faut que les dispersions rotatoires à l’état liquide et à l’état 
cristallin aient été étudiées en détail, de façon à pouvoir calculer avec, 
une précision convenable les forces rotatoires. 

— Il faut que la structure cristalline soit telle qu'aucun pouvoir 
rotatorire de structure ne se superpose à la rotation moléculaire. Seul, 
l'acide tartrique nous a paru satisfaire à toutes ces conditions. Cette 
question présente une grande importance historique par l'ensemble 
des recherches qu’elle a suscitées et des problèmes physico-chimiques 
qu'elle a posés ; nous l'étudierons en détail dans un article qui sera 
publié ultérieurement (1). 

b) /ntrodaction d'une ortentation privilégiée par action d'un 
champ électrique ou magnétique. — C’est le seul moyen direct de 
mettre en évidence le phénomène qui nous occupe. Nous étudierons 
au chapitre II le problème théorique qu’il pose en général : nous 
montrerons que les efféts qui peuvent exister sont si petits à la tempé- 
rature ordinaire pour des milieux à structure normale (liquides ou 
cristaux) qu'il faut renoncer à les observer. C’est ce qui explique les 
échecs répétés auxquels toutes les tentatives dans ce sens ont abouti. 
Il est donc nécessaire, ou bien de s'adresser à des milieux à structure 
anormale (colloïdes ou substances mésomorphes), ou bien de se 
placer aux très basses températures, où l’action d'orientation par le 
champ extérieur est plus efficace en raison de la très forte diminu- 
tion de l’agitation thermique. 


4. Division de ee travail. — Nous nous sommes trouvé dans l’obli- 
gation de rechercher systématiquement des conditions expérimentales 
particulièrement favorables qui puissent donner des résultats positifs. 
Cette obligation a rendu difficile l'intégration des résultats expéri- 
mentaux, fatalement plus compliqués, dans le cadre de la théorie 
générale. Ceci justifie le plan de ce travail : 

1° Dans une première partie, intitulée « Etude générale », nous 
examinons le problème théorique de l’anisotropie de la rotation 
naturelle et la théorie générale de l’action d'un champ polarisant sur 
la rotation naturelle d’un milieu isotrope. 

20 Dans une deuxième partie, intitulée : « Etude expérimentale », 
nous exposons les résultats des trois groupes d'expériences que nous 
avons réalisées pour montrer l’action du champ électrique ou magné- 
tique sur la rotation naturelle. 

30 Enfin, dans une troisième partie, intitulée : « Discussion théori- 
que des résultats expérimentaux », nous nous efforçons d'analyser et 
d'interpréter les résultats de la deuxième partie en séparant, dans la 
mesure du possible, les différents effets qui y concourent. 


(:) Cf. M. Lévr, G. R. Acad. Sc, 1949, 229, 419. 
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PREMIÈRE PARTIE 


ÉTUDE GÉNÉRALE 


CHAPITRE PREMIER 


Etude théorique de l’anisotropie molécuiaire 
du pouvoir rotatoire naturel. 


I. — Rappel de certains résultats 
de la théorie du pouvoir rotatoire. 


Nous ne développerons pas ici un exposé des théories du pouvoir 
rotatoire naturel. Le lecteur pourra se reporter, pour tous les détails, 
au livre de M. J. P. Mathieu [62]. Nous nous contenterons donc de 
rappeler les résultats dont nous ferons usage par la suite. 


4. Théorie quantique de l’activité optique [75]. — La théorie quan- 
tique du pouvoir rotatoire naturel a été établie par M. Rosenfeld dans 
le cadre de la théorie de Heisenberg. Il nous paraît plus commode de 
l’exprimer dans celui de la mécanique ondulatoire, comme l’a fait 
M. Condon [18]. 

On obtient, pour les moments électriques et magnétiques induits 
par l'onde lumineuse dans une molécule individuelle située dans 
l’état (a), les expressions suivantes : 


Pa = + > 7——[rrure) (aiplbXbipja E | 


09) sm} (apib(b)p/a). El à 
( +amane) (a/plb(b/mja). H}—5m}(a/pibXb/ma) A} |, 


; mr) Re Lervute À (a/m)b)(bipja) E | 
— 3m \(a/m/bXbipla).È |. 


: es te . 
Dans ces expressions, (a/p/b) et (a/m/b) désignent les composantes … 
matricielles des moments électrique et magnétique de la molécule 
non perturbée correspondant à la transition (a b), et vx la fréquence 
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caractéristique liée à cette transition (). Re(s) et Sm(z) désignent 
respectivement les parties réelle et imaginaire de s. 

Pour calculer la rotation observable en solution, en l’absence d’une 
direction privilégiée, il est nécessaire d'effectuer sur les expres- 
sions (1”) et (1") une moyenne étendue à toutes les orientations possi- 


2 ne , 
bles de (a/p/b) et (a/m{b), l'angle de ces vecteurs étant maintenu 
constant. 


Es 1 
On trouve pour p, et m, les expressions : 


EN Rae A 
(2) Pa—=% E + BR H—%H, 
— TS Ve rie 
Ma = fa + Ya E 
avec : 
! RE a us 
(37) EME 27 (alt), 
s = s +... —> 
(31) = Dr = Re  (a/plb).(b/m/a) }, 
b a 
ur 4 C 1 TES ae 
(8) Ve ui 2, 97 À (a/p/6).(b/rafa) } 


(*) Rappelons que, si p(q, q) est le moment électrique lié au mouvement 
des électrons et des noyaux de la molécule non perturbée, on peut lui asso- 


cier l’opérateur : 
> RES 
P\T 2q/° 


Les composantes de la matricc moment-électrique sont alors définies par 
l'expression : 


CHDERFAITE 


où +, et Ÿ, sont les fonctions d’onde liées aux états (a) et (b) et où Ÿ, désigne 
la fonction conjuguée de 44. Une définition analogue peut être donnée par 


la matrice moment-magnétique en considérant le moment m(q, q) qui 
résulte du mouvement orbital des particules de la molécule non perturbée. 
Les matrices moments électrique et magnétique sont des « matrices-vec- 
teurs ». La matrice moment électrique est autocommutable, tandis que la 
matrice moment magnétique est axiale. On peut construire à l’aide des 
matrices-vecteurs une géométrie matricielle sur laquelle nous ne nous 
étendrons pas ici (voir par exemple [20]). 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mars-Avril 1950). Il 
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Le terme Ê, ne contribue à la rotation naturelle qu'au deuxième 
ordre [48]. Celle-ci, exprimée en radians par centimètre, est propor- 


tionnellé à y, et s'écrit : 


16TN n?+2 V2 
(4) Dies LS 22 ET Ras, 
avec : 
_ 2e 
(5) Ra 9m Ÿ (a/p}b).(b/mJa) Ÿ. 


ra désigne, dans la formule (4), la probabilité qu’a la molécule de 
se trouver dans l’état initial (a). 

On remarque que la « force rotatoire » R,4 est égale à la partie 
imaginaire du produit scalaire d'un vecteur polaire par un vecteur 
axial; c’est un pseudo-scalaire possédant les propriétés de symétrie 
qui conviennent à la rotation naturelle. 


2. Modèle moléculaire de M. Kuhn [#1]. — M. Kuhn a fait usage 
dans ses travaux d’un modèle moléculaire très simple qui lui a permis 
une discussion féconde des résultats expérimen- 
taux concernant l'activité optique. Nous en 
ferons nous-même un large usage dans la suite 
de ce travail. Les calculs de M. Kuhn ont tou- 
jours été effectués de manière classique. Mais 
M. Condon a montré que le modèle de Kuhn 
pouvait être traité sans difficulté par la méca- 
nique ondulatoire. C’est cette dernière méthode 
que nous utiliserons dans la suïte, afin de ne 
pas rompre l’unité de nos calculs. Il va sans 
æ dire que les deux modes de traitement de ce 


RQ modèle sont complètement équivalents quant 
Fr aux résultats. Nous ferons de la théorie de 
Dee M. Condon un exposé plus détaillé que le pré- 


ÿ ù : cédent, car nous aurons besoin dans la suite de 
ER FR SAAUe certaines expressions liées au modèle de Kuhn 
qui ne figurent pas dans les mémoires originaux. 

Deux particules 1 et 2, de masses m, et m,, 

de charges e, et e,, sont soumises à des oscillations linéaires harmo- 
niques couplées dans deux directions rectangulaires O,x, et O,y, 
(fig. 1). Les points O, et O,, distants de d, sont les positions d’équi- 


libre des particules. L'énergie potentielle du système s’écrit, compte 
tenu du couplage : 


2 


(6) Uk + kotiÿo + = hay}, 
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où æ, et y, sont les coordonnées à l'instant { des deux particules, res- 
pectivement suivant les directions O,x, et O,y,. 
L'énergie cinétique est donnée par la formule : 


(7) : ) =— mt! ts _ may}. 


On passe de x, et y, à un système de coordonnées normalisées £, 
et &, par les relations : 


(8) Li(m,)/2—E, cos à + Ë, sin «, 


Yan) = — Ë, sin a + Ë, cos a, 
æ étant défini par : 
ki F3, 
(9) LE == ) sin 24 + 


Avec ces nouvelles coordonnées, on peut exprimer U et T sous la 
forme : 


COS 24 —0O. 


= 


(10) = 2m (viéi + ve 22), 
+. : È 
L ,p2 2 
(11) T= (6 + 62), 
où : 
F RAA PER 8 5 : «|” 
= sl œ in & COS Fe sin 
J AT Pre < 
(12) RU VE FA 42 
vo —=— | — sin? « + sin à cos à + — cos? a| 
2 27 ma = , 


représentent les fréquences caractéristiques du modèle. 


>> pre ; k 

Soient 2, J, k, trois vecteurs unitaires portés par les axes du triè- 

dre Oxyz. La partie variable du moment électrique de la molécule 

s’écrit : 
el ei A €2 Er = es o DA € j) 

13 — (= cosaë— ——sinay } —— Sin ai + — cos a 4 

HU Ce m2 J JE % ee T Vme J Je: 

De même, le moment magnétique créé par le mouvement orbital 
des particules 1 et 2 prend la forme : 


HA se enr RTE Te 
ail rm el 
(14) Mere 5 } 
— [7 sin a+ cos ar [5 


Les composantes matricielles de &,, £,, &1, 6, se déduisent de la 
théorie quantique de l’oscillateur linéaire harmonique. Les niveaux 
d'énergie sont définis par deux nombres entiers n, et n,. Le passage 
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de l’état (n,, n,) à l'état (n,, n,) se traduit par l'apparition des compo- 
santes données par les relations : 


LR h \122 1/2 
(15) QPAUPIENLTE n)=X (+ ) (= _ d(72 n3), 
(16) (ns, En, n)==+ is) A(2e) Fa(ns, ne), 


et des relations analogues pour £, et £,. Dans ces formules, n; et na: 
ne peuvent prendre, en vertu du principe d'exclusion, que les valeurs 
respectives nr, +ietn,+1, le signe + ou — correspondant à celui 
qui figure dans (16); n; représente le plus grand des nombres n, et n;, 
et à est la fonction de Dirac. 

Dans le cas présent, seules quatre transitions fournissent des 
valeurs non nulles de la force rotatoire : ce sont celles qui font passer 
de l’état a(n,, n,) aux états b,(n, + 1,n,), bi(n, —1, n,), bn n2 + 1), 
bifn,, n, — 1). En fait, ces tamsusre sont liées deux à deux à la 
même fréquence caractéristique, ce qui fait qu’en définitive le modèle 
n’en comporte que deux. 

On trouve, tous calculs faits : 


L 2 


(ajplb) = =" LL cos ai — = sin), 
(G,im/a) PR. ne EAv ee cos a} 5 = sin az ai “x j", 
(a/p}b}) = qe cos FE sin a j 14 : be 


1 

27 
> d à 8 — 1/2 
(bilm/a)= 7 .i( i(Av,)/? Fe cos 2j” — = sin & \ 2) ; 


(7) 


Ma 


et des relations analogues pour les transitions (a— b,)et (a — ba). 
On en déduit les expressions des forces rotatoires moyennes défi- 
nies par la relation (5) : 


ET h d Cie Te 
Rio — +. SiD & Cos æ.(n I 
(18) 7 27 46" Voums (+), 
| R; h; see En eueE cos «.n 
ba — Ex MAT ELC (e à + . 
1. 27 ° 40° Vrum 1 


(19) 


il vient : 


ST: SN ANA cie 
(20) R=—R;,——.—.—— sin « cos a. 
2% 4e Vmims 
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Il. — Étude théorique de l’anisotropie moléculaire 
du pouvoir rotatoire naturel. 


4. Introduction. — Nous nous proposons d'examiner s’il est pos- 
sible, à partir de la théorie du pouvoir rotatoire, d’analyser de façon 
précise la variation de la rotation naturelle d’une molécule avec 
l'orientation de celle-ci par rapport au trièdre de propagation de la 
lumière. 

La première question qui se pose est de savoir s’il existe une sur- 
face de gyration liée au trièdre de propagation ({). 

Une telle définition a été tentée par M. de Mallemann [55]. Mais 
son analyse contenait un certain nombre d’erreurs qu’il a rectifiées 
par la suite [56]. Il est nécessaire en effet, pour qu'une telle surface 
de gyration puisse exister, qu’il soit possible de déterminer un vec- 
teur, lié à la molécule, dont l’orientation par rapport au trièdre de 
propagation suffise à fixer le pouvoir rotatoire. Ce vecteur jouerait, 
en somme, par rapport à la molécule, le rôle de l’axe optique d’un 
cristal uniaxe. Or, on peut définir le pouvoir rotatoire par un tenseur, 
le tenseur de gyration, qui, à la différence du tenseur de polarisabi- 
lité, n'est pas symétrique. On sait qu’un tenseur non symétrique peut 
être décomposé en deux parties : une partie symétrique, équivalente 
à un ellipsoïde ; une partie antisymétrique, équivalente à un vecteur 
axial. Le pouvoir rotatoire est donc défini, non par un, mais deux 
vecteurs liés à la molécule. Nous avons rappelé, dans la première 
partie de ce chapitre, que le pouvoir rotatoire moyen (la moyenne 
étant étendue à toutes les orientations possibles de la molécule) est, 
en fait, proportionnel au produit scalaire de ces deux vecteurs. C’est 
ce qui caractérise la symétrie macroscopique de la propriété d'activité 
optique : la rotation moyenne est un pseudo-scalaire, qui s’annule 
quand la molécule possède des éléments de symétrie de deuxième 
espèce. Nous montrerons qu’il en est de même du pouvoir rotatoire 
d’une molécule individuelle dont l’orientation par rapport au trièdre 
de propagation est déterminée. 


(t) Il convient de remarquer dès maintenant qu’il y a deux manières 
de définir une « surface de gyration », et que cette dualité n’a pas tou- 
jours été clairement perçue. Outre celle que nous définissons ici, on peut 
chercher s’il est possible d'introduire une « surface de gyration » liée à la 
molécule, analogue à l’ellipsoïde de polarisabilité. C’est une surface 
obtenue en portant sur toutes les directions issues d’un point fixe de la 
molécule une fonction du pouvoir rotatoire que possède celle-ci quand la 
lumière se propage dans la direction correspondante. Pour que ceci soit 
possible, il faut que le pouvoir rotatoire d’une molécule individuelle ne 
dépende que de son orientation par rapport à la direction de propagation 
de la lumière. Nous aborderons ce problème au $ 6. 
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Pour discuter de ces questions de façon plus précise, nous pren- 
drons pour base la théorie quantique du pouvoir rotatoire. Celle-ci 
présente l'inconvénient de faire intervenir des grandeurs complexes, 
mais, en contre-partie, les formules sont plus condensées, et par 
conséquent plus faciles à manier. Par ailleurs, peur des raisons de 
rigueur et d'unité, c’estelle que nous prendrons pour point de départ 
de l'étude de l’action d’un champ extérieur sur le pouvoir rotatoire 
naturel et il nous paraît préférable de l’introduire dès maintenant 
dans nos calculs ({). 


2. Expression du pouvoir rotatoire d’une molécule individuelle. — 
Les formules (1), qui donnent les valeurs des moments électrique et 
magnétique induits par l’onde lumineuse incidente dans une molécule 
individuelle font intervenir des sommes de vecteurs qui ne sont pas 
portés, en général, par les axes du trièdre de propagation. On peut 
les décomposer en vecteurs portés par ces axes. Les composantes 
suivant la normale au plan d’onde n’interviennent pas dans les pro- 
priétés optiques de la molécule. Il reste des expressions de la forme : 


— 


Pa=%a E + da + PaH — ÿY:H, 
(21) A 
ee > SE > Pre 
Ma = à, H + Ô,H + LE + y E. 

Les coefficients «,, œ,, 8, à, ne contribuent pas à la rotation natu- 
relle; B, et B, n’y contribuent qu’au deuxième ordre (?). Les coeff- 
cients y, et y, jouent seuls un rôle prépondérant dans l'expression du 
. pouvoir rotatoire. Nous les appellerons « paramètres rotatoires prin- 
cipaux ». Leurs expressions sont les suivantes : 


+ >) 
(22) ne > aim (ajp/6).H(b/ma).H 4 
I I => 7 > ee 

(23) BE D om (af) He) { 


On voit immédiatement que y, et y, sont des pseudo-scalaires, et 
que, par suite, les propriétés de symétrie de l'activité optique 
moyenne sont valables également pour l’activité optique d’une molé- 


(*) Le lecteur sera peut-être frappé de la place importante que nous 
avons attribuée dans notre travail au modèle Kuhn. C’est que la simplicité 
de celui-ci nous a permis de pousser assez loin la discussion de nos résul- 
tats, ce qui n'aurait pas été possible si nous nous étions borné aux for- 
mules générales. 


() Voir, par exemple, E. U. Condon [48], p. 444. 
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cule individuelle. Une moyenne de , et y, étendue à toutes les orien- 
tations possibles de la molécule conduirait au résultat : 


(24) Va Ye 


Nous allons examiner ce que devient le pouvoir rotatoire d’une 
molécule individuelle dont l'orientation par rapport au trièdre de 
propagation est fixée. Pour simplifier nous écrirons les expressions 

— 


=> 
de p, et m, sous la forme : 


— 


> > 
(25) Pere 
—> 
ER A CE 
Imaginons un milieu composé de molécules fixes, parallèles entre 
elles, et toutes situées dans l’état (a). La polarisation par unité de 
volume de ce milieu a pour expression : 


> — 
(26) { PENp;; 
(MN; 


> > ne 
D —:E — gH, 
(27) Het > 
B=H + J'E, 


:, get g' étant liés à «,, y, et ya par des relations évidentes. 
En dérivant les équations (27) par rapport au temps, en négli- 


geant les termes en H et E (ce qui revient à négliger les termes en 


get g°),et en portant les valeurs de E et H ainsi obtenues dans (27), 
on trouve : 


Eé 
E — = (D + gB), 
(28) ta 
— 1 É 


Si nous cherchons des solutions de la forme : 


£ 
— — ani (it — — > 
D—(D°: + D! je de + Dj, 
(29) Le L (e n£ 
amiv | £ — 


_. — 
B — (B° à + B: j)e le. NE 


168 MAURICE LÉVY 


Er . . . . # 
où £ et j sont deux vecteurs unitaires rectangulaires situés dans le 
plan d'onde, les équations de Maxwell permettent d'écrire : 


Bi, ——— (D: + 2rivgB:), 

By = (D: + 2rivgB,), 
(30) Dre . (eB: — 2xivg'D:), 
Di — © (eB, — 2rivg D). 


Ces équations linéaires et homogènes ne sont compatibles que sa 
la relation suivante est satisfaite : 


ê RE En C'éreO L a mie D 
(31) ni=f[i4+ GT Lier, 
où l’on a posé : 
aTivq y __ 2Tg" 
(32) TE) OI RS 


Par suite, si l’on tient compte du fait que g et g' sont petits devant, 
on trouve que les indices de propagation des ondes polarisées circu- 
lairement droite et gauche en lesquelles se décompose la vibration 
incidente sont donnés par : 


mr gg) +91]: 


(33) - _- Tv TV 

= Vi 9) + +9), 

et, par suite, le pouvoir rotatoire est donné par une expression de 
même genre que (4), mais où l'expression de R,, est différente : 


Guns 2 5m) 2 (a/pib).H(6/mja).A — à (a/mb) E(bjp/a). . 


3. Recherche, dans le cas général, d’une surface de gyration liée au 
trièdre de propagation. — Nous ferons une esquisse du problème 
général de la recherche d’une surface de gyration liée au trièdre de 
propagation, sans pousser trop avant la discussion, en raison de l’ex- 
trême complication des calculs, et aussi pour certaines raisons que 
nous indiquerons à la fin de ce paragraphe. 

Le problème peut être posé de la manière suivante : il faut trouver, 
liée à la molécule, une direction Oz dont on fixe la position par rapport 
au trièdre de propagation, telle que la valeur du pouvoir rotatoire ne 
soit pas modifiée par une rotation quelconque de la molécule autour 
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d'elle. Nous remplacerons les 4 vecteurs complexes (a/pib), (b/pja), 


> — 
(a/m|b), (b/m/a) par 4 vecteurs réels définis par les relations : 


— > — 

| a/plb) =} + de, 

+ — 

—> — > 

) (a]m/b)}=%, + iX, 

= 

(bimla)=X — ik. 
Dans ces conditions, on peut écrire R,, sous la forme suivante : 
5 > es — — 
3 re . — . > . — e. 
Ro 3 À [0e H)03.H)— (nr. H)Q.H) 


2 


(36) 


— — =. _ 
1 7 >: Hi > 
+5 [ (2. E)03.E) — (M.E)X.E)] {. 
Considérons un trièdre Oxys lié à la molécule dans lequel 


À, À, As, À, possèdent les cosinus directeurs suivants : 
5 M, bise (1, 2, 8,4). 


Considérons ensuite un trièdre OXYZ lié à l’onde lumineuse tel 
> + 


que les vecteurs H et E aient dans ce trièdre les cosinus directeurs : 


DE BIT, — ( — cos axcos h, 
(37) H%%6; E « sin 6, 
cos «, sin « cos P, 


« et B étant deux angles fixes dont la signification est évidente. Intro- 
duisons les angles d’Euler 6, +, Ÿ du trièdre Oxyz par rapport à 


OXYZ. Les angles 0 et + fixent l'orientation de OZ par rapport à 
Oxyz. Par suite, une rotation de la molécule autour de OZ ne fera 
varier que l’angle d. Le problème revient donc à déterminer les 
angles 0 et ? en fonction des cosinus directeurs (a;, b;, c;) de façon 
que, quels que soient les angles à et 6, R,, soit indépendant de Y. 
En explicitant Ry, on trouve d’abord pour les produits scalaires : 


— 
(38) NH P, cos Ÿ + Qisin +R; 
avec : 
P,—(a;cos y —b;sin?)sina—A;sina, 
(39) Q;——(a;sin y cos 0 + b;cosecosô—c;sin0)sinbsina 


——. D,sSin, 
R;—(a;sin ® sin 8 + b;cos 9 sin 0 + c;cos D)cos a — Gi; cos à. 
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De même on trouve : 


Di? Le , j 
{4o) X.E —P;cos Ÿ + Qisin& + R;, 
avec : 
P; — —cosacos BA;+ sin £B;, 
(41) Q;— cos x cos BB; + sin PA;, 


R; — sin « cos BC. 

On trouve finalement que R,; est une expression de la forme : 
{h2) Ru =T, cos? 4 +T, sin cos Y +T,cos 4 +T,sinÿ + T;, 
et que, par suite, on doit avoir : 

(43) PET the di 0! 


Les T; sont des combinaisons linéaires et indépendantes des expres- 
sions suivantes, qui doivent donc être également identiquement 
nulles : 


(44) 2 ; 
| A,C; + C,A; — A,C, — A,C, —o, 
B,C; + C,B; — B,C, — B,C, — 0. 


Ces équations sont incompatibles dans le cas général où les à,, b;, ci 
ne sont pas liés par d’autres relations que : 


2 2 2 
ai + bi + ci 1. 


Il serait possible de déterminer quelles relations doivent exister 
entre les @i, b;, c; pour que le système {44) ait une solution. Pourtant, 
nous ne pousserons pas la discussion plus avant, car l'intérêt d’un tel 
calcul n’est pas en rapport avec sa complicativn. 

Il convient de remarquer, en effet, que le pouvoir rotatoire d’une 
molécule isolée et fixée n’est pas, en général, mesurable expérimen- 
talement. L'introduction d’une direction privilégiée dans un milieu 
physique quelconque n’assure pas, même à la saturation, la fixation 
rigide des molécules parallèlement les unes aux autres. Seule une 
direction liée à chaque molécule est fixée, les molécules étant dispo- 
sées de toutes les manières possibles autour d'elle. Il en est de même 
des milieux possédant une structure particulière, comme les substan- 
ces mésomorphes, dont l’orientation mutuelle des molécules ne se 
traduit que par la disparition d’un ou deux degrés de liberté. Il n'ya 
que le cas, d’ailleurs extrêmement rare, des cristaux actifs compor- 
tant uniquement des molécules parallèles ou antiparallèles entre elles 
ui puisse permettre la mesure du pouvoir rotatoire d’une molécule 
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isolée, et encore faudrait-il considérer l'influence de l’agitation ther- 
mique. De toutes façons, ce cas est si rare qu’il vaut mieux l’examiner 
en particularisant les données de la structure plutôt qu’en lui appli- 
quant des formules générales inextricables. Par conséquent, le seul 
problème qu'il soit utile d'étudier dans le cas général est celui de 
la détermination du pouvoir rotatoire moyen d’une molécule dont 
une direction est fixée, et sa variation avec l'orientation de celle-ci. 
On peut définir ainsi uue « surface de gyration moyenne » liée au 
trièdre de propagation. La méthode de calcul la plus commode sera 
donnée au chapitre II, p. 4o et 44. 

Nous allons examiner maintenant les problèmes posés par l’aniso- 
tropie moléculaire de la rotation naturelle en utilisant le modèle de 
Kuhn dont la simplicité nous permettra un examen plus approfondi 
de chaque cas. 


&. Utilisation du modèle de Kuhn : recherche d’une surface de gyra- 
tion liée au trièdre de propagation. — Le trièdre Oxys, lié à la molé- 
cuie, est celui qui a été défini à I, $ 2. Dans le cas particulier de la 
molécule de Kuhn, on a pour les 4 forces rotatoires : 


A Er 
Dh — 0. 


Nous nous bornerons à considérer la force rotatoire R,. Si l’on pose :: 


a srpe,L e0s 
À = a,[ =) (u,1—u,J), 
cop 2, —> ms 
L=— a(=) (uy1—u,J), 
(5) a dns Len More 
u—— je 2 ) (u,t —u;J), 
6 dfh {[m\i2, > > 
M + ju (2) (u;t—u,J), 
avec : 
1 / A \1/2 
(46) dx (= 
(21 LA e2 : 
(47) Ui—= Tt cos «, U, Etes sin &, 
on peut écrire : 
SUN ET to QE 
BR Ra, + Ray + } (Ou H)Ou-H) + On. HA. H)] 
(48) SANT Er 


+2 LR). E) + (EN. EN L 
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En introduisant les angles d’Euler 6, E et 4 du trièdre Oxyz par 
rapport à OXYZ, on obtient pour R, l'expression : 


(49) R—T. a [Ticos?y +T,sindcost+T;cosd +T, sind +T,;|, 


T,, T;, Ts. T, étant des combinaisons linéaires en Ê et y des trois 
expressions suivantes qui doivent être identiquement nulles : 


A — ou,u, sin? 0 + (ui + ui)(1 + cos? 6) sin 29 —0 
(50) B — (ui + ui) cos 8 cos 29 — 0 
C —(uf + ui) sin 8 cos 29 — 0. 


Le terme constant T; possède la valeur suivante : 


T; = (sin? 6 cos 28 sin? y + sin? $ + cos? $ cos? y) 
(51): [uyu, — (ui + ui) sin o cos »] 
+ sin? y[u,u, + (ui + ui) sin cos 6] + cos Ê sin y cos y.B. 


Il n'existe pas de valeurs de 9 et + annulant simultanément A, B, C 
si u, et u, sont quelconques. Deux cas particuliers seulement permet- 
tent de résoudre les équations (50) : 

a) u,—u,;—=u: Les équations (50) sont satisfaites si l'on prend : 


us 3T 
= Ed et 9 — Fa 

La valeur correspondante de T; est : 
(52) T; = au*(r — sin? B sin? y). 


Il existe un axe lié à la molécule, que nous appellerons « axe de 
gyration », parallèle à la bissectrice extérieure de l’angle xOy, et 
tel qu’une rotation de la molécule autour de lui ne modifie pas la 
valeur du pouvoir rotatoire. Dans ces conditions, on peut définir une 
surface de gyration liée au trièdre de propagation dont la forme est 
déterminée par l’équation (52). 

b) u,— — u, —v : Les équations (50) sont satisfaites pour : 


T T 
= — et Pt 
La valeur correspondante de T; est : 
(53) Ts = — 201 — sin? B sin? y). 


L’axe de gyration est, dans ce cas, parallèle à la première bissectrice 
de l’angle xOy. 

Examinons quelles relations doivent exister entre les coeffi- 
cients X,, X,, k,,. qui déterminent le mouvement des oscillateurs, 
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pour que l’un ou l’autre des cas a) et b) puisse se présenter. Si l'on 
écrit : 


nn COSQ = SIN 4%, 
Vu Vo 
c'est-à-dire : 
(54) 8 asp pre 


l'équation (g) permet d'écrire : 
(55) kis(eëm, — em) + 2e,e,(kim, — km) = 0. 


En résumé, nous avons montré qu'il n’existe pas, en général, de 
« surface de gyration » liée au trièdre de propagation. Celle-ci ne 
peut exister que pour des structures moléculaires particulières. 


5. Variation du pouvoir rotatoire sous l’influence d’une rotation des 
molécules autour de Oz. — Nous supposons dans ce qui suit que 
u, £ + u,, c’est-à-dire qu'il n'existe pas de surface de gyration liée, 
au trièdre de propagation. Nous nous proposons d'étudier la varia- 
tion du pouvoir rotatoire d’une molécule de Kuhn lorsque celle-ci 
effectue une rotation autour de OZ. Dans ce cas, les trièdres OXYZ 
et Oxys que nous avons considérés aux précédents paragraphes sont 
tels que les axes OZ et Os coïncident. On peut remplacer les angles 
d’Euler 8, o, d par un seul angle v,. Nous écrirons : 


> — — , 
| — Leos 9 + Fsin Pos 


(56) FÉES ar Fe 
{ J—=—Lsine, + J coso,. 
ue 
Nous écrirons de même les vecteurs H et E de la manière suivante: 


— 


— — 

H = sin BI + cos PK, 
(57) a — 5 ons 
E— — cos 8 sin yL+ cos y J + sin £ sin yK. 
Les formules (45) et(48) donnent, dans ces conditions : 


Sn ir : 
(58) R =. 5e LA +B sin 20, + C cos 29,], 
avec : 
A—uu(1 + sin? cos? y), 
(Ho B — (u? + u?) (sin? y — cos? f cos? y), 
C = 2(u? + u) sin y cos y cos É. 
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On vérifie que, si la rotation effectuée par la molécule est de 2r, la 
valeur moyenne de R, est donnée par l'expression : 


= 3 dñ ‘ 
(60) (Rues = 7 * %e .uqu,(1 + cos? y sin? £), 


et que, par suite, on retrouve la valeur (20) si l'on étend la moyenne 
à toutes les orientations possibles de Oz, ce qui donne : 


(61) sin? B cos y——+. 


Examinons rapidement la variation de R, au cours de la rotation : 
Le pouvoir rotatoire passe par un extremum pour la valeur de + 
définie par la relation : 


(62) : (tg 290)m — COS 21; 
Ror BR: 
ie à 
0 
I LS ST 
& è L 
Fig. 2. — Variation d’une force rotatoire de la molécule de Kuhn 


dans .une rotation autour de Os. 


où l’on a posé : 
(63) cotg n— TT F2 


Si te inféri Es : ? 
g reste inférieur à —, R, ne possède qu’un seul extremum. 


A titre d'exemple, nous avons représenté sur la figure 2, la variation 
de R,(9,)— R,(0) en fonction de +, lorsque l’on a : 


B==0 et Gesor 


On peut écrire d’ailleurs : 


Rilo)T 
(64) AR, Ry(9) — Ri(0) = (1 — cos 29), 
en posant : 
(65) Do A .dh (u? + u) cos $ cos2y 
ÊT 8 * 4e * amus(1 + sin? 8 cos? y) ° 
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6. Recherche, dans le cas général, d’une « surface de gyration » liée 
à la molécule. — Nous avons dit que, pour qu'il soit possible de 
définir une surface de gÿration liée à la molécule, il faut que le pou- 
voir rotatoire de celle-ci ne dépende que de son orientation par rap- 
port à la direction de propagation de la lumière. 

On sait que, dans un milieu isotrope composé d’un grand nombre 
de molécules possédant toutes les orientations possibles, le pouvoir 
rotatoire moyen observé ne dépend pas de l’orientation dans le plan 
d'onde du vecteur électrique qui caractérise la vibration lumineuse. 
Il est permis de se demander si cette propriété est due à une compen- 
sation statistique des effets individuels, ou si, au contraire, chaque 


molécule la possède en propre. De même, dans un cristal uniaxe ou 


biaxe, cette propriété, valable seulement suivant la direction du ou 
des axes optiques peut, ou bien appartenir à la maille considérée 
dans son ensemble, ou bien revenir à chacune des molécules qui la 
composent, abstraction faite, bien entendu, du pouvoir rotatoire de 
structure. | 

Nous allons montrer, dans le cas général, que c’est la deuxième 
hypothèse qui est vraie, c’est-à-dire que le pouvoir rotatoire d'une 
molécule individuelle ne dépend pas de l'orientation dans le plan 
d'onde de la vibration lumineuse incidente : il ne dépend que de 
l’orientation de la molécule par rapport à la direction de propaga- 
tion de la lumière. 


PPT Ai 

Soient }4, >> As À, les vecteurs réels caractéristiques ‘que nous 
avons introduits au $ 3. Leurs cosinus directeurs respectifs sont : 
As, B;, G; (4 — 1, 2, 8. 4), dans un trièdre OXYZ dont les axes OX 
et OY sont choisis arbitrairement dans le plan d’onde et dont l’axe OZ 
est dirigé suivant la normale à ce plan. L’angle Ë est celui que fait 
le vecteur électrique avec OX. On a par conséquent : 


I A me . = 
(1, H}=— A; sin + B; cos Ë, 
66 S 
(66) Prier | 
—(X.E)—=A cos € + B; sin Es 
E 
La force rotatoire définie par l'équation (36) s'écrit donc : 
3 

(67) Ro — 2 (AA; + B,B; — A,A, — B,B,;). 
Elle est indépendante de l’angle £. 

Il est donc possible de définir une « surface de gyration » liée à læ 


molécule. Pour la caractériser, nous remarquerons que la for- 
mule (67) peut s’écrire : 


(68) Ra +. — ch) — [RO R) — (RICK 
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4 . . , « . 0 
où K est un vecteur unitaire porté par la direction de propagation. 


> > 
En revenant aux composantes matricielles (a/p/b) et (b/m/a) on peut 
donc exprimer R,y sous la forme suivante : 


(69) Ra — à 5m! (a/pfb).(b/ma) — (alp/b).Ktb/mja).K |. 


Telle est l'équation qui définit, dans le cas général, la surface de 
gyration liée à la molécule. On remarquera que (67) n’est pas modifiée 


par le changement de Ken —K et que, par conséquent, le pouvoir 
rotatoire ne dépend pas du sens de propagation de la lumière, et 
qu’il est le même pour deux molécules se déduisant l’une de l’autre 
par une rotation de 180° autour d’un axe quelconque. 

Il est intéressant de préciser les conséquences que l’on peut tirer 
de cette étude en ce qui concerne les propriétés rotatoires des cristaux. 

a) Lorsqu'un cristal est composé de molécules actives parallèles 
ou antiparallèles entre elles, la surface de gyration du cristal coïn- 
cide avec celle de la molécule. En effet, il ne peut exister dans ce cas 
de pouvoir rotatoire de structure, et l'orientation de la direction de 
propagation de la lumière dans le cristal est la même pour toutes les 
molécules. 

b) Lorsque la maille du cristal est composée de plusieurs molécules 
actives se déduisant l’une de l’autre par des rotations différentes de o° 
ou 1800, sans que pour cela il existe de pouvoir rotatoire de struc- 
ture, la surface de gyration du cristal résulte d’une « composition » 
des surfaces de gyration des molécules contenues dans la maille qui 
ne sont pas parallèles ou antiparallèles entre elles. On pourra écrire 
une équation de la forme : 


(70) Ro — Ÿ 8m f(a/p}b).(bfma)— = Ya/pib).K(O/mJa).K k 


où n est le nombre des molécules de la maille qui ne sont pas paral- 


lèles ou antiparallèles entre elles et où (a/pjb) et (b/mi/a) désignent 
les composantes matricielles des moments électrique ou magnétique 
de la molécule d'indice : placées dans un trièdre OXYZ lié a 
cristal et correspondant aux transitions a—> b ou b— a. 
c) Si le cristal est doué d’un pouvoir rotatoire de structure pur, 
c'est la maille dans son ensemble qu'il faut considérer. On pourra 


‘ es + 

lui attacher des vecteurs complexes (a/p,/b) et (b/m,/a) qui représen- 
teront les composantes matricielles des moments électrique et magné- 
tique de la maille, liées respectivement aux transitions a—> b et b— a. 


La force rotatoire correspondante sera donnée par une expression de 
la forme : 


1) Ru 0m (a/plb).(b/mja)— (a/paib) KG/mQ/a).R l 
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d) Dans le cas le plus général, enfin, où se superposent le pouvoir 
rotatoire moléculaire et le pouvoir rotatoire de structure, la surface 
de gyration du cristal sera définie par les sommes des deux expres- 
sions (70) et (71). 


7. Surface de gyration liée à la molécule de Kuhn. — L’équation (69) 
Jointe aux équations (17) permet de déterminer la surface de gyration 
liée à une molécule de Kuhn. Nous pouvons écrire en effet, dans le 


FN <. . . > . 
trièdre Oxyz de I, $ 2, le vecteur unitaire K sous la forme suivante : 
(72) K — sin 8 cos ©: + sin 0 sin ® j + cos 0 k. 


Il vient par conséquent, compte tenu de (47) : 


2 


_ _ 2 
(a/p/b,).K — (= Æ +) (u, sin 0 cos © — u, sin 0 sin o), 


se AR AU 1/2 £ : : 
( (bima) K= ir (=) (a, sin 0 cos o — u, sin 8 sin &) 
et des relations analogues pour la transition ab. 

Par suite, la force rotatoire R, s’écrira, à l’aide de (17) et (69) : 


sd : 2 2 
(74) Riz. &c Luua,(s — . sin? o) - _. sin? Ü sin 2e |. 


On a encore : 
(75) R,——R,. 
En utilisant le pouvoir rotatoire moyen p défini par.(4) et (20), on 


. L . . . 4 
peut écrire le pouvoir rotatoire dans la direction K(0, +) sous la 
forme : 


(76) D dx = - sin? a: = . sin in) 


Cette équation définit complètement la surface de gyration liée à la 
molécule. 

Nous soulignerons une conséquence curieuse de cette équation : 
on sait que si le couplage des oscillateurs de Kuhn est nul, c'est- 
à-dire si #,, — 0, l’équation (9) prouve que sin 24 est nul également, 
et que, par suite, le pouvoir rotatoire moyen p disparaît. Il n’en est 
pas de même d’une molécule individuelle. En effet, annuler sin 2% 
revient à annuler l’une des quantités u, ou w,. Supposons, pour fixer 
les idées, que l’on ait « — 0, c’est-à-dire w, — 0. L’équation (74) et (75) 
permettent d'écrire : 


(77) R,=—R,——+ . Bai sin? 0 sin 29. 


Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mars-Avril 1950). 12 
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On voit ainsi que, dans le cas d'oscillateurs non couplés le pouvoir 


rotatoire dans une direction KR ne s’annule que si celle-ci est dirigée 
suivant l’un des axes du trièdre Oxys. c'est-à-dire suivant la direction 
du mouvement de l’un des deux oscillateurs ou suivant leur perpen- 
diculaire commune. Donc tout autre cas, la rotation individuelle n’est 
pas nulle : seule la rotation moyenne l'est. 

Examinons maintenant ce que devient l’équation (76) dans les deux 
cas particuliers que nous avons considérés au $ 4, pour lesquels il 
existe une surface de gyration liée au trièdre de propagation. Lorsque 
l’on a : 


UE) 


on peut écrire l'équation (76) : 
(78) e=<+pli—< sin? 0 (1 sin 2e) |. 


On voit sur cette équation, que pour ces cas particuliers, le pouvoir 


— 
rotatoire est maximum lorsque le vecteur K coïncide avec l’ « axe de 
gyration » de la molécule, et nul lorsqu'il est parallèle à la perpen- 
diculaire à cet axe située dans le plan xOy. 


8. Conclusion. — Nous avons montré que le pouvoir rotatoire d’une 
molécule individuelle possède trois des caractéristiques essentielles 
du pouvoir rotatoire moyen que l’on envisage habituellement : 

a) Il n’est pas compatible avec la présence dans la molécule d’élé- 
ments de symétrie de deuxième espèce. 

b) Il est indépendant du sens de propagation de la lumière. 

c) Il ne dépend pas non plus de l'orientation dans le plan d'onde 
de la vibration lumineuse incidente. 

Ces trois caractéristiques ne résultent pas, par conséquent, d’une 
compensation statistique des effets individuels, maïs sont attachés à 
la propriété d’activité optique : celle-ci ne peut exister sans elles. 

Nous avons envisagé également, pour caractériser l’anisotropie du 
pouvoir rotatoire naturel, l'existence de deux surfaces de gyration : 
de la première, liée au trièdre de propagation, nous avons montré 
qu’elle n’existait pas dans le cas général, maïs seulement dans des 
cas particuliers que nous avons précisés sur la base du modèle molé- 
culaire de Kuhn. De la seconde, liée à la molécule, comme l’est Pellip- 
saïde de polarisabilité, nous avons donné les principes caractéris- 
tiques dans le cas général et, de façon plus précise, dans Le cas d’une 
molécule de Kuhn. 
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CHAPITRE II 


Théorie générale de l’action 
d'un champ électrique ou magnétique 
sur le pouvoir rotatoire naturel d’un milieu isotrope [47]. 


Nous nous proposons d'examiner les propriétés rotatoires d’un 
milieu actif dans lequel existe une orientation privilégiée des molé- 
cules, par suite de l'application d’un champ extérieur, électrique ou 
magnétique. Nous supposerons qu’en l'absence de champ appliqué 
le milieu considéré est isotrope ; cette hypothèse est valable pour les 
gaz parfaits et, approximativement, pour les liquides. Nous revien- 
drons dans la troisième partie de ce travail sur les modifications qu’il 
convient d'apporter à la théorie quand les actions mutuelles des 
molécules ne peuvent plus être négligées, ce qui est le cas, par 
exemple, des cristaux paramagnétiques. 

Nous examinerons successivement l’action d’un champ parallèle à 
la direction de propagation de la lumière, puis celle d’un champ per- 
pendiculaire à celle-ci. 


I. — Action d’un champ longitudinal. 


L'introduction d’une orientation privilégiée au moyen d’un champ 
extérieur ne produit pas les mêmes effets suivant que les molécules 
qui constituent le milieu sont douées, ou non, d’un moment perma- 
nent. Quand il n’existe pas, dans la molécule, de moment permanent, 
l'orientation sous l'influence du champ s’exerce de la manière sui- 
vante : il apparaît dans la molécule un moment induit qui s’oriente 
sous l’action du champ appliqué. Quand la molécule est polaire ou 
paramagnétique, le moment induit est négligeable devant le moment 
permanent, et c’est celui-ci qui s'oriente sous l’action du champ. Les 
effets d'orientation sont nettement plus grands dans ce dernier cas. 

Nous examinerons d’abord l’action d’un champ électrique sur un 
milieu composé de molécules non polaires ; puis nous étudierons 
simultanément l’action d’un champ électrique sur des molécules 
polaires et celle d’un champ magnétique sur des molécules parama- 


gnétiques. 
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À. — ACTION D'UN CHAMP ÉLECTRIQUE SUR LE POUVOIR ROTATOIRE 
D'UN MILIEU FORMÉ DE MOLÉCULES NON POLAIRES 


. . . . à 7 £ 
L'onde lumineuse incidente induit dans une molécule située dans 
l’état (a) un moment électrique variable, dont l'expression est donnée 
par l'équation (1) du chapitre premier. La partie de ce moment qui 
est à l’origine du pouvoir rotatoire s'écrit : 


> 
(1) po=—+Y 5 - 5m (a/plb}(bima).H l. 
\ ru em Y 

Si nous écrivons : 
(2) Pa = (a/p/0)bim/a).H, 


le problème qui se pose pour nous est le calcul de la valeur moyenne de 
— 


es ste + . e . 
la composante de P,, dirigée suivant H (‘). Nous poserons pour sim- 
plifier l’écriture : 


—— 
(aiplb)=pa, … (fmla)= mx; 


l’expression (2) s’écrit donc : 


— 
— ee CR € € 


(3) PE Dit di): 


1. Caleul de Pr — Soit O un point quelconque de la molécule que 
nous supposerons fixe. Nous imaginons que tous les vecteurs dont 
nous examinons l'orientation ont pour origine ce point O ; ceci se 
justifie par le fait que les mouvements de la molécule que nous consi- 
dérons dans ce qui suit sont des rotations autour de O. 

Nous construisons, avec ce point pour origine, deux trièdres de 
coordonnées : le premier, OXYZ, est lié à l’onde lumineuse inci- 


BE: 3 5 , = m4 : 
dente : OX est dirigé suivant le vecteur électrique E, OY suivant le . 


. > - . > 
vecteur magnétique H, OZ suivant le champ appliqué E,. Le second, 
Oxyz, est lié à la molécule : Ox, Oy, Os sont parallèles aux trois axes 


(1) Il faut également tenir compte, comme nous l'avons montré au 
chap. Ier (II, $ 2), de la contribution du moment magnétique induit. Mais 
le calcul, très analogue à celui que nous faisons ici, aboutit au .même 


résultat. Nous avons donc éliminé le moment magnétique induit pour 
alléger notre exposé. 
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principaux de son ellipsoïde de polarisabilité. Dans ce trièdre, les 
nie ee" DTA MS } 
vecteurs pa et my, sont fixes et peuvent s écrire : 


(4) ee Par (Sin Ë cos n Fa + sin Ë sin J + cos Ë F 
— + 
(5). Ma = Mia (Sin & cos y 1 + sin xsin y] + cos æ h), 


= — 
k étant 3 vecteurs unitaires portés respectivement par Ox, Oy 


J 
Oz: Les angles &, n, x et y sont liés par la relation : 


(6) sin æ sin Ë cos (n — y) + cos x cos Ë — cos Yw, 


ROUES 
Ya étant l’ angle fixe que font entre eux Par Et Mia. 
Soient 6, et d les angles d’Euler qui définissent la position de 


Oxyz par rapport à OXYZ. Le moment induit par le champ appli- 


— : 
qué E, a pour expression : 


(7) Pi—E,sin 0 sin 6 £ + a, sin 8 coso 7 + «35 cos 0 k, 

æ, 2, «3 étant les polarisabilités principales de la molécule. L'énergie U 
— — 3 ÿ 

du moment p; dans le champ E, s’écrit : 


— — 
(8) U—— 2 Pi E——"-(e sin? 6 sin?e + a, sin? Ücos?v 2e cote 


SR: 
Le produit (m,,.H) qui figure dans (3) a pour valeur : 


Fac 
(9) ne ==NeTR El 
avec : 
V=—sinxcosy(cosvosind + sinvycosdcos0) 
ÿ9) — sin æsiny(sin sin Y— cos # cos d cos Ü) — cos x cos Y sin 6. 


Nous calculerons maintenant l’expression de la composante de 


P» dirigée suivant OY, qui intervient seule dans l'expression du pou- 
voir rotatoire : 


(11) PUY — pyMyaH [sin Ë cos n (cosy sin d ni sin o cos d cos Û) 
—sinËsinn(sinvsin® — cosvcos cos 0) — cosë cos Y sin 0]V. 
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9. Calcul de la valeur moyenne de PŸ. — Nous utiliserons la statis- 
tique classique de Boltzmann, ce qui, en l'absence de moment perma- 
nent, nous paraît justifié. Nous pouvons écrire : 


rit 
ÿ 6d6dod 
ip Le T sin ( (7 


U est défini par (8), P par (10) et (11). U ne dépend pas de Ÿ. On 
peut donc intégrer sans difficulté le numérateur et le dénominateur 
de (12) par rapport à cette variable; on obtient: 


(12) 


U(6.6) 


ie fes CRT A(8, ©) sin 8abde 
6=—0./ 9 —0 


pos 1 Erin 
(13) PI — = Para Ty NN PE ra = > Paie. 5» 


de JE e sin 6d6de 
0=—0./v—0 


A —sin Ë cos n sin x cos y (cos? + sin? cos? 6) 
+ sin Ësinnsinæsiny(sin?e +cos?o cos? 0) +cosE cos æ cos? 0 
(14) — (sin Ë cos n sin æ sin y +sin Ë sin nsin x cos y) cos ysinysin?0 
— (sin Ë cos n cos æ + cos Ë sin x cos y) sin cos Ü sin 0 
— (sin Ë sin r, cos & + cos Ë sin æ sin y) cos ® sin 0 cos 0. 


avec : 


a) Calcul de N. — Dans tous les cas qui se présentent pratique- 
Ü 3 ; , , : 
ment, ;% est petit devant l'unité et l'on peut développer l’exponentielle 


en série, en se bornant aux deux premiers termes du développement : 


(5 RS MR 
On peut écrire alors : 
Ej 
(16) N=N+N, x; 
avec : 
(17) N,— fe JL *_ A(B, 9) sin dde, 


et, en tenant compte de (8) : 


T T 
(18) ; N, 24 RAT MEONE pX a, sin? 0 cos? © + &, sin? 0 sin? o 
+ a; cos? 6) sin 0d6do. 
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En remplaçant, dans l'expression de N,, A(0, ) par sa valeur tirée 
de (14), on trouve, après avoir calculé des intégrales élémentaires : 


(19) N,—=% [sin Ë sin æ cos (n — y) + cos Ë cos x], 
et, en tenant compte de (6) : \ 
(20) ° N,—"% cos Ness 


Le calcul de N, n’est pas difficile, mais un peu long. On trouve, tous 
calculs faits : 


N, = i [os + 2(ax, + a,)] sin Ë cos n sin æ cos y 
(21) + [as + 2(43 + &œ,)] sin € sin n sin æ sin y 
+ [a, + 2(a, + «,)] cos Ë cos x F5 


ou encore, en tenant compte de (6) : 


 8T ed : 4 
5 (a, + a, + a) COS Yay — F5 (a, sin Ë cos n sin x cosy 


(22) 
+ à, sin Ë sin n sin & Sin y + &, cos Ë cos æ). 
b) Calcul de D. — Le calcul se fait de la même façon. On trouve : 
(29) D 2] : nez Fu d (a: + a3 + 2) | 


HE SN j Ej RES 
Nous développons le quotient en fonction de Ty °n nous limitant 


aux deux premiers termes, ce qui donne : 
I Es (@4 + œs + œa) 


4)$D — 7 COS Ya + FT 3 
—(a,sinécosnsintæcosy+a,sinésinnsinæsiny+æ;cosécosæ)]. 


COS Yab 


Soient à la polarisabilité moyenne de la molécule, c'est-à-dire : 


(25) Go = (ay + a + as), 


FL > > - Q . . # 0 
et b,, b,, b, trois vecteurs unitaires portés respectivement par les 
3 axes de l’ellipsoïde de Et posons enfin : 
(ES S 
(26) Bd = (HE=ils3, 8). 


Nous pouvons écrire : 


es > > > > 
(27) DE gr Pab : Ma + a. Lab Fe LP ma Des. pub. 
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En nous reportant à la définition de la force rotatoire R,; donnte au 
chapitre premier et en posant : 


> — 
(28) R?, — 5m | (a/pb).(b/mJa)$, 
il vient : 

Rw — Rs 


L = — 
G9)) +2 om Cr. irhe)— Sn (a (brie) 
k 


AVOC 102) 0 
Examinons ce que devient la formule (32) si l’on suppose que : 
ai == Ag — La — ob 
c'est-à-dire si : 
dm = 1 (!). 
On peut écrire dans ce cas : 
ne > — — _ 
D. (a/p/b)bx.(b/mJa) — (a/p}b).(b/mJa). 
k 
Par suite : 
(80) Ra = Re 
Ce résultat ne dépend pas, d’ailleurs, du nombre de termes conservés 
U 


dans le développement en série de e *. En effet, on aurait dans ce 
cas : 


US . ab E0 
Par suite : 
I Ei L E 
N=N, 2 ÉORT LÉ cos v 6 MANU IE 
et: 


(:) Cette hypothèse n'est pas incompatible avec l'existence du pouvoir 
rotatoire, car on sait que le tenseur de gyration est la somme du tenseur 
de polarisabilité symétrique, qui comprend les coefficients diago- 
NaUX &, &, &3, et d’un tenseur antisymétrique, qui est équivalent à un 
vecteur axial. Le pouvoir rotatoire n’est pas nul, si ce dernier ne l’est pas. 
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d’où : 
— 1 > — 
1 ee 3 H(Pas . Mia)» 
d’où l’on déduit (30). 
Par suite, le champ E, ne produit une variation du pouvoir rota- 
toire que si les molécules sont anisotropes, au sens habituel du mot. 


3. Ordre de grandeur de la variation du pouvoir rotatoire. — En se 
bornant à la contribution de la bande correspondant à la transi- 
tion (a + b), on peut écrire d’après (29) : 


2 


Ao Raë — he nPESS Eo 
nn Fe. 
avec : 
> > >  — 
dom { 5 bx.(a/p/6)bk.(b/myJa) j 
(32) Ya = I — 


+ + 

5m Ÿ (a/pj6).(6/m/a) } 

Xav étant compris entre o et 1, nous prendrons, pour fixer les idées 
I 

Xa — "T7 et: 


(33) FN Lies 


Le À EE 
3 ab nm +2? 


où N est le nombre de molécules par centimètre cube, c'est-à-dire : 
PUDE 


% étant le nombre d’Avogadro, d la densité et M la masse molécu- 
laire. En prenant, par exemple, n—1,5, M— 150 et d=—1,5, on 
obtient : 

2 


A E 
(35) (©), = 1,4 10770. + ; 
Pour T — 300 et E, — 30 000 volts/cm.— 100 u. e. s., on aurait : 
À 
a) Hngnet 


variation absolument impossible à déceler expérimentalement. Pour 
obtenir une variation relative de 1/1 000, ce qui représente, compte 
tenu de l’ordre de grandeur moyen du pouvoir rotatoire naturel, la 
limite des possibilités expérimentales, il faudrait se placer, avec 
le même champ de 30000 volts/cm., à la température absolue 
de 1,4.107* do, température que l’on sait réaliser, mais qu'il ne faut 
pas songer actuellement à utiliser comme bain thermostatique. 
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On voit donc qu’en l'absence de moment permanent, une modifica- 
tion, sous l’action d’un champ électrique, des propriétés rotatoires 
d’un milieu isotrope est. impossible à déceler, quelles que soient les 
conditions expérimentales. 


B. — ACTION D'UN CHAMP ÉLECTRIQUE OU MAGNÉTIQUE 
SUR LE POUVOIR ROTATOIRE DES MOLÉQULES 
DOUÉES D'UN MOMENT PERMANENT 


Nous ne séparerons pas, dans la mesure du possible, l’action d'un 
champ électrique extérieur sur les propriétés rotatoires d'un milieu 
polaire de celle d’un champ magnétique extérieur sur l’activité opti- 
que d’un milieu paramagnétique. L'étude générale de ces deux 
phénomènes conduit, en effet, à des calculs identiques. Quand il 
deviendra nécessaire d'adopter un modèle moléculaire particulier, 
nous limiterons notre étude aux molécules paramagnétiques soumises 
à l’action d’un champ magnétique extérieur. 


Nous appelons & le moment permanent et HF, le champ appliqué, 
dirigé, comme précédemment, suivant la normale à la surface d’onde 
incidente. Remarquons d’abord que l'existence du moment perma- 
nent ne modifie pas la valeur individuelle du pouvoir rotatoire d’une 
molécule ; en effet, ce sont les parties variables en fonction du temps 
des moments électrique et magnétique de la molécule qui intervien- 
nent dans les formules (1) du chapitre premier, c’est-à-dire comme 
nous l’avons souligné, les moments induits dans la molécule par 
l’onde lumineuse incidente. 


Il nous faut, comme précédemment, calculer la valeur moyenne du 
ns 
vecteur P», défini par l'équation (3), suivant la direction du champ 
- — 
magnétique H. 


4. Expression de PY. — Nous introduisons à nouveau le triè- 
dre OXYZ lié à l'onde lumineuse incidente. Par contre, nous lions à 
la moléculé deux trièdres rectangulaires différents. Le premier, 


y ne à EX . 
Ox5y020, est lié rigidement au moment permanent & : Oz, est dirigé 
suivant p; Ox, et Oy, sont choisis de telle façon que, w étant main- 


,» FES > . . 
tenu fixe, le champ magnétique H soit situé dans le plan x,0s,. Le 
second Oxyz est tel que Oz coïncide avec Oz,, Ox et Oy étant choisis 
arbitrairement dans le planx,0y,. Nous considérerons successivement 


d ier, 

eux mouvements de la molécule. Dans le premier, y est fixé, et la 
molécule tourne autour de lui. Ce mouvement se traduit par une 
rotation du trièdre Oxyz autour de son axe fixe Os. Dans le second, 
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le moment permanent se déplace dans le trièdre OXYZ; ce mouve- 
ment se traduit par un déplacement du trièdre Ox,y6529 par rapport 


à OXYZ. 


Soient Ô et y la colatitude et la longitude qui définissent dans le 
trièdre OXYZ (fig. 3). Les formules de passage de Ox,y,29 à OXYZ 
sont les suivantes : 


ee 
: (cos 0 1 — sin 8 cos K) 


PEN 
0 sin @ 


CRT qu [Sin 0 sin 4 cos & 1— (1 —sint6 sin?e) J 


_. 


+ sin 0 cos Ü sin oK] 


k, = sin 0 cos o1 + sin 6 sin 6) + cos 0K. 


L'angle « est lié à 6 et + par la 
relation : 


(38) cos « — sin 0 sin ©. 


Nous négligeons l’action du champ 
appliqué sur le moment induit par lui 
dans la molécule, et ne considérons que 
l’action du champ sur le moment perma- 
nent. La probabilité d'orientation de ce 
dernier est indépendante d’une rotation 


ÈS : 
de la molécule autour de y. Nous calcu- Fig. 3. 


lerons donc d’abord la valeur moyenne _ à 
Le moment p dans les trièdres 


a CP 
de P,srétendue à toutes les positions de Oxoyoco et OXYZ. 
Oxyz par rapport à Ox,y,£,. Dans 
e 


— 
ce dernier trièdre, on peut écrire py et My de la façon suivante : 


> : > . + > 
(39) Pa = Pa (sin Ë cos nt, + sin Ë& sin n7, + cos Ë 4;), 
— NPA 2: > > 
(Lo) Mpa = Ma (SIN & COS y 1, + Sin Æ Sin y Jo + COS To). 
— 


De même, on peut écrire le vecteur H : 


= > 


: e : > 23 
(41) H=H (sinay, + cos a k;). 


Les angles Ë, n, x et y sont toujours liés par l’équation (6). Lorsque 
le trièdre Oxys se déplace comme nous l’avons dit, les angles E et x 


188 MAURICE LÉVY 


mu: De 05 4% : 
demeurent constants, ainsi que y. Par suite, l'angle 9 —n l'est aussi. 
Nous poserons : 


(42) CUS é, 
et, par conséquent : 


COS Yab — COS Ë cos æ 
(43) cos — sin £ sin æ 


. D 2 . 5 
En projetant PA sur les axes de Ox,y,£,, on peut écrire : 


(4) | pe = parM 50H (sin Ë sin y sin « + cos æ cos à) 


: TA : . 7 ie 
X (sin & cos n à, + sin Ë sin n7, + cos & k5). 


— . . 
Quand y varie de o à 2r, l'expression moyenne de P,; se simplifie, 
et l’on obtient : 


=> I L . A . —— > 
pie > ParMuH (sin Ë sin æsinfsinat, 


. (45) 


— > u de 
+ sin £ sin æ cos { sin a J, + 2 cos & cos æcos « k;). 


Si nous revenons maintenant au trièdre OXYZ, nous pouvons 
écrire, en utilisant les formules (37) et (38) : 


———— > 


+ TN 
(46) Po ParmaHI[A(6, 9) 1 + B(6, 9) J + C(6, e)K|, 
où nous avons posé : 


[ A(8,+)=—sin Ë sin æ sin cos 0 — sinË sin æcos{sin? 6 sine cos # 
+ 2 cos Ë cos æ sin? 6 sin o:cos », 
B(8, 9) — sin & sin æ cos {(1 — sin? 0 sin? +) 
(47) na gén 
+ 2 cos Ë cos x sin? 8 sin? », 
C(8, 9) —=— sin Ë sin x sin f sin 0cos 
— Siné sin x cos { sin 8 cos Ü sin y + 2 cosé cosæcosäsinôsine. 


L'énergie du moment W dans le champ H, ne dépend que de 
l'angle 8. Par suite, on peut simplifier les formules (47) en calculant 


immédiatement les valeurs moyennes des termes où figure l’angle e. 
On obtient : 


——_—— 


A(0, ©) — sin E sin x sin { cos 6, 
(48)  B(6, o) — sin Ë sin æ cos { (1 + cos? Ü) + cos E cos æ(1— cos? 6), 
C(6, ©) — 0. 
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= 
Seule, la composante de P,, suivant OY donne lieu au pouvoir rota- 
toire. Nous écrirons donc : 


(49) PŸ = — BpaMyall, 


où, compte tenu de l'équation (43), on peut écrire B de la manière 
suivante : 


(50) B— — [cos Ya(1 + cos? 6) + cos Ë cos æ (1 — 3 cos? 0)]. 


Il reste à calculer cos? 8. 


2. Calcul de cos? 8. — Il est nécessaire, pour effectuer ce calcul, 
d'adopter un modèle moléculaire particulier. Nous l’effectuerons 
dans le cas de l'action d’un champ magnétique sur des molécules 
paramagnétiques. Celles-ci sont supposées rigides et libres d’effec- 
tuer des rotations dans toutes les directions. Pour le calcul en champ 
électrique, on pourra se reporter au livre de M. Van Vleck [82], cha- 
pitres VI et VII, où différents modèles moléculaires sont étudiés. 

L'état (a), dans lequel nous avons supposé la molécule, est défini 
par trois nombres quantiques n, m et J. L'énergie de la molécule 
dans le champ H, peut se mettre sous la forme : 


(51) Ni WW; 2e W,H, 5 W,;H5 2 CECI 
Dans le cas d’une molécule rigide et libre, cette expression se 
réduit à : | 

my. 
(52) Wamj = W5 — GE H,, 
où W, est l'énergie en l’absence de champ, m la composante du 
moment de quantité de mouvement dans la direction de H;, mesurée 
en unités quantiques —. Par suite : 


m 


(53) cos 0 — es 


Le nombre quantique m peut prendre les valeurs —J;—] les 
J—1,J. On en déduit : 


; I m +i m 
— (w-%#m) A ME 
Th mMm—= “ 
MN) er EE 
(24) cos 0 — HITS #1) on af 
Deer AE DE J 
J 
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où l’on a posé : 


:H 
(55) De 
On sait que cos Ô est égal à la « fonction de Brillouin » : 
1} 27 +1 1 2j . 1 
(56) Bu) — coth “—— u — 5 coth > = 


BÜ(u) est une fonction impaire, qui change de signe quand on rem- 
place u par — u. Elle intervient, comme on sait, dans le calcul de la 
susceptibilité magnétique des molécules et des ions libres | 82]. 


2 . 
Pour calculer cos 6, nous poserons : 


+] mn 
% m \v —=u 
RE = EN 
(97) Ù 2 J ) : 
On a par conséquent : 
re D I &S 
CR — 
(58) cos Pr —=gx É 


ti sh 21 : u 
(59) S=1+2%ch . eee 
m1 sh Fi 
Si l’on pose : 
(09) cos 5 — Bu), 


on obtient, en tenant compte de (56) et (58) : 
(61) Bu) — 2 +  — + coth + Bf/(u). 


Bÿ est une fonction paire, invariante dans le changement de u en —w. 


Les équations (49), (50) et (60) permettent d’écrire la force rota- 
toire R,, sous la forme : 


(62) Ro F 1 Li + BP(u)IRé + [1 — 3B(u) Ko + 
où l’on a posé : 


(63) R— 5m {(a/p}b).(b/ma)}, 


(64) Ka = 0m À w.(afp}b) à .(b/mja) }. 
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La formule (62) montre que l’on à : 
(65) Ras = Ras 
si R, et K,, sont liés par la relation : 
(66) : R% = 3K4, 


ou encore, avec les notations que nous avons adoptées : 


(67) COS É COR D — _ COS Ya. 


3. Comportement de R,; pour les faibles valeurs de v. — Nous pou- 
vons développer dans ce cas Bf{u) en série, en nous limitant aux 
deux premiers termes du développement. Il vient : 


e) = Res aa), 


et par suite : 


(69) Ro —Ru+ 7;  (Ru—3Kar)+ 55 nuls (Ra ni 
On voit sur cette expression que, pour les faibles valeurs de, la 
: Ê P FF 


variation du pouvoir rotatoire sous l’action du champ est proportion- 
nelle au carré de H,. 

Il convient de remarquer également que, si l’on fait tendre H, vers 
zéro, Ry ne tend vers R!, que pour les grandes valeurs de 7. Cette 
difficulté est classique dans l’ancienne théorie quantique. On sait que 


É ; È à RTE. : 1 —— 
la mécanique ondulatoire parvient à rétablir la valeur — de cos* 6 en 


l’absence de champ, en écrivant, au lieu de (55) : 


Q de UHo 
(55 bis) AE SU 
On obtient dans ces conditions : 
(61 bis) BP(a)=1— 3 coth > BJ(u), 
et, par suite, le développement en série de (68) donne : 
: 1 1  (27+3W2j—1) 
CS OR NO EP Rd 
et : 


: 3 — Ho 
(69 bis) Ro Rio + D ETIO (RU — Ka) (Te) - 
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Nous calculerons, à l’aide de cette formule, l’ordre de grandeur de 
la variation du pouvoir rotatoire sous l’action du champ Hs, en 
prenant le cas classique où j > +  . Si l'on se borne à la contribution 
au pouvoir rotatoire due à la bande correspondant à la transition 
(a = b), on peut'écrire : 


Le) RE à Ce) 
(70) (+ a — 30% | ET ).? 
avec : 
3K ab 
I Tab — 1 — 
(7 ) É He 


Te I 
Prenons, pour fixer les idées, rw — — , et : 


5he 
= 9 — krmc ? 


uw étant le magnéton de Bohr. Il vient : 


(72) (É) = 188.100. 


Pour T — 300° ou H;, = 30 000 gauss, on aurait : 


(73) re 1,88.10. 


Cette variation est encore trop petite pour être décelée expérimenta- 
. . Rs . Ï . 
lement. Mais pour atteindre une variation relative de —— , 1l suffit, 


avec le même champ de 30 000 gauss, de se placer à une température 
absolue de 4i°r. On voit donc qu’à condition d'appliquer le-champ H, 
à une température suffisamment basse, une variation de la rotation 
naturelle peut être décelée. JL convient de remarquer cependant que 
nous avons établi notre théorie en supposant que, dans le milieu 
considéré, les molécules sont capables de se mouvoir librement. 
Ceci n’est pas le cas des corps solides, qui pourtant peuvent seuls 
être étudiés aux basses températures. Nous reviendrons dans la 
troisième partie sur cette difficulté. 


4. Comportement de R,; à la saturation. — Lorsque z augmente 


indéfiniment, Bf(u) tend vers l’unité. La valeur correspondante de 
de R,y est : 


(74) Rai = £ (Ro — Kas). 
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Les moments permanents de toutes les molécules qui composent le 
milieu sont, dans ce cas, orientés parallèlement au champ appliqué. 
On peut écrire par ailleurs : 


| 1 d 3  dBÜ(u) 
(75) R!, du (Ro) — rx Tab + re . 


On voit, par conséquent, que le pouvoir rotatoire croît en valeur 
absolue si r,, est positif, et décroît en valeur absolue s’il est négatif. 
La figure 4 représente la variation du pouvoir rotatoire en fonction 
BH . 4 , Q 
deu— Fr, dans le cas typique où x,, est négatif, avec rw — — 4 et 
NE co. 


Fig. 4. — Variation de R4 en fonction du champ appliqué. 


Remarquons enfin que l'équation (74) fournit la valeur du pouvoir 
rotatoire moyen d'une molécule individuelle quand la direction de 
propagation de la lumière coïncide avec celle du moment permanent. 
Une généralisation immédiate montre qu’en l'absence de champ, la 
force rotatoire dans une direction quelconque définie par le vecteur 


=> - 
unitaire K est donnée par la relation : 


16) Raw—>5m|(a/p6).(bim/a) — (ajpjb).K{b/mJa).K |. 


Il ne faut pas perdre de vue cependant que cette valeur résulte d’une 
moyenne étendue à toutes les positions de la molécule qui se dédui- 


sent l’une de l’autre par rotation autour de K. 

On remarquera que l'équation (76) est identique à l'équation (69) 
lu chapitre premier, qui donne la force rotatoire d’une molécule fixe, 
orsque la direction de propagation de la lumière est représentée par 


e vecteur K. Il résulte de cette identité que la « surface de gyration 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mars-Avril 1950). 13 
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moyenne » liée au trièdre de propagation, dont nous avons parlé au 
chapitre premier (II, $ 3), a exactement la même forme que la « surface 
de gyration » liée à la molécule. 


II. — Action d’un champ traversal. 


Nous nous bornerons ici au cas des molécules douées d’un moment 
permanent. Il nous faut calculer à nouveau la valeur moyenne de la 


Hg . LL . . * 
projection de Px défini par l’équation (3), suivant la direction du 


ar . - . 
champ magnétique H de l’onde lumineuse incidente. 


A. Rotation moyenne produite par une molécule. — Nous introdui- 
sons encore les trièdres Oxoyozç et Oxyz 
liés à la molécule et définis de la même 
façon qu’à la page 33. Par contre, le 
trièdre OX, Y,Z, lié à l’onde lumineuse 
est différent de OXYZ : OX, est dirigé 
Y, suivant la normale à la surface d'onde; 


ŒOAZ, 


É : ns 
5x7 OZ, suivant le champ appliqué H, et 
OY, est choisi de façon que le trièdre 

— 


OX, Y,Z, soit direct. Le vecteur H est. 
situé dans le plan d’onde, et fait l’an- 


0 en 
ee gle 8 avec H, (fig. 5). 
Fig. 5. — Le moment y Soient 0 et + la colatitude et la longi- 
1è £ . Q TA e 
dans les trièdres Oxoyoso tude qui définissent & dans le trièdre 


FRET OX,X,Z,. Les formules de passage de 


Ox,y020 à O,X,Y,2,, sont les suivantes : 
b= [— (sin 0 sinv cos + cos0 sin OR 
. Er . - FE. 
+ sinÜcosv cos BJ, + sinôcosesin BK, |, 
5 jo = À sinf cos 9 (sin 0 sin ç sin 8 — cos O cos B)L 
— [sin 0 cos 0 sin cos B + sin B(1 — ns ô sin? 1, 
+ (sin 0 cos 0 sin o sin 8 + sin? 6 cos B)K, L 
ko—sinOcosol, + sin6sin®J, +cos0K,, 
> 


1, d,, K, étant trois vecteurs unitaires portés par OX,, OY, et OZ,. 
Les angles «, 8, 0 et « sont liés par la relation : 


(78) cos a — cos Ü cos $ — sin 0 sinv sin £. 
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— 
Dans le trièdre OX,Y,Z,, on peut exprimer H de la façon suivante : 
(79) H=— sin fJ, + cos ÊK,. 
. Re re El . 
Dans le trièdre Ox,y,2,, les vecteurs pa, My4 et H sont toujours 
définis par les équations (39) à (41). La valeur moyenne de P,, quand 
le trièdre Oxyz effectue une rotation autour de Oz,, est fournie 
par (45). Compte tenu des formules de passage (77), elle peut s’écrire : 


Er I — 


(80) Pas — ET Par iaH| A,(8, 9)L + B,(8, e)l, + C(6,+)K,], 


où nous avons posé : 


A,(6,9)— — sin £ sin æ sin { (sin 0 sin + cos 8 + cos Ü sin P) 
(81) | — sinésinxcos{(sin6cosôcose cos —sin?6sinvcosysinÊ) 
+ 2c0sË cos x (sin 0 cos Ü cos © cos 8 — sin? sine cose sinB), 


B, (8, 9) —= sin Ë sin æ sin { sin 0 cos v cos 8 
(82) | —sin sin æcos{{sinb6cosô sine cos 8 + sin P(1—sin?0 sin?o)] 
+ 2 cos Ë cos x (sin 0 cos 0 sin & cos 8 — sin*6 sin? sin B), 


+ sin Ë sin x cos { (sin 0 cos 0 sin sin Ê + cos? 0 sin Ê) : 


C, (8, 9) — sin Ë sin æsin {sin 0 coso sin Ê 
7 
+ 2 cos Ë cos x (cos 0 cos f— sinÜ sin sin Ê). 


La probabilité d'orientation de la molécule dans le champ H, étant 
indépendante de +, on peut simplifier immédiatement les expressions 
de A,, B,, G, en calculant les valeurs moyennes des facteurs qui 
contiennent l'angle ©. On obtient : 


A,(6,œ)—— sin Ë sin x sin fsin cos 0, 


è . - . CRETE 
(84) B,(0,0)——sin é sin æcosésinf (: 7 ni) 
— cos 6 cos æ sin P sin? 06, 
G,(9, ©) — sin Ë sin x cos £ cos $ sin? 0 + 2 cos E cos x cos Ê cos” 6. 
> ie 
Seule, la projection de P,, suivant H donne lieu au pouvoir rota- 
toire. Nous écrirons donc : 


(85) Pa(H) = + Quo(8, 0) Paru, 
où, compte tenu de (43), Q(P, 0) s'écrit : 


Gatbr0 = : [cos Yas(1 + cos? 0) + cos £ cos æ (1 — 3 cos? 0) 


+ cos? 8 (cos Ya — 3 cos Ë cos æ)(1 — 3 cos? 0)]. 


(86) 
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La valeur de cos? 6 a été calculée à I, B, 8 2, équations (60) et (61). 
La force rotatoire en champ transversal RŸ peut donc s’écrire : 


À RO {[1 + BP(u)] + cos? F1 — 8B(u)]| 


(a + : Kan(1 — 3 cos? Br — 3Bÿ(u)], 


où R°, et K sont définis par les équations (63) et (64). mx 
R® dépend donc de l'angle $ que fait le champ appliqué H, avec le 


champ magnétique H de l'onde incidente. Il est plus commode de 
l’exprimer en fonction de l'angle w que fait le champ appliqué avec 
le vecteur électrique qui définit la vibration incidente polarisée recti- 
lignement : 


RG À | Rufr + BP(u)] + Ka[t — 3BŸ(u)]} 


(88) 3 . 0 (2) 
ner: sin? (Ro — 3K4)[ 1 — 3B;"(u)]. 
Si nous appelons R{? la forme rotatoire correspondant à la même 
valeur H, du champ appliqué parallèlement à la direction de propa- 
gation, on peut écrire, en tenant compte de (62) et (71): 


(89) RD — RU + À ruRolt — 3BP(u)] sin’. 


Sous cette forme, on voit que, pour une même valeur absolue du 
champ appliqué, la force rotatoire en champ transversal est égale à 
celle en champ longitudinal quand la vibration lumineuse incidente 
est parallèle aux lignes de force. Si x, est positif, elle diminue avec 
l'angle w ; dans le cas contraire elle augmente. 

Comme pour le cas du champ longitudinal, on a : 


RP R9, 
si : 
cos Ë cos œ — _ COS Yab- 
Pour les faibles valeurs de u, on peutécrire, compte tenu de (69 bis) : 
T L 1 (27 +3)(27 — 1) . H,\? 
(90) RA—RD—— CRETE Ta Sin? & X (+) : 


Les formules (89) et (go) montrent que la variation du pouvoir 
rotatoire en champ transversal est sensiblement du même ordre de 
grandeur que celle en champ longitudinal. 


À la saturation, RŸ a pour valeur : 


T' 3 : | 
(gr) R9 — R? ES Tao sin? w, 
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ou encore : 
(92) RD = Res + + (1 — 3 sin? w)(R°, — 3K4). 


Par une généralisation immédiate de cette équation, on obtient la 
valeur de la rotation moyenne perpendiculairement à la direction 


— 
définie par le vecteur unitaire K, la moyenne étant étendue à toutes 
les positions de la He ects qui se déduisent l’une de l’autre par une 


rotation autour de Ke s 


(Ru) = + 5m À (a/p/b).(bjmja) — (ajplb). K(b/m/a).K 


(93) 3 { > — — >  — — } | 
— 5 9m ((a/pi6).(b/m/a) — 8(a/p}b).K(b/m/a).Kÿ (K.É}, 


— 
E étant le vecteur électrique de l’onde incidente, 


2. Rotation produite par un ensemble de molécules. — La force 
rotatoire R}> définie par l'équation (88) correspond à la valeur 
moyenne du pouvoir rotatoire d’une molécule individuelle, Celle-ci 
peut d’ailleurs s’écrire si on se limite à une seule transition (a —b): 

167? v? 


(94) Tab — She 2 Ro 


2 
Vab — Ÿ 


ra étant exprimée en radians. Nous avons supprimé, dans la repré- 
sentation de R,, l'indice (T) qui alourdissait l'écriture. Il estentendu 
que toutes les rotations considérées ci-dessous sont celles qui existent 
en présence d’un champ transversal. 

Rx dépend de w. Si le pouvoir rotatoire par unité de longueur du 
milieu considéré est petit (de l’ordre de 1 ou 2 degrés par exemple), 
on peut l'exprimer par la relation : 


(95) Lab — Nre, 


N étant le nombre de molécules par unité de volume. Dans le cas 
contraire, il faut tenir compte du fait que la vibration polarisée recti- 
lignement en un point quelconque du milieu ne fait pas le même 
angle avec le champ appliqué que la vibration incidente. 

Nous poserons, pour simplifier l’écriture, que le pouvoir rotatoire 
moyen d’une molécule situé à la distance x de la surface d’entrée du 
milieu est égal à : 


(96) Lao = Pol 1 + Ka Sin? w(t)|; 
r, et ka sont définis .u les équations : 

Tr? ee ‘ 
O7 ru. 7 — | Rulr + BP(u)]+ Kai —3B(u)]}, 


véb 
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et : 


(98) EE A PROS Ka NE BP LOT 


Fi 2 
ee VD 


: DT NE 
Le pouvoir rotatoire par unité de longueur du milieu s'écrit dans 
ces conditions : 


N d 
«0 pu fératrydr 


d étant l'épaisseur totale du milieu. o 
Le calcul de p,, exige donc la connaissance de w(æ). Cette fonction 
est définie par l'équation intégrale du premier ordre suivante : 


(100) ox) = w4 + Nr], Tr + fus sin? u(E)]dE, 
et par suite : 

ka “4 EN JE 
(101) wir) =, + Nr(s + ) cet = Nravkan , 05 26(E)dE. 


Dans les équations précédentes, w, est l’angle que fait, avec le champ 
appliqué, la vibration qui tombe sur la face d'entrée du milieu. 

Dans ces conditions, le pouvoir rotatoire par unité de longueur p» 
est donné plus simplement par la relation : 


Li 


(102) Par — 7 [w(d) — 0]. 


3. Conclusion. — Nous avons, dans ce chapitre, calculé la variation 
du pouvoir rotatoire d’un milieu isotrope sous l’action d’un champ 
électrique ou magnétique longitudinal ou transversal. 

Nous avons montré que, si les molécules du milieu sont dénuées 
de moment permanent, cette variation ne peut être décelée expéri- 
mentalement. En ce qui concerne les milieux polaires ou paramagné- 
tiques, notre étude a montré que l’on peut mettre en évidence l'action 
orientatrice du champ appliqué sur la valeur du pouvoir rotatoire, à 
condition de se placer à une température suffisamment basse. 

Nous reviendrons, dans la troisième partie de ce travail, sur les 
modifications qu'il faut apporter à la théorie développée dans ce 


Chapitre lorsque les actions mutuelles des molécules ne peuvent plus 
être négligées. 
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DEUXIÈME PARTIE 


: ÉTUDE EXPÉRIMENTALE 


CHAPITRE II 


Etude optique de l’oléate de cholestéryle 
à l’état mésomorphe. 
Action du champ magnétique [481. 


I. — Introduction. 


4. Propriétés des substances mésomorphes. — Depuis leur découverte 
par Reinitzer [74] et Lehmann [46], les « cristaux liquides », appelés 
depuis et plus justement « substances mésomorphes », ont fait l’objet 
d'un grand nombre de travaux. Indépendamment de leurs propriétés 
particulières, ces substances permettent d'obtenir, par leur caractère 
intermédiaire, des aperçus souvent importants de la structure des 
cristaux et des liquides. Nous n’entrerons pas ici dans une description 
détaillée de leurs propriétés. On pourra se reporter pour cela au 
travail fondamental de G. Friedel [28], ou, mieux encore, à la mono- 
graphie de M. Mauguin, parue dans le Traité de Chimie de 
Grignard [66]. Nous nous contenterons seulement'de rappeler cer- 
taines de leurs propriétés qui seront utiles dans la compréhension de 
‘ce qui suit. 

On sait que G. Friedel a montré la nécessité de diviser les états 
mésomorphes de la matière en trois états : nématique, smectique et 
cholestérique, ce dernier n'étant peut-être qu'un cas particulier de 
l'étatnématique.Indépendamment de leurs autres propriétés — souvent 
très différentes — un moyen commode de distinguer ces trois états 
est d'observer une préparation entre deux lames de verre assez rap- 
prochées. 

Les préparations nématiques et smectiques présentent, dans ces 
conditions, les caractères de lames cristallines uniaxes taillées perpen- 
diculairement à l’axe optique. Cependant, les préparations nématiques 
observées au microscope polarisant entre nicols croisés présentent un 
grand nombre de petites taches noires ou lumineuses qui résultent des 
fluctuations des axes moléculaires. Ce phénomène ne se produit pas 
pour les préparations smectiques. Entre deux lames de verre, par 
conséquent, les molécules nématiques et smectiques sont orientées de 
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façon que leurs axes soient perpendiculaires au plan des lames, mais 
cette orientation, qui reste très relative pour les substances nématiques, 
est beaucoup plus rigide pour les substances smectiques. Par ailleurs, 
des préparations nématiques plus épaisses, où l'orientation spontanée 
due aux lames couvre-objets reste localisée au voisinage de celles-ci, 
peuvent être complètement orientées par l’action d’un champ magné- 
tique de quelques milliers de gauss [65]. Au contraire, un champ 
beaucoup plus intense (20 000 gauss) est nécessaire pour orienter 
complètement les préparations smectiques épaisses, et 1l faut, de 
plus, que la phase smectique prenne naissance dans le champ magné- 
tique lui-même, aux dépens de la phase liquide qu'on laisse refroidir 
lentement [26]. 

Les préparations cholestériques, observées entre deux lames de 
verre, présentent des propriétés très distinctes des deux types précé- 
dents. La fusion directe du cristal entre lames couvre-objets donne 
une texture confuse, dite à « coniques focales », qui se transforme, 
dès qu’un mouvement est imprimé à l’un des couvre-objets, en une 
texture caractéristique, dite à « lames stratifiées ». La préparation 
réfléchit alors sélectivement de belles couleurs brillantes, analogues 
à celles des photographies de Lippmann ou des ailes de certains 
coléoptères [63]. L'apparition de couleurs par réflexion est d’ailleurs 
liée à l’existence de plans équidistants, dits « plans de Grandjean », 
dont la distance est reliée à la longueur d’onde réfléchie sélectivement 
par la relation : 


(1) 1 — 2nd, 


n étant l'indice du milieu. Les strates des préparations cholestériques, 
qui sont distantes d’environ 2 000 À, diffèrent de celles des corps 


smectiques, dont la distance est d'environ 20 Fa c’est-à-dire de l’ordre 
de la longueur des chaînes moléculaires. 

De plus, les préparations cholestériques d’une épaisseur d’une 
centaine de microns sont douées d’un énorme pouvoir rotatoire 
naturel, qui peut atteindre 10 000 degrés par millimètre, et d’un très 
fort dichroïsme circulaire. Les deux ondes polarisées circulairement 
droite et gauche, en lesquelles se décompose la vibration incidente, 
ont des coefficients d'absorption tellement différents que l’une d’entre 
elles est presque complèment transmise, tandis que l’autre est presque 
entièrement réfléchie sélectivement. Celle-ci possède de plus la 
propriété curieuse de présenter le même signe que la composante 
correspondante de la vibration incidente. Enfin, au voisinage de la 
longueur d’onde réfléchie sélectivement, le pouvoir rotatoire et le 
dichroïsme circulaire présentent, comme l’a montré M. J. P. Mathieu, 
outes les caractéristiques de l’effet Cotton [64]. 

Ces propriétés particulières aux substances cholestériques peuvent 
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s'expliquer, comme l'ont pensé plusieurs auteurs [28, 70}, par un 
arrangement hélicoïdal des molécules, les axes étant parallèles aux 
plans de la lame. Nous reviendrons dans la troisième partie sur 
l'explication théorique de ces phénomènes, sur la base de cette 
dernière hypothèse. Il faut signaler que les propriétés des corps 
cholestériques, qui sont liées à la dissymétrie énantiomorphe des 
molécules qui les composent, apparaissent également dans les prépa- 
rations nématiques par addition d’une très faible quantité d’un corps 
doué de pouvoir rotatoire, mésomorphe ou non. Cette propriété, 
ainsi que le fait que l’on n’observe jamais, dans un même corps, la 
coexistence des phases nématique et cholestérique, ont donné à 
penser à G. Friedel, que l’état cholestérique n’est qu’un cas particulier 
de l’état nématique, celui que prend ce dernier quand les molécules 
sont dissymétriques. 


2. Propriétés particulières de l’oléate et du stéarate de cholestéryle. 
— Parmi les esters du cholestérol étudiés par Friedel à l’état méso- 
morphe, l’oléate et le stéarate occupent une situation particulière. Ce 
sont, en effet, les seules substances douées de pouvoir rotatoire qui, 
à l’état mésomorphe, ne se présentent pas sous la phase cholestérique, 
mais seulement sous la phase smectique. 

L’explication qu’en donne Friedel est la suivante : Si l’on range 
les esters de cholestéryle par ordre de masse croissante du radical 
acide, on observe que les premiers termes de la série, du formiate au 
butyrate, possèdent une phase cholestérique seulement (le radical 
cholestéryle domine); les suivants, du caprylate au myristate, pré- 
sentent deux phases mésomorphes, l’une cholestérique, l’autre smec- 
tique ; les derniers enfin, l’oléate et le stéarate, ne possèdent qu’une 
phase smectique (le radical acide domine). Friedel en déduit que 
l’augmentation de la masse du radical acide tend à empêcher la 
formation de la phase cholestérique, tandis qu’elle favorise celle de 
la phase smectique. 

On peut dire aussi, en adoptant un autre langage, que lorsque la 
viscosité du milieu augmente, l’action orientatrice des parois prédo- 
mine sur celle des forces inter-moléculaires. 

Le résultat précédent nous a paru intéressant pour l'étude de l’ani- 
sotropie du pouvoir rotatoire naturel. Il fournit, en effet, l’occasion 
d'étudier à l’état mésomorphe des substances optiquement actives, 
sans que se superpose à la rotation naturelle un pouvoir rotatoire de 
structure. Par ailleurs, comme nous l’avons dit, les substances smec- 
tiques placées entre lames de verre peuvent être complètement orien- 
tées, quelle que soit l’épaisseur de la préparation, sous l’action d'un 
champ magnétique intense. Nous avons donc espéré pouvoir mesurer 
de cette façon le pouvoir rotatoire vrai des molécules orientées paral- 
lèlement les unes aux autres. Une comparaison avec le pouvoir rota- 


N 


202 MAURICE LÉVY 


toire observé en solution aurait alors fourni un résultat intéressant. 

Le stéarate se prêtant mal aux mesures, en raison du caractère très 
fugitif de sa phase mésomorphe, nous avons entrepris l'étude 
détaillée des propriétés optiques de l’oléate de cholestéryle, en l'ab- 
sence et en présence d’un champ magnétique. Comme on va le voir, 
notre étude a donné des résultats qui sont, en fait, très différents de 
ceux que l’on pouvait attendre. 


II. — Etude de l’oléate de cholestéryle 
hors du champ magnétique. 


A. Préparation et purification. — L’oléate de cholestéryle que nous 
avons utilisé a été préparé à deux reprises différentes, en avril et en 
novembre 19/47, au Laboratoire de Chimie Organique du Collège de 
France avec la collaboration de M. Jacques. La méthode était celle 
indiquée par Vorländer [87], c'est-à-dire l’estérification à 200°, sous 
courant de gaz carbonique, du cholestérol par l’acide oléique. La 
purification a été effectuée avec beaucoup de soin, et de façon diffé- 
rente dans les deux cas. Dans le premier nous avons, suivant les indi- 
cations de Vorländer, fait recristalliser trois fois le produit obtenu 
dans 5o cm d’acétone. Dans le second, après avoir effectué les opéra- 
tions précédentes, nous l’avons, en outre, chromatographié sur alu- 
mine. 

Le point de fusion du composé obtenu en avril 1947 était légère- 
ment inférieur à celui indiqué par Vorländer (42°), tandis que le 
composé obtenu en novembre avait un point de fusion un peu supé- 
rieur, indiquant ainsi un degré de pureté plus grand. 

Les résultats que nous avons obtenus dans l’étude du pouvoir rota- 
toire sont d’ailleurs pratiquement identiques pour les deux composés. 
Le pouvoir rotatoire de la substance à l’état liquide coïncide dans les 
deux cas avec celui indiqué par Vorländer. Tous les résultats que 


nous donnons par la suite ont été obtenus avec la substance pré- 
parée la deuxième fois. 


2. Observations qualitatives. — Les préparations que nous avons 
étudiées avaient en général plusieurs millimètres d'épaisseur. 

Une petite cuve remplie de substance cristallisée est placée sur un 
fourneau électrique recouvert, pour régulariser l’échauffement, d’une 
épaisse plaque d'amiante. La substance, qui, à la température ordi- 
naire, se présente en petites paillettes brillantes un peu molles, fond 
en un liquide incolore. Il n'apparaît à la fusion aucun phénomène 
indiquant la formation d’une phase mésomorphe. On recouvre alors 
la cuve d'une lame couvre-objet, en évitant, autant que possible, d’y 
introduire une bulle d’air. Si on laisse alors la préparation refroidir 
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lentement, on observe, pour une température 6,, et sans qu’il soit 
besoin de toucher au couvre-objet, l'apparition par réflexion d’une 
couleur parfaitement homogène, mais un peu pâle; violette pour 
commencer, elle se déplace lentement vers le bleu ; puis lorsque la 
préparation atteint une température 0,, toute couleur disparaît dans 
la lumière réfléchie ; la cuve offre aspect translucide caractéristique 
des préparations smectiques épaisses. La phase smectique se main- 
tient longtemps en surfusion, et ce n’est qu'après plusieurs heures 
que la préparation reprend son aspect cristallin. 

Si, au contraire, on étudie une préparation très mince, placée seu- 
lement entre deux couvre-objets, aucune couleur n’est perceptible 
par refroidissement ; la phase smectique, par contre, est nettement 
visible et se maintient longuement en surfusion. La préparation est 
parfaitement transparente, et donne au microscope polarisant en 
lumière convergente, la croix noire et les anneaux colorés caractéris- 
tiques des préparations smectiques minces. 

La conclusion, qui sera confirmée par l’étude du pouvoir rotatoire, 
est qu’en réalité, l’oléate de cholestéryle possède, coexistant avec sa 
phase smectique, une phase cholestérique atténuée parfaitement 
nette dans les préparations épaisses. La viscosité du milieu, tout en 
gênant la formation de la phase cholestérique ne l'empêche pas tout 
à fait. Il n’est pas étonnant que cette phase ait échappé aux observa- 
tions de Friedel, puisque ce dernier n’a étudié que des préparations 
relativement minces, et que le domaine de stabilité de la phase smec- 
tique est incomparablement plus grand que celui de la phase choles- 
térique. 

Ajoutons, pour terminer ces observations, que les températures 
caractéristiques sont : 0, — 420, 0, — 370. 


3. Etude du pouvoir rotatoire et du dichroïsme circulaire. — Une 
préparation d’oléate de cholestéryle de 3 mm. d'épaisseur, dont la 
température est comprise entre 37° et 420, présente, lorsque l’on place 
en lumière monochromatiqne entre nicols croisés, un pouvoir rota- 
toire de structure assez grand, qui croît lorsque la température 
diminue. Ce pouvoir rotatoire s'accompagne d’un fort dichroïsme 
circulaire et peut difficilement être étudié par les méthodes polari- 
métriques ordinaires, car l’ellipticité croissante de la lumière reçue 
sur l’analyseur rend rapidement toute mesure impossible. Nous avons 
donc été conduits à utiliser un analyseur elliptique de Chaumont. Le 
montage que nous avons employé sera décrit en détail, au cours de la 
troisième partie de ce chapitre. Nous avons représenté, en fonction 
de la température, sur la figure 6, le pouvoir rotatoire et l’ellipticité 
par millimètre pour la raie verte du mercure. 

On voit qu’à l'état liquide, le pouvoir rotatoire moléculaire est 
gauche et varie peu avec la température. Dès l'apparition de la phase 
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cholestérique, un fort pouvoir rotatoire de structure droit se super- 
pose à la rotation moléculaire. La rotation s'annule, change de signe 
et prend de fortes valeurs positives à mesure que la température 
diminue. Lorsque la température 0, est atteinte, la préparation 
devient opaque et aucune mesure n’est plus possible. Le pouvoir 
rotatoire maximum observé pour la raie verte est un peu supérieur 


3 .[E en 
PA en PE degres nm 
degres, 1 


Fig. 6. — Variation du pouvoir rotatoire et de l’ellipticité 
en fonction de la température (À — 546 mu). 


à 15° par millimètre. Bien qu'encore très notable, il est beaucoup 
plus faible que les pouvoirs rotatoires des autres esters du cholestérol 
qui varient entre 500° et 10 000° par millimètre. 


4. Etude de la dispersion rotatoire. — On peut étudier la disper- 
sion rotatoire par une méthode assez rapide [61]. La préparation K, 
éclairée en lumière blanche par une source $, est placée entre glaze- 
brooks croisés P et A. La lumière est ensuite reçue sur la fente d’un 
spectroscope Sp. (fig. 7). Si l’analyseur est tourné d’un angle & à 
partir de la position d'extinction, on observe dans le spectre une 
cannelure noire verticale située au point correspondant à la longueur 
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d'onde pour laquelle la rotation produite par la préparation est égale 
à y. La méthode n'est pas très précise, mais elle peut quand même 


être utilisée efficacement parce que les rotations sont relativement 
fortes et que la dispersion rotatoire est très grande, ce qui rend la 


is ORNE Rs PAubpy 


Fig. 7. — Schéma du montage pour l'étude de la dispersion rotatoire. 


cannelure assez étroite. À mesure que la cannelure s’approche de la 
longueur d’onde réfléchie sélectivement, l’ellipticité de la vibration 


ne 
degres/mm 


Fig. 8. — Dispersion rotatoire à différentes températures. 


incidente la rend indistincte, et les mesures deviennent impossibles. 
La figure 8 représente, en fonction de la longueur d'onde, la varia- 
tion du pouvoir rotatoire par millimètre, pour différentes tempéra- 
tures. La rotation par millimètre maximum correspondant à la tem- 
pérature de 37°, varie de 5° dans le rouge à 90° environ dans le bleu. 
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III. — Etude en champ magnétique. 


4. Introduction. — Les phénomènes d’orientation des substances 
cholestériques sous l’action d’un champ magnétique ont été peu étu- 
diés. Il est à prévoir que les substances cholestériques doivent être 
difficiles à orienter : à la très forte torsion que leur font subir les 
forces intermoléculaires se superpose une action des parois qui doit 
être notable, puisque les substances cholestériques ne donnent de 
bonnes structures à plans que sous des épaisseurs reiativement fai- 
bles. De plus, il est probable que, comme pour les substances smec- 
tiques, une action orientatrice ne peut s'exercer que st le champ 
magnétique est établi en phase liquide. Cette exigence supprime, 
pour la plupart des substances cholestériques, toute possibilité 
d'observation du phénomène : nous avons dit, en effet, que la struc- 
ture à plans s'établit à condition qu'un mouvement ait été imprimé 
à l’un des couvre-objets. Or il est particulièrement difficile de tou- 
cher, dans l’entrefer d'un électro-aimant, à une préparation qui se 
trouve nécessairement dans un four électrique fermé. En fait, cette 
difficulté n’a pu, jusqu'ici, être surmontée. 

C'est ainsi que M. J. P. Mathieu, ayant appliqué un champ de 
19 000 gauss à une préparation assez mince de cinnamate de choles- 
téryle n’a pu observer aucune variation du pouvoir rotatoire [60]. 
Nous avons nous-même tenté des expériences du même genre, avec 
des champs plus intenses allant jusqu’à 25 000 gauss, sur le cinna- 
mate et le propionate de cholestéryle, sans obtenir davantage de 
résultats. 

Cependant, des expériences effectuées en 1910 par G. Vieth [841 
sur l’anisal-amino-méthyl-cinnamate d’éthyle, paraissent avoir donné 
des résultats positifs. Mais ils n’ont jamais été confirmés depuis, ni 
étendus à d’autres substances. 


2. Cas de l’oléate de cholestéryle. — L'oléate de cholestéryle, en 
raison du caractère très atténué de sa phase cholestérique, présente 
un cas exceptionnellement favorable pour l'étude en champ magné- 
tique. La phase cholestérique apparaît spontanément par refroidisse- 
ment : il est donc possible d'appliquer le champ magnétique à l’état 
liquide, et de laisser ensuite s'établir la phase cholestérique, sans 
qu'il soit nécessaire de retirer la préparation de l’entrefer. Par 
ailleurs, on peut étudier des préparations ayant plusieurs millimètres 
d'épaisseur. Les rotations magnétiques observées sont donc notables 
(pour une préparation de 3 mm. d'épaisseur, elles sont, en champ 
maximum, supérieures à 6°). La faiblesse relative du pouvoir rota- 
toire naturel indique que les forces de torsion intermoléculaires sont 
très atténuées et que, par suite, l’action orientatrice du champ 
magnétique peut s'exercer plus facilement. 
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3. Définition de la « rotation naturelle dans le champ ». — Nous. 
avons étudié successivement l’action d’un champ longitudinal sur le 
pouvoir rotatoire et l’ellipticité de l’oléate de cholestéryle, puis celle: 
d’un champ transversal. 

En champ longitudinal, la rotation due à l'effet Faraday se super- 
pose en général au pouvoir rotatoire naturel. Soient p, et p, les rota- 
tions naturelles et magnétiques ; lorsque le champ n’a aucune action 
sur p», les rotations mesurées pour deux champs égaux et de sens 
inverses sont : 


(2) +(H) = px + Pm H), 
H)= pr — pr(H). 
Par définition, on a donc : : 
(3) Pa =, 
el: 
(4) TE 


2 


Au contraire, lorsque la rotation naturelle est modifiée par le champ 
magnétique, elle cesse, au sens strict du mot d’être « naturelle ». 
Cependant, nous conviendrons d'appeler « rotation naturelle dans le 
champ », la partie des rotations observées qui reste constante lors- 
qu’on inverse celui-ci, c’est-à-dire qui est indépendante du sens 
propagation de la lumière. Si p, et p_ sont les rotations observées 
pour deux champs égaux et opposés, la « rotation naturelle dans le 
champ » est toujours définie par l’équation (3). Posons dans ce cas : 


(5) | Pn = pn + APa(H). 


En portant cette valeur dans les équations (2), on en déduit que, si 
l’on prend pour origine l’azimut de la vibration qui sort de la prépa- 
ration en l’absence du champ, les vibrations correspondant aux deux 
sens du champ ont des azimuts dissymétriques. On voit même que si : 


Pm(H) << Apr(H); 


les rotations magnétiques apparentes p4 — pr et p_— p, possèdent le 
même signe pour les valeurs opposées du champ. 

Le dispositif expérimental utilisé en champ longitudinal ne diffère 
pas beaucoup de celui que l’on emploie pour l’étude de l'effet Faraday, 
puisqu'il suffit de mesurer #, p4 et p_ pour connaître également Ap,, 
qui est donné par la relation : 


(6) Apn = (p+ + p-—2p9). 
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En champ transversal, il est en principe inutile d’inverser le sens 
du champ, puisque, l'effet Faraday étant nul, les rotations mesurées 
en sont indépendantes. Mais, en fait, comme le champ magnétique 
n’est jamais rigoureusement perpendiculaire au faisceau (d'autant 
plus que celui-ci n’est pas absolument cylindrique), il est préférable 
de mesurer encore les rotations correspondant à des champs égaux et 
opposés. La rotation naturelle dans le champ est toujours définie par 
l'équation (3). 


À. — ETUDE EN CHAMP LONGITUDINAL 
19 Dispositif expérimental. 


4. Le montage optique. — Nous avons dessiné, sur la figure 9, le 
schéma du montage optique. La source S est une 
lampe à vapeur de mercure Philora H. P. 300. 
Le monochromateur comprend un grand prisme 
à déviation constante rempli de sulfure de car- 
bone et des lentilles d'assez grande ouverture : 
il est très lumineux, mais peu dispersif. La ien- 
tille L, du monochromateur est réglée de façon 
à former une image de la fente de sortie f, dans 
l’entrefer de l’électro-aimant, dont elle est dis- 
tante d'environ 3 m. Le polariseur P est un 
Glazebrook de grande ouverture, monté sur un 
cercle divisé de 160 mm de diamètre; l’orien- 
tation de la vibration polarisée rectilignement 
qui émerge de P peut être repérée à 1 minute 
près. 

La lumière qui sort de l'électro-aimant tombe 
sur un analyseur elliptique de Chaumont [46|, 
transformé par M. Rabinovitch pour servir pour 
quatre longueurs d’onde [73]. L'ouverture des 
armatures métalliques des quart d’onde immer- 
ges a été calculée pour qu’il ne soit pas néces- 
saire d'employer d’autres lentilles que celles du 
Fig. 9. — Schéma monochromateur. : 

du montage pour L’électro-aimant est celui du type Weiss à 

l'étude de l’action circulation d’eau en service au Laboratoire des 

duchampmagné- Recherches Physiques. Il a été décrit dans 
uque. divers mémoires [24]. Nous avons utilisé, pour 
l'étude en champ longitudinal, des pièces polai- 

res tronconiques, percées de trous de 8 mm de diamètre. Les champs 
ontété mesurés en utilisant la rotation magnétique de l’eau distillée. 


Annales de Physique Fig. 10 (PLANCHE ]) 
12€ Série, t. 5 (Mars-Avril 1950). Maurice Lévy 


Fig. 10. — (Planche I). Montage pour l'étude de l’oléate de cholestéryle 
mésomorphe en champ magnétique (Laboratoire des Recherches phy- 


siques à la Sorbonne). ‘ 
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Dans ces conditions, on obtient directement le champ moyen dans 
l’entrefer: : 


(7) H — + J'HGdz, 


où l'est la distance des pièces polaires èt x l'abscisse d’un point de 
l'entrefer. Nous avons utilisé, pour la détermination des valeurs 
absolues des champs, les constantes de Verdet de l’eau distillée 
déterminées avec une grande précision par MM. de Mallemann, 
Gabiano et Suhner [57]. De grandes précautions ont été prises pour 
maintenir normale et constante, au cours des expériences, l'incidence 
du faisceau sur la préparation ; en effet, une faible variation de cette 
incidence modifie sensiblement les valeurs des ellipticités observées. 
Par contre, la valeur des rotations n’est pratiquement pas modifiée 
pour des variations d’incidence de l’ordre de 1 degré. La figure 10 
(Planche [) représente une photographie de l’ensemble de ce montage. 


2. Le four électrique et la préparation. — La préparation est située 
dans un four électrique situé dans l’entrefer. Le schéma de ce four — 
qui n’a que 10 mm d'épaisseur — est représenté sur la figure 11. Les 
parties métalliques cylindriques A, B, C sont en laiton. L’enroulement 


Fig. 11. — Four électrique (champ longitudinal). 


chauffant, logé en D, est composé d’un fil à résistance enroulé en 
spirales entre un grand nombre de feuilles minces d amiante, collées 
en une sorte de galette ayant les dimensions de la cavité D. Quand 
l’enroulement est installé, la pièce B est vissée sur A, et on ne touche 
plus à ces parties du four. La préparation est logée en E. La cuve qui 
la contient se compose d’une rondelle de verre de 17 mm de diamètre 
extérieur et de 11 mm de diamètre intérieur, sur laquelle sont collés 
deux couvre-objets de 16 mm de diamètre et de 0,20 mm d'épaisseur. 
La cuve est maintenue au centre de la cavité E au moyen de rondelles 
de formes identiques à celle qui compose la cuve, mais d'épaisseur 
variable. Lorsque la préparation est installée dans E, le couvercle C 
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est vissé sur À. Les glaces de fermeture G ont 1: mm d'épaisseur, On 
ne peut empêcher que l’ensemble de ces deux glaces et des deux couvre- 
objets de la cuve produise une légère ellipticité dans la lumière 
transmise, de l’ordre de 10 minutes. Mais ceci n’a pas grande impor- 
tance, puisque nous utilisons un analyseur elliptique. 

Le courant d’alimentation du four doit être aussi constant que 
possible. Nous avons utilisé une batterie d'accumulateurs de 30 volts < 
la résistance du four étant de 2 ohms environ, une résistance variable 
est mise en série avec lui, pour que l'intensité du courant, repérée 
sur un ampèremètre de précision, varie entre 0,50 et 1,50 À. L'erreur 
sur le repérage des intensités est inférieure à 0,01 A. 


3. La méthode de mesure des températures. — Les expériences qui 
sont décrites ici nécessitent un repérage très précis des températures 
de la préparation : 

a) Le couple. — Les températures sont repérées au moyen d'un 
couple cuivre-constantan ; la force électromotrice thermoélectrique e 
produite par ce couple varie, lorsque la différence de température Af 
entre les soudures est comprise entre o et 500, de façon linéaire en 
fonction de Af. On a sensiblement : 


(8) e——— At, 


e étant exprimé en millivolts et Af en degrés. Une erreur sur le coeffi- 
cient n'a d’ailleurs pas une grande importance pour nos expériences, 
car ce qui nous importe est le repérage des températures, plutôt que 
leur mesure absolue. 

b) Le galvanomètre. — Le couple est relié à un galvanomètre 
sensible, dont les déviations sont repérées sur une règle de 50 cm de 
long, situé à 1 m et divisée en mm. Les vibrations extérieures sont 
amorties par des plaques de caoutchouc situées sous les pieds du 
galvanomètre. Celui-ci est shunté de façon que la déviation maximum 
observée quand la préparation se trouve à l'état liquide atteigne 
environ 450 mm. La force thermo-électrique correspondante étant 
de 1,03 mv, on voit qu'une division de la règle correspond en gros 
à 2.10% volts, et par suite à o°05 environ. L’amortissement du cadre 
est réglé de façon à être aussi voisin que possible de l'amortissement 
critique. Il faut, en effet, que des variations continues dans la tempé- 
rature du four se traduisent, aussi fidèlement que possible, par des 
déplacements continus du spot lumineux. Par ailleurs, il faut pouvoir 
contrôler à tout moment et le plus rapidement possible la position du 

? 
zéro. 
c) Les corrections. — Les déviations à données par le galvanomètre 


au cours d’une série de mesures doivent subir deux corrections 
principales. 
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a) Une correction destinée à tenir compte du fait que le zéro du 
galvanomètre se déplace au cours des mesures, en raison du chauffage 
du fil de torsion qui supporte le cadre. En fait, nous avons réglé le 
zéro au début de chaque série de mesures après un temps de chauffage 
au moins égal à 15 minutes. Dans ces conditions, le déplacement ulté- 
rieur du zéro est très faible et varie, en fonction du temps, de façon 
linéaire. La connaissance du déplacement final permet donc d’ap- 
porter ensuite à chaque lecture de à la correction correspondante. 

8) La deuxième correction est destinée à tenir compte du fait que 
la température de la préparation n’est pas exactement celle de la 
soudure chaude. Pour calculer cette correction avec précision, nous 
avons utilisé la méthode suivante : 

Nous avons adopté comme point de repère la température 8, de la 
préparation qui correspond au passage de la phase liquide à la phase 
cholestérique. Par ailleurs, la soudure froide est immergée dans une 
cuve d’eau dont la température +, repérée au moyen d’un thermomètre, 
est notée régulièrement au cours des mesures. Si la température de 
la soudure chaude correspondant au point de transformation était 0,, 
la déviation 5, du galvanomètre s’écrirait : 


(9) 8, — A(0,—). 


Par conséquent, à, varierait en fonction de = de façon linéaire. Il n’en 
est pas ainsi : la courbe I de la figure 12 représente, en fonction 
de *, les valeurs observées de à,. La courbe II représente les varia- 
tions de à, que l’on pourrait prévoir à partir de (9). On voit que les 
courbes I et II ne coïncident que pour les valeurs de + qui se rappro- 
chent le plus de 6,. 

Il est assez facile de rendre compte de la forme de la courbe I : 
Soit {, la température de la soudure chaude correspondant à 0,. 
Of a : 


(10) = k(t— 7). 


Supposons que la différence 0, —{, entre les températures de la 
préparation et de la soudure chaude obéisse à la loi : 


(x1) 0, —t,—= a(0, —+r}. 
On en déduit : 
(12) 8, — 4,(0, —7) —ak(8, — +}, 


équation qui représente parfaitement la courbe I. L'équation (11) 
s'interprète aisément si l’on remarque qu'avec le dispositif que 
nous avons adopté, la température + coïncide approximativement 
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avec la température ambiante; elle signifie par conséquent qu'il 
existe, entre les parties intérieures et extérieures du four, un gra- 
dient de température proportionnel au carré de la différence des 
températures de la préparation et de la pièce. Les températures 6 de 
Ja préparation ont été déterminées graphiquement à partir des dévia- 
tions à du galvanomètre en ramenant toutes les valeurs de ÿ à une 
température de la soudure froide de 15°, et en traçant la courbe repré- 
sentant l’équation : 


(13) à — k(0— 15) — ak(8 — 15)°. 


Eine 
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Fig. 12. — Déviation du galvanomètre 
correspondant au point de transition 6, 
en fonction de la température de la soudure froide. 


4. Exécution d'une série de mesures. — Le mode opératoire que 
nous avons utilisé est le suivant : un opérateur fait les mesures de 
rotation et d’ellipticité. Un autre règle les intensités de chauffage du 
four, repère les déviations du spot et note les températures de la sou- 
dure froide. Le four contenant la préparation est chauffé lentement 
jusqu’à ce que celle-ci se trouve à l’état liquide. L'intensité du cou- 
1ant de chauffage est alors abaïissée progressivement de façon extré- 
mement lente : on la diminue de 0,05 ampères toutes les 5 minutes 
environ. Dans ces conditions, la préparation se refroidit de façon 
lente et continue : chaque fois que le spot s’est déplacé de deux divi- 
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sions, on effectue une mesure du pouvoir rotatoire et de l’ellipticité. 
On atteint ainsi la température 6, où la phase smectique s'établit et 
où aucune mesure n'est plus possible. Une série de mesures comporte 
environ 5o pointés et dure une heure et demie. On effectue, autant 
que possible dans la même journée, trois séries de mesures : une en 
l'absence de champ et deux autres en présence de deux champs 
égaux et opposés. Si l’on trace sur une même feuille de papier (après 
avoir effectué toutes les corrections de température) les trois courbes 
correspondantes, on obtient directement en fonction de 6 : a) la rota- 
tion naturelle ; b) la variation de la rotation naturelle dans le champ ; 
c) la rotation magnétique. 

Il faut remarquer que nous n’avons jamais pu faire de mesures 
au-dessous de la température 0,. Jamais, par conséquent, les champs 
relativement intenses que nous avons utilisés n’ont pu suffire à 
orienter la préparation dans la phase smectique. IL y a là une contra- 
diclion avec les résultats de M. Foex. Mais peut-être cette contradic- 
tion tient-elle à ce que les substances mésomorphes étudiées par lui 
ne présentaient pas, coexistant avec la phase smectique, une phase 
cholestérique. 


20 Résultats. 


4. Rotation naturelle dans le champ. — Nous avons représenté sur 
la figure 13 la variation de Ja rotation naturelle en fonction de la 
température 0, en l'absence de champ (courbe I) et en présence de 
deux champs égaux à 24600 gauss et de sens inverses (courbes II 
et III). Tant que la préparation est à l’état liquide, les courbes II et III 
sont symétriques par rapport à la courbe I. Dès que 0 est inférieur 
à 8, une dissymétrie apparaît, qui devient si forte que les courbes II 
et III sont situées, à partir de 0, —/41°45, du même côté de la courbe. 
La courbe IV, tracée en pointillé, représente les variations de la 
rotation naturelle dans le champ, définie par l’équation (3). 

Nous avons tracé également sur la figure 14 la courbe représentant 
la variation, en fonction de 0, de Ap, définie par l’équation (6). 
Lorsque 8 diminue, Ap, commence par croître, passe par un maximum 
pour une température , puis décroît et atteint un palier correspon- 
dant à la valeur Apf. 

Nous avons tracé enfin, sur la figure 15, la variation du palier 4p,, 


en fonction du champ magnétique appliqué H. 


2. Rotation magnétique. — On peut déduire des mesures que nous 
avons faites les valeurs de la rotation magnétique de l’oléate de cho- 


lestéryle. 
La rotation magnétique à l’état liquide est indépendante de la tem- 
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Fig. 13. — Variation du pouvoir rotatoire naturel, en présence et en 
l’absence d'un champ longitudinal constant, en fonction de la tempé- 
rature. 


Fig. 14. — Modification de la rotation naturelle 
par un champ longitudinal constant, en fonction de la température. 
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pérature. Nous l'avons représentée, en fonction du champ, par la 
courbe I de la figure 16. 
Le pouvoir rotatoire magnétique à l’état mésomorphe varie avec la 


Fig. 15. — Variation, en fonction du champ, 
du palier de la courbe de la figure 14. 


3 pren d°/mm 


9000 10000 15000 20000 25000 
Fig. 16. — Rotation magnétique en fonction du champ, 
dans les deux états liquide et mésomorphe. 


température. Sa variation, en fonction de 0, pour un champ de 
24600 gauss, est représentée sur la figure 17. On voit que pour les 
valeurs de Ô qui se rapprochent de 6, la rotation magnétique atteint une 
valeur constante p°,. La courbe II de la figure 16 représente, en fonc- 
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tion de H, les variations de p°,. On remarquera que l’oléate de choles- 
téryle obéit à la loi de Verdet à l’état liquide, mais qu'il n’en est plus 
de même à l’état mésomorphe. 


Pm €? 
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Fig. 17. — Rotation magnétique de l’oléate de cholestéryle 
en fonction de la température. 


3. Action du champ sur l’ellipticité. — En champ longitudinal, la 
variation de l’ellipticité de la lumière transmise est assez faible. La 


figure 18 représente, en fonction de la température, l’ellipticité par 


c en d/mm 


e :H=0 
x : H= 24600 gauss 


38 39 


Fig. 18. — Variation de l’ellipticité en fonction de la température, 
en l’absence et en présence d’un champ longitudinal constant. 


, L4 
L ANISOTROPIE MOLÉCULAIRE DU POUVOIR ROTATOIRE NATUREL 217 


millimètre hors du champ (courbe I) et en présence d’un champ de 
24 600 gauss (courbe Il). Les points correspondants aux deux sens 
du champ se placent tous sur la courbe II. Les erreurs commises 
dans la mesure des ellipticités sont nettement supérieures à celles 
que l’on commet sur les rotations, en raison de l’extrême sensibilité 
de Pellipticité aux moindres changements d’orientation du faisceau. 
Comme, de plus, l’action du champ ne modifie qu’assez faiblement 
l'ellipticité, il ne nous a pas été possible de représenter, avec une 
certitude convenable, la variation de l’ellipticité en fonction de H. 


B. — ETUDE EN CHAMP TRANSVERSAL 
1° Dispositif expérimental. 


Le dispositif expérimental ne diffère pas beaucoup de celui utilisé 
en champ longitudinal. 

L'orientation de l’électro-aimant perpendiculairement au faisceau 
est réalisée sans difficulté grâce au cercle divisé sur lequel est monté 
l’appareil. Le résidu de rotation magnétique 
que l’on observe est inférieur, pour le champ 
maximum, à 15 minutes. Nous l’avons éliminé, 
ainsi que nous l'avons dit, en prenant la 
moyenne des mesures correspondant aux deux 
sens du champ. Les pièces polaires utilisées 
sont tronconiques et pleines : la section a 
5o mm. de diamètre. Leur distance, maintenue 
constante au cours des mesures, est de 12 mm. 
Les champs magnétiques ont été mesurés au 
moyen d’une petite bobine reliée à un fluxmètre. 

Le four électrique a été spécialement cons- 
truit pour les mesures en champ transversal. 
Il a la forme d’un parallélépipède rectangle, 
dont les dimensions sont 10, 32 et 70 mm. La 
figure 19 en représente une coupe longitudinale 
parallèle à la direction de propagation de la 


lumière. Il y a deux enroulements distincts Fig. 19. — Four 
montés en série et logés dans les cavités D et E. électrique(champ 
Les couvercles C sont vissés sur A lorsque les transversal). 


enroulements ont été placés et l’on ne touche 

plus à ces parties du four. La préparation, située dans une cuve ana- 
logue à celle utilisée en champ longitudinal, mais de plus petites 
dimensions (le diamètre extérieur est 8 mm., le diamètre intérieur 
5 mm.; l'épaisseur reste égale à 3 mm.), est logée dans la cavité 
cylindrique F et calée par d’autres rondelles de même forme. Le 
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couvercle B est vissé sur A. Les glaces de fermeture G ont 1: mm. 
d'épaisseur. | 

Les fils du couple sont fixés latéralement au moyen de vis dont les 
traces sont indiquées en v. La méthode de mesure des températures 
et les corrections sont identiques à celles effectuées en champ longi- 
tudinal, sauf que la courbe d'étalonnage correspondant à l'équa- 
tion (13) est différente, le coefficient a n'ayant pas la même valeur. 


20 Résultats. 


En étudiant l’action du champ transversal, il est normal de faire 
varier l'angle w de la vibration incidente avec la direction des lignes 
de force. Cependant, les valeurs de la rotation naturelle étant très 
grandes, les résultats sont plus difficiles à interpréter. Les prépara- 
tions que nous avons employées avaient toutes 3 mm. d'épaisseur. 
Dans ces conditions, la rotation naturelle correspondant aux tempé- 
ratures les plus basses peut dépasser 45°. Il n’y a plus grand sens, 
par conséquent, à donner à l’angle w un grand nombre de valeurs, 
puisque l’angle que fait, avec les lignes de force, la vibration à l'inté- 
rieur même de la préparation peut varier dans des proportions consi- 
dérables. Aussi, nous nous sommes contentés de donner à l'angle w 
les deux valeurs 0° et go. 


4. Rotation naturelle dans le champ. — La figure 20 représente, en 
fonction de la température, la rotation naturelle en l’absence de champ 
(courbe I), et la rotation naturelle dans un champ de 28 900 gauss pour 
w — 0 (courbe IT) et w — go° (courbe [IT). Pour ces deux dernières cour- 
bes, on a éliminé, en prenant la movenne des rotations observées pour 
les deux sens du champ, la contribution, d’ailleurs très faible, de la 
rotation magnétique. On remarquera que la variation de la rotation 
naturelle sous l’action du champ a le même signe qu’en champ 
longitudinal, quel que soit l’angle w. L'effet est plus grand pour 
&w — 0 que pour w — 90°. 

La variation correspondante 49, de la rotation naturelle est repré- 
sentée sur la figure 21 en fonction de la température. Les courbes I 
et Il correspondent respectivement à w—o et w — gov. Comme en 
champ longitudinal, Ag, atteint une valeur constante Ap pour les 
valeurs de 0 qui se rapprochent de ‘», après être passé par un maxi- 
mum pour une température 0, qui coïncide avec la température cor- 
respondante en champ longitudinal. Enfin, la figure 22 représente 
les variations de Ap, en fonction de H pour w —0 (courbe I) et w— got 
(courbe Il). Une comparaison avec la figure 15, relative à l’action du 
champ longitudinal, montre que, pour les grandes valeurs de H, 
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Botations 
en degres /mm 


Fig. 20. — Variation de la rotation naturelle en fonction de la tempéra- 
ture, en l’absence ou en présence d’un champ transversal constant, pour 
deux orientations de la vibration incidente. 


Fig. 21. — Modification du pouvoir rotatoire par un champ transversal 
constant, en fonction de la température, pour deux orientations de la 
vibration incidente. 


320 MAURICE LÉVY 


l'effet est plus grand en champ longitudinal qu'en champ transversal, 
mais qu’une amorce de saturation est visible dans le deuxième cas, 


qui ne paraît pas dans le premier. 


Ap,en d/mm 


{Champ transversal): 


10000 20000 30000 


Fig. 22. — Variation, en fonction du champ, 
des paliers des courbes de la figure 21. 


2. Action du champ sur l’ellipticité. — La variation de l’ellipticité 
sous l’action du champ magnétique transversal est plus accentuée 
qu’en champ longitudinal, et croît régulièrement à mesure que la 
température diminue. L’ellipticité augmente quelle que soit l’orien- 
tation de la vibration incidente par rapport aux lignes de forces. La 
figure 23 représente la variation d’ellipticité A: en degrés par milli- 


° 5000 10000 15000 20000 25000 


Fig. 23. — Modification de l’ellipticité par un champ transversal variable, 
pour deux orientations de la vibration incidente, 
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mètre pour w — 0 (courbe Î) et w — go° (courbe IT), correspondant à 
la température la plus basse. Malgré la dispersion des mesures, une 
amorce de saturation est visible dans les deux cas. 

Conclusion. — Nous résumerons ici les principaux résultats de 
cette étude : 

a) L’oléate de cholestéryle présente, coexistant avec sa phase smec- 
tique, une phase cholestérique atténuée, les points de transformation 
étant 0, — 42° et 0,— 370. Les variations du pouvoir rotatoire et de 
l'ellipticité en fonction de la température et de la longueur d’onde 
ont été étudiées. 

b) Un champ magnétique longitudinal augmente nettement le 
pouvoir rotatoire naturel à l’état cholestérique. Les rotations magné- 
tiques apparentes correspondant à des champs égaux et opposés sont 
dissymétriques, et peuvent même, pour des champs élevés, être de 
même sens. La variation sous l’action du champ longitudinal croît, 
en fonction du champ, de façon approximativement parabolique. La 
rotation magnétique à l’état liquide obéit à la loi de Verdet ; il n’en 
est plus de même à l’état cholestérique. L’ellipticité diminue faible- 
ment sous l’action d’un champ longitudinal élevé. 

c) Une variation de la rotation naturelle et de l’ellipticité sous 
l’action d’un champ transversal est également observée de façon très 
nette. Cette variation dépend de l’angle w que fait la vibration inci- 
dente avec la direction des lignes de force. L'effet est maximum 
quand w — 0° et minimum quand w — go. 


CHAPITRE IV 


Action d’un champ magnétique, aux basses températures, 
sur la rotation naturelle 
du sulfate de nickel hexahydraté [49]. 


I. — Introduction. 


4. Intérêt des mesures aux basses températures. — Les résultats 
théoriques que nous avons exposés au chapitre II ont montré l’impor- 
tance des basses températures pour l'étude de l’action du champ 
magnétique sur le pouvoir rotatoire naturel. 

Tandis qu’à la température ordinaire, l’action du champ sur la 
rotation naturelle des milieux à structure « normale » (comme les 
cristaux) est inobservable, elle peut devenir considérable aux basses 
températures et atteindre même la saturation. , 

L’expérimentateur se heurte malheureusement à un certain nombre 
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de difficultés dans le choix des substances à étudier qui doivent être 
nécessairement des cristaux (*). Il faut que ceux-ci satisfassent à 
quatre conditions : ils doivent être optiquement actifs, paramagnéti- 
ques, stables aux basses températures, et se-présenter en monocristaux 
suffisamment gros pour qu'on puisse les tailler. Ces quatre exigences 
ne sont satisfaites que pour un nombre infime de cristaux. Il existe, 
en effet, pour les cristaux actifs, une sorte d’incompatibilité entre la 
stabilité et le paramagnétisme. Cette incompatibilité n’est d'ailleurs 
pas fortuite et semble devoir s'expliquer par la structure des couches 
électroniques des atomes paramagnétiques et la natuie des liaisons 
inter-atomiques (?) qui en résultent [34]. 

Parmi les cristaux actifs susceptibles d’être étudiés il faut distin- 
guer ceux qui sont composés de molécules actives et ceux dont 
l’activité optique est limitée au pouvoir rotatoire de structure. 

Parmi les premiers, on songe presque aussitôt aux complexes hexa- 
coordinés de Werner comprenant des atomes métalliques appartenant 
au groupe du fer. Malheureusement, les complexes de cobalt sont 
diamagnétiques, ceux de chrome sont instables, et ceux de fer n’ont 
jamais pu être dédoublés directement. On songe encore aux sels 
métalliques des acides tartrique et malique, en particulier aux sels de 
terres rares. Mais ces sels ne peuvent pas cristalliser sous une forme 
utilisable. Les seuls cristaux auxquels nous avons pensé, qui parais- 
saient satisfaire aux quatre exigences que nous avons indiquées, 
étaient les « racémiques actifs » préparés et étudiés par M. Delé- 
pine [22] et comprenant un atome de la famille du fer. On sait que 
ces sels sont composés de deux espèces de molécules optiquement 
actives, l’une droite, l’autre gauche qui syncristallisent et donnent des 
cristaux à structure racémique. Ceux-ci sont cependant doués de 
pouvoir rotatoire parce que les rotations moléculaires des molécules 
qui syncristallisent sont différentes et ne se neutralisent pas complète- 
ment. En particulier, M. Delépine a étudié le (d— Ir + /— Cr)(C,0,)K3 
etle(d— Ir +/—Fe)(C,0,),K, qui semblaient convenir à notre étude. 
Nous avons écarté le premier dont les bandes d'absorption, situées 
dans le visible, sont trop intenses pour qu’on puisse mesurer commo- 
dément le pouvoir rotatoire. Le second a pu être préparé et taillé — 
non sans beaucoup de difficultés — en un cristal assez beau de couleur 
jaune verdâtre. Malheureusement, ce cristal s’est craquelé intérieure- 
ment dès qu'il a été plongé dans l'hydrogène liquide, toute mesure 


(!) On pourrait songer à utiliser des solutions solidifiées, mais l’inter- 
prétation des résultats serait assez difficile. 

(?) Les zons complexes des métaux de transition ne sont dédoublables 
que lorsque l’atome central forme des valences de coordination qui satu- 
rent ses couches électroniques superficielles et rendent l'ion complexe 
diamagnétique. 
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devenant impossible (‘). Nous avons donc renoncé provisoirement à 
étudier un cristal de cette espèce, bien qu'il ne soit pas exclu que, 
parmi un grand nombre d'échantillons, on puisse en trouver un qui 
demeure stable aux très basses températures. Mais les grosses diffi- 
cultés de la préparation et de la taille de ces cristaux, jointes aux 
exigences particulières des recherches magnéto-optiques aux basses 
températures, rendent cette possibilité bien hasardeuse. 

Parmi les cristaux présentant un pouvoir rotatoire de structure 
pur, nous n'avons pu trouver que le sulfate de nickel à 6 ou 7 molé- 
cules d’eau, ou le séléniate de nickel qui lui est isomorphe. C’est sur 
le sulfate de nickel à 6H,0 que s’est porté notre choix, car il est uniaxe 
(tandis que le cristal de SO,Ni, 7H,0 est biaxe), donc plus facile à 
étudier. Nous exposerons donc dans ce chapitre les résultats que nous 
avons obtenus aux basses températures sur les propriétés rotatoires 
du sulfate de nickel hexahydraté soumis à l’action d’un champ 
magnétique. Nous rappellerons brièvement auparavant les résultats 
obtenus par divers auteurs sur les propriétés rotatoires du SO,Ni, 


6H,0. 


2. Résultats expérimentaux concernant les rotations naturelle et 
magnétique du sulfate de nickel hexahydraté. — Le sulfate de nickel 
se présente à l’état cristallin sous plusieurs formes : la variété la plus 
commune, qui cristallise à la température ordinaire avec 7 molécules 
d’eau, est biaxe. Son pouvoir rotatoire a été étudié dans le visible par 
M. Longchambon [51]. Entre 35° et 55°, on peut faire cristalliser le 
sulfate de nickel avec 6 molécules d’eau sous deux formes « et 8. La 
première, qui seule nous intéresse ici, est uniaxe et stable à la tempé- 
rature ambiante ; on peut l’obtenir sous forme de monocristaux 
bleu vert assez gros. 

Le a-SO,Ni, 6H,0 est tétragonal. Sa structure a été étudiée au 
moyen des rayons X par MM. Beevers et Lipson [5]. Il existe quatre 
molécules par maille. Les groupes SO, sont disposés autour de 
l'atome de Ni aux sommets d’un tétraèdre régulier. la distance entre 
les atomes d'oxygène étant de 2,5 À. Les groupes H,0 sont disposés 
aux sommets d’un octaèdre centré sur Ni, les molécules d’eau ayant 
un diamètre de 2,8 À. Le cristal possède un plan de clivage parfait, 
parallèle à la direction (0,0,1). L’axe optique est perpendiculaire à ce 
plan. 

MM. Ingersoll, Rudnick, Slack et leurs collaborateurs ont étudié 
de façon très complète le pouvoir rotatoire, l'absorption et le 


(:} Nous avons pu cependant mesurer le pouvoir rotatoire à la tempéra- 
ture ambiante, et contrôler ainsi le dédoublement du Fe(C:0,);:K3. Nous 
reviendrons sur ce point par ailleurs. 
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dichroïsme circulaire, de l’infra-rouge à l'ultra-violet, à la tempéra- 
ture ambiante et à go° K [78]. L'absorption dans le proche ultra-violet 
a également été étudiée par M. Tréhin à la température ambiante [80]. 
MM. J. P. Mathieu et G. Vuldy ont, de leur côté, étudié dans la même 
région du spectre le pouvoir rotatoire et le dichroïsme circulaire à la 
température ordinaire [64, 88]. 

En ce qui concerne le pouvoir rotatoire magnétique, une étude 
sommaire en a été faite par les physiciens de l’école américaine à la 
température ordinaire et à go° K [79]. M. J. Becquerel a, au cours 
d'expériences non publiées, étudié de façon très complète la rotation 
magnétique aux basses températures, pour la raie Jaune du mercure. 
Il a bien voulu nous en communiquer les résultats — ce dont nous 
sommes heureux de le remercier ici — ; ceux-ci nous ont été d’une 
grande utilité dans l’orientation de nos expériences et la compréhen- 
sion de nos résultats ({). 


II. — Dispositif expérimental et méthodes de mesure. 


Les expériences qui sont décrites ici ont été effectuées au Kammer- 
ling Onnes Laboratorium de l’Université de Leyde, d’avril à juin 1948. 
Le montage que nous avons utilisé est tout à fait analogue à celui 
employé par M. J. Becquerel dans ses expériences antérieures. Nous 
avons tiré largement profit du matériel qu’il avait bien voulu laisser 
à notre disposition, ainsi que des techniques qu’il avait mises au 
point — avec la collaboration de MM. Kammerlingh Onnes, de Haas 
et van den Handel — et qui nous ont été indiquées par ce dernier. 

La figure 24 (Planche IT) représente une photographie de l’ensemble 
du montage que nous avons utilisé en champ longitudinal. 


4. Le montage optique. — La source lumineuse, non visible sur la 
photographie, est une lampe à vapeur de mercure Philora H. P. 300. 
Devant la source se trouve un condenseur destiné à former une image 
du tube incandescent dans l’entrefer de l’électro-aimant, dont il est 
distant de 3 m. 

Le faisceau lumineux traverse un filtre destiné à isoler l’une des 
raies visibles du spectre du mercure, et situé à 2 m. de la lampe. Il 
traverse ensuite un polariseur Winkel-Zeiss : c’est un Glazebrook 
monté sur un cercle gradué de 160 mm. de diamètre, divisé en quarts 
de degré, et muni de deux verniers au 1/25. L'orientation de la 


(1) Nous avons laissé de côté, dans cet exposé, tous nos résultats concer- 
nant la rotation magnétique aux basses températures du SO#Ni, 6H20. Ils 
feront l’objet d’une publication séparée, en même temps, d’ailleurs, que 
l'interprétation théorique que nous en avons donnée, 
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vibration polarisée rectilignement qui en émerge peut être fixée avec 
une erreur inférieure au 1/100 de degré. On a réglé, une fois pour 
toutes, le polariseur de façon que la graduation o corresponde à une 
vibration émergente verticale. Le centrage rigoureux du faisceau 
dans l’électro-aimant est réalisé au moyen de deux pièces cylindriques 
qui s'adaptent sur le trou d’entrée de l’électro-aimant. 

Le faisceau qui émerge de l’électro-aimant après avoir traversé le 
eryostat n’est plus conique, car il a été déformé par les parois cylin- 
driques de ce dernier. On le reprend au moyen d’une lentille cylin- 
drique dont le grossissement est de 2,5 dioptries quand le cryostat 
ne comprend que 4 tubes concentriques et de 5 dioptries quand il en 
comprend 6. La lumière tombe enfin sur un analyseur de Lippich 
comprenant deux prismes montés sur un cercle présentant les mêmes 
caractéristiques que celui du polariseur.L’analyseur est situé à 1,75 m. 
de l’entrefer de l’électro-aimant et à 50 cm. de la lentille cylindrique. 

En champ transversal, le montage que nous avons employé est 
identique à celui qui vient d’être décrit ; cependant, pour remplacer 
le trou de la pièce polaire antérieure nous avons disposé un diaphragme 
de 2 mm. de diamètre situé à 6o cm. de l’entrefer. 


2. L’électro-aimant et son cireuit électrique. — L’électro-aimant, du 
type Weiss à circulation d’eau, est monté sur un cercle d’environ 
Lo cm. de diamètre, divisé en degrés, et muni d’un vernier au 1/10. 
Les pièces polaires sont tronconiques ; leur section a 10 mm. de 
diamètre. L’angle que fait leur arête avec l'horizontale est d’envi- 
ron 60°. Elles sont percées d’un trou de : mm. de diamètre. Leur 
distance est réglée une fois pour toutes à 15 mm. au moyen d’une 
pièce de laiton calibrée. 

L’électro-aimant est alimenté sous une tension continue de 110 volts 
au moyen d’un générateur ou de batteries par deux lignes montées 
en parallèle. Le circuit électrique destiné à faire varier et à mesurer 
l'intensité du courant dans l’électro-aimant est représenté sur la 
figure 25. L'existence des phénomènes de saturation oblige à beau- 
coup soigner la précision dans le repérage des intensités. Le gros 
rhéostat R règle approximativement l’intensité du courant, le réglage 
fin de celle-ci étant effectué au moyen du circuit des résistances 
marquées 1, 2, 3, 4. La résistance 1 est fixe et destinée à limiter à 
2 A l'intensité maximum du courant dans les résistances. Le circuit 
des ampéremètres se compose de 3 parties, qui peuvent être isolées 
ou mises en service séparément au moyen des interrupteurs K,, K: et 
K;. La première partie (A,, S,) est utilisée quand le courant est infé- 
rieur à 16 A. L'erreur maximum du repérage des intensités est infé- 
rieure à 0,05 À. La deuxième partie (S:) généralement non utilisée, est 
destinée, au moyen d’un branchement sur l’ampèremètre A,, à contrô- 
ler les valeurs des intensités comprises entre 15 et 30 À avec une erreur 
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maximum de 0,03 A. Enfin la troisième partie (S3, A3) est utilisée 
pour mesurer les intensités comprises entre 15 et 150 À. L'erreur 
maximum est inférieure à 0,2 A. 

Les champs magnétiques correspondant aux divers ampérages ont 
été mesurés en utilisant la rotation magnétique d’une cuve d’eau 
pure, comme au chapitre précédent. 


110 à 


Electro-aimant 
Fig. 25. — Circuit électrique de l’électro-aimant. 


3. Le cryostat. — Nous avons employé un modèle de cryostat tout à 
fait semblable à celui utilisé par M. J. Becquerel pour ses mesures 
avec l’hélium liquide; il avait été établi en 1924 par MM.Kammerlingh 
Onnes et de Haas est perfectionné depuis par ce dernier [35]. Cepen- 
dant, nous n’avons utilisé en général que deux tubes à double paroi 
coaxiaux au lieu de trois, ce qui augmente beaucoup la quantité de 
lumière transmise. 

Le cryostat est représenté sur la figure 26. Le tube intérieur A 
contient l’hélium liquide dans lequel plonge la monture contenant les 
cristaux. Le tube A baigne dans l'hydrogène ou de l'azote liquide 
contenu dans le tube B. Dans la partie effilée, située dans l'entrefer, 
le tube d’hélium à un diamètre intérieur de 5,5 mm., et le tube d’hy- 
drogène un diamètre extérieur de 14,5 mm. La longueur totale du 
tube B est de 42,5 cm. On empêche la condensation de vapeur d'eau 
sur la paroi extérieure de B au moyen d’un courant d’air comprimé 
dirigé sur l’entrefer. Il est absolument indispensable d’éviter l’intro- 
duction d’air dans le cryostat : l’air qui pénètre tombe. en effet, en 
neige au fond du cryosiat; l'oxygène solide, qui est paramagnétique, 
est attiré dans l’entrefer et empêche toute mesure. Les tubes A et B 
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sont étanches (leurs chapeaux D et E sont serrés au moyen de colliers 
de caoutchouc). L’hydrogène ou l’azote liquide est introduit par la 


tubulure E, et le gaz sort par F. La tête D 
du cryostat porte le tube à hélium A et 
trois tubulures métalliques : G sert au 
remplissage, H est reliée à une pompe à 
vide destinée à abaisser la pression et J 
laisse passer la tige K qui supporte les 
cristaux. J se termine par une garni- 
ture L qui assure l’étanchéité tout en 
laissant la tige K suffisamment libre 
pour qu'on puisse modifier sa hauteur 
ou la tourner. L’hélium contenu dans A 
met environ 4 heures à s’évaporer. 

La tige K est fixée rigidement au 
moyen du collier H à l’alidade N qui se 
déplace sur un cercle divisé P. Celui-ci 
a 160 mm. de diamètre; il est divisé en 
1/3 de degré et muni d’un vernier 
au 1/20. L'orientation du cristal est 
donc repérée avec une précision de 
l’ordre de la minute. 

Le cercle P repose sur trois colonnes Q 
dont la hauteur est réglable et qui sont 
fixées sur une plate-forme R ; celle-ci 
est fixée, par l’intermédiaire de quatre 
cales métalliques de 20 mm. de haut, 
au bâti de bois qui supporte l’ensemble 
du cryostat (fig. 24, Planche IT), et son 
horizontabilité est réglable au moyen 
des 3 vis T. 

La tige K se compose d’une partie 
métallique de 32,7 cm. de long prolon- 
gée par une partie de verre de 35,8 cm. 
Ces deux tiges, qui ont 5 mm. de dia- 
mètre, sont fixées l'une à l’autre par de 
_la cire à cacheter, et soigneusement ré- 
glées en prolongement l’une de l’autre. 
Sur la tige de verre est fixée par le 
même moyen, et soigneusement centrée 
sur elle, une monture V portant les cris- 
taux. La largeur de la monture est 


Fig. 26. — Cryostat pour 
l’étude magnéto-optique 
des cristaux dans l’hélium 
liquide. 


4 mm., les diaphragmes carrés contre lesquels sont placés les cris- 
taux ont 1,9 mm. de côté. Les cristaux sont fixés dans la monture 
au moyen de cire molle; on prend bien soin de ne laisser aucun 
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interstice entre la monture et le cristal, afin d'éviter le passage de 
bulles de gaz qui gènent considérablement les mesures. La longueur 
totale de l’ensemble K + V est 87 cm. 


4. Réglage du cristal. — Le cristal étudié doit être rigoureusemént 
perpendiculaire au faisceau lumineux. On installe d’abord dans 
l'entrefer la tête D du cryostat, portant la tige K, à l'exclusion des 
vases À et B. La tige K est rendue verticale au moyen des vis T par 
comparaison avec un fil à plomb. Il faut ensuite amener la normale 
au cristal à être située dans un plan horizontal. Pour cela, on déplace 
le cristal dans sa monture jusqu’à ce que l'image réfléchie sur la face 
avant du cristal soit renvoyée à l’intérieur du trou de r mm. de dia- 
mètre qui perce la pièce polaire antérieure. On perfectionne ensuite 
ce réglage en utilisant deux repères situés dans un même plan hori- 
zontal, de part et d’autre de ce trou, à une distance angulaire de 45° : 
l’image réfléchie par le cristal doit passer exactement sur ces deux 
repères quand on tourne le cristal autour d’un axe vertical. 

On place ensuite les vases A et B et on en effectue le remplissage. 
Avant de commencer les mesures, on règle la lame cristalline de façon 
que sa normale soit parallèle à l’axe de l’électro-aimant. Pour cela, 
on oriente la vibration incidente à 45° de l'horizontale, puis, faisant 
tourner l’alidade N de part et d’autre de la position cherchée, on 
repère les divisions du cercle P pour lesquelles on observe à l’analy- 
seur des obscurcissements dus aux bords des anneaux qui existent 
en lumière convergente. On repère ainsi trois « franges » noires de 
part et d'autre de la position centrale. En faisant la moyenne des 
positions de ces franges prises deux à deux, on obtient 3 valeurs de 
la position cherchée qui coïncident en général (surtout si la lame 
cristalline est épaisse) à moins de 2 minutes près. C’est la moyenne 
de ces 3 valeurs que l’on adopte pour la position définitive du cristal. 


HI. — Dépouillement des résultats expérimentaux. 


Celui-ci nécessite d’une part le calcul des températures, d’autre 


part, celui des champs qui agissent effectivement à l’intérieur du 
cristal. 


4. Calcul des températures. — La détermination des températures 
qui règnent dans le cryostat se fait simplement à partir des pressions 
de vapeur correspondantes. Lorsque le vase À est rempli d’hélium, 
la pression est mesurée avec précision, toutes les trois minutes, au 
moyen d’un manomètre à mercure, dont les niveaux sont repérés avec 
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une erreur inférieure à 0,001 mm. à l’aide d’un cathétomètre. On 
mesure, en général, les hauteurs d, et d; du mercure dans les deux 
branches du manomètre et les flèches Jet fa des ménisques corres- 
pondants. La pression cherchée est égale à : 


(1) p=di—di+ (ff) + if), 


où R est le rayon des branches du manomètre. 

Connaissant la pression, on peut déterminer la température au 
moyen des formules de Keesom. Nous avons préféré utiliser les 
courbes d’etalonnage p — f(T), qui ont été établies en tenant compte, 
dans le cas de l'hélium liquide, des corrections indiquées par 
MM. Bleaney et Simon [9] 


2. Calcul du champ effectif. — Le champ qui agit effectivement 
dans le cristal n’est pas égal au champ extérieur. Il faut tenir compte, 
en effet, du champ démagnétisant et de l'interaction magnétique entre 
les ions. Nous donnons ci-dessous la méthode de calcul utilisée par 
ces corrections. Nous avons utilisé largement pour cela les indications 
qui nous ont été fournies par M. J. Becquerel. 

M. Kramers [37] a montré que le champ effectif est donné par la 


formule : 
(2) Her — H + Ÿ(a— B)c8, 


où H est le champ magnétique extérieur, 5 l’aimantation par unité de 
masse et à la densité. La correction se compose donc de deux parties : 

a) TE a08 représente l'interaction magnétique entre les ions. Quand 
le réseau est cubique, on a « — 1. En ce qui concerne le sulfate de 
nickel, dont l’asymétrie est très faible [83], on peut considérer que 
.cette valeur est encore correcte. 

b) 2 Boè représente le champ démagnétisant. M. Kramers donne 
pour le coefficient 8 la formule suivante, quand le cristal est un 
parallélépipède : 


3 (d+b)(c—b) b (d+a)(c—a) 2abcl 
CRE 7 Log Pen ete. nn) H ATOS os ang fr 


où / est l'épaisseur du cristal suivant la direction de H, 2a et 2 sont 
. , 4 # “ 
les dimensions des faces perpendiculaires au champ, et où l’on a posé : 


da? + b? et c= ya +0r+e. 
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Nous avons fait le calcul de $ pour le cristal épais que nous avons 
utilisé le plus souvent, et dont les dimensions en millimètres étaient : 


(4) 123,50; 24 —53,00 ; 2b — 10,00. 
On trouve ainsi (avec à — 2,082) : 
(D) Her = H — 5,0985. 


Il reste à calculer « pour toutes les valeurs correspondantes de H. 
On peut utiliser pour cela la rotation paramagnétique, qui est pro- 
portionnelle à l’aimantation moléculaire dans la direction de l'axe 
optique. La même proportionnalité existe aussi entre la susceptibilité 
moléculaire x et la constante de Verdet paramagnétique, définie 


comme ia limite, pour H— 0, de _ , ep étant la rotation paramagné- 


tique par millimètre de cristal. Soit V,(2) la valeur de cette constante 
pour la longueur d’onde X. Il doit exister, en principe, un coeffi- 
cient X,, indépendant de H et T, tel que : 


(6) x = BV 0), 


y étant naturellement indépendant de À. Il suffit donc, en principe, 
de déterminer k; pour une seule longueur d’onde pour connaître la 


susceptibilité moléculaire, et par suite l’aimantation. 

En réalité, la dispersion rotatoire magnétique varie sensiblement 
avec la température, en raison du déplacement et de la variation 
d'intensité — hors de tout champ magnétique — des bandes d’absorp- 
tion ultra-violettes responsables de l'effet Faraday. k, dépend donc 


également de T, et n’a plus de signification très précise. Il serait 
peut-être plus normal de comparer la susceptibilité à une 
constante V,( æ) qui serait définie comme la limite, pour À — o, du 
produit X°V,(à). En fait, pour le doublet jaune du mercure, on est 
déjà suffisamment éloigné des bandes ultra-violettes actives dans 
l'effet Faraday, pour que la dispersion rotatoire magnétique ne varie 
plus beaucoup avec T. Nous calculerons donc k, pour eette radiation, 


pour laquelle nous disposons à la fois des résultats de M. J. Becquerel 
et des nôtres. Les valeurs de 6 que nous obtiendrons par cette méthode 
seront toujours suffisamment approchées pour le calcul des correc- 
tions relativement petites qui interviennent dans la détermination du 
champ effectif. 


3. Détermination de X5:+. — MM. Penney et Schlapp [77] ont calculé 
les susceptibilités moléculaires principales y,, +, x; des sels de 
nickel cristallisés à des températures suffisamment hautes pour que 
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Von puisse postuler la convergente des développements en _ et limiter 


‘ | I : ; 
ceux-ci aux termes en x. Ils obtiennent les formules suivantes: 


8Nps 


64 2 
(D = pr (1 + Bras + pE) — BNyin, 
avec : 
(8) 0, — _ Nue + 3 — 204). 


%2 et %; s'obtiennent à partir de (7) et (8) en permutant les indi- 
ces 1, 2, 3. N est le nombre d’Avrogadro et y, le magnéton de Bohr ; 
%, %, &, Sont des constantes qui définissent le champ cristallin et n 
la constante de couplage spin-orbite. (Nous employons la lettre n au 
lieu de À utilisée par MM. Penney et Schlapp, pour éviter une confu- 
sion avec la longueur d'onde). 

Ces formules supposent essentiellement que le champ cristallin 
possède la symétrie octaédrique, et qu’un champ à symétrie ortho- 
rhombique beaucoup plus faible s’y superpose, les axes principaux 
des deux portions du champ cristallin étant supposés parallèles. C’est 
la partie orthorombique de ce dernier qui produit l’anisotropie 
magnétique qui, comme on le sait, est relativement faible [83]. 

On ne tient pas compte des actions d'échange, c’est-à-dire que l’on 
néglige le champ moléculaire de Weiss. 

La susceptibilité moléculaire moyenne s'écrit d’après (7) : 


8Np, 8 
(9) * DE Qu +X + U)= ST [: + (ai + ae + a — kT)]. 


Posons : 
3 

il DA arr aa: 
Il vient : 

8Np; in), ÉNbs 
(11) = ge ( — 55) 5Dg * 
Dans ces équations, Dq représente, suivant les notations de MM. Pen- 
ney et Schlapp, la constante de la partie cubique du champ cristallin ; 
18Dq représente la séparation maximum des niveaux d'énergie pro- 
venant de la décomposition par le champ cristallin de l’état fonda- 
mental 3F, de l’atome de Ni++. 

Les constantes qui figurent dans l’équation (11) peuvent être calcu- 
lées au moyen des mesures effectuées par M. Janes [33] sur les 
susceptibilités moléculaires moyennes de divers sels de groupe du 
fer entre la température ordinaire et celle de l’azote liquide. En ce qui 
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concerne le sulfate de nickel hexahydraté, le tableau Ïl donne, en 
fonction de T, la susceptibilité paramagnétique moyenne par gramme 
de substance. 


TABLEAU I 
om 

ao %:10° 
82,2 56,89 
169,0 27,96 
205,3 23,19 
230,1 20,72 
298,5 16,13 


Les susceptibilités paramagnétiques ont été calculées en déduisant 
des valeurs de la susceptibilité totale la valeur de la susceptibilité 
diamagnétique égale à 0,42.10—° par gramme. L'expression de la 
susceptibilité moléculaire moyenne qui s'accorde le mieux avec les 
valeurs du tableau I est la suivante : 


(12) XT = 1,2155 + 0,0001708 T. 


La constante est liée à la largeur totale Av du multiplet des 
niveaux 3F de l’atome de Nit++ par la relation : 


(13) NE avec S— 1 et L—35. 


M. Laporte a mesuré Av et trouvé la valeur 2 347 cm" [45]. 
On en déduit : 


(14) n = — 335,3 cm. 


On peut déduire des égalités (12) et (14) la valeur de la constante Dg 
de la partie cubique du champ cristallin : 


(15) Dyrns2temes 


Cette valeur est en bon accord avec les valeurs déterminées pour 
divers sels de nickel hexahydratés par plusieurs expérimentateurs : 
MM. J. Becquerel et W. Opechowski ont trouvé D — 1 o6g cmt 
pour le fluosilicate ; MM. Krishnan et Mookherji [39] ont trouvé, pour 
15 sels de Ni hexahydratés, des valeurs de Dg allant de 1079 à 
1 396 cmt, la valeur moyenne étant égale à 1 201 cmt. Il convient 
de remarquer que l'équation (12) s’accorde avec (11) sans qu'il soit 
nécessaire de faire intervenir un point de Curie 6. Si l’on admet 
l'existence d’un point de Curie, le calcul des valeurs les plus proba- 
bles des constantes donne une valeur de @ inférieure à o°o2 ; il est 
donc illusoire d’en tenir compte. Ce résultat confirme l'hypothèse, 
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faite par plusieurs physiciens, que le champ moléculaire de Weiss 
est négligeable dans les sels de Ni hexahydratés, y compris 
le «-SO,Ni, 6H,0. 

Nous calculerons maintenant les susceptibilités principales suivant 
l’axe optique x}, et perpendiculairement à l'axe optique y,. Celles-ci 
sont données par les formules (7) et (S) où l’on fait : 


NN 0) CC PU ETS 


8N u? 


il : 
(16) LU = SET (: + Ba + ma) — SNya, 
k 
biz nai — an), 
8Nu; 8 
& = er (1 + Bne + jh) — Nues 


2 
= 3 ner — 4). 


On en déduit l’anisotropie : 


2 


8Ny, 8n ar? 
(18) My 3 Aa 2 — 8 
où l’on a posé : 
APT || et AG 1x) —4)), 


L’anisotropie Ay du a-SO,Ni, 6H,0 a été mesurée à diverses tempé- 
ratures par MM. Krishnan, Chakravorty et Banerjee [38] et Krishnan, 
Mookherjee et Bose [40]. Le tableau II donne, outre les valeurs 
mesurées par eux, les valeurs de Aa que l’on peut en déduire, à l’aide 
de (18), n étant fourni par l'égalité (14). 


TaBLeau Il 
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On voit que Az est pratiquement indépendant de la température. 
Sa valeur moyenne, déduite du tableau I, est : 


(19) Aa — — 3,805.101°—— 7,468.10 cm. 

On a par ailleurs, d’après (10) : 

= 3 

(20) 1 + 2 = — og —— 2458.10" cm., 
et par suite : 
! a = — 0,768.10—* cm., 
(21) æ ——0,843.10—* cm. 

Les formules (16) et (17) donnent alors, compte tenu de (14) : 
(22) Re. + 0,0001598, 

1,2275 , 0,804 + 0,0001795. 

(23) A= OO + pm x 7 


Ces équations ne sont pas valables aux très basses températures, 
mais semblent pouvoir s'appliquer au moins jusqu'aux températures 
de Fazote liquide. Les constantes de Verdet que nous avons mesurées 
entre 294°1 et 63°5 K peuvent être représentées en fonction de T par 
des expressions de même forme que (22) ou (23). En particulier, pour 
la raie jaune du mercure (‘), on peut écrire : 

0,002628  00,03550 


(24) Vire — T T2 + 2:0977. 19 


D’après ce que nous avons dit plus haut, V;., est relié à y;, par la 
formule : 


(25) Vie — En + Vn, 


où V, désigne la constante de Verdet diamagnétique, qui est indé- 
pendante de T. La comparaison de (22) et (24) fournit les valeurs des 
constantes : 


(26) 


Nous pouvons maintenant calculer le champ effectif en fonction de 
la rotation magnétique par millimètre p correspondant à des valeurs 
déterminées de H et de T. On a en effet : 


ke =h50,2, 


Vo==2 942010. 


(27) LP —£p — V'Hr, 
be 

ki 
(28) = a ps 


(1) Nous avons utilisé, dans tous les calculs numériques de ce para- 
graphe, les résultats expérimentaux de M. J. Becquerel, en même temps 
que les nôtres. 
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où M est la masse moléculaire du a-SO,Ni, 6H,0 (M=— 262,85). On 
déduit de (5), (26), (27) et (28) : 


(29) Her = —— (H — 8,8480). 


1,00026 


Cette formule est valable à toutesles températures, y compris celles 
de l’hélium liquide. Il est bien entendu que p désigne la rotation 
magnétique totale en degrés par millimètre, pour la raie jaune de 
mercure, correspondant au champ H. 

Indiquons pour terminer l’ordre de grandeur de la correction 
H— Her : pour la température la plus basse utilisée par nous 
(T— 1°36 K) et pour un champ extérieur maximum de 26 790 gauss, 
cette différence est égale à 140 gauss. 


IV. — Résultats. 
Nous exposerons successivement les résultats que nous avons 
obtenus sur la variation du pouvoir rotatoire naturel avec la tempé- 


rature et sur l’action du champ magnétique sur la rotation naturelle. 


4. Variation de la rotation naturelle avec la température. — Nous 
avons résumé sur le tableau III les valeurs des rotations naturelles 


Tagzeau lIIl 


T |x=578mu|X=546 mu | }— 436 mu ba 
546 
Température 5 L 6 
ambiante 294,1 1,44 0,8 70 1,09 
77,4 2,63 2,08 — 1,26 
ui 70,0 2,64 2,11 — 1,25 
1qu2ee 64,5 2,07 2,12 + 0,08 1,26 
Hydrogène ce 2,79 UE + 0,19 1,26 
ua 17 — 2,2 _— — 
pauiée 12 2,83 2,24 + 0,21 1,26 
L,23 2,87 2,30 + 0,29 1,25 
Héli 2,03 2,87 2,32 + 0,29 1,24 
Se AP 1,70 2,88 2,35 + 0,30 1,28 
Hquide 1,58 2,90 2,35 + 0,31 1,23 
+ 0,32 2 
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par millimètre p, mesurées par nous, entre 1°36 et 2g4°1 K, pour les 
trois raies visibles du mercure, ainsi que celles du rapport de dis- 
persion des raies jaune et verte. | 

On voit que la rotation naturelle croît régulièrement à mesure que 
la température diminue. Pour la raie indigo, elle change de signe 
peu avant le domaine des températures de l’azote liquide. Les résul- 
tats du tableau III concordent dans l’ensemble avec ceux de l'école 
américaine [78], bien que quelques écarts assez petits puissent y être 
notés. Nous avons représenté sur la figure 27, la variation de pr en 
fonction de log T pour les trois radiations que nous avons utilisées. 


6) 


Fig. 27. — Variation de la rotation naturelle 
en fonction du logarithme de la température absolue. 


2. Action du champ magnétique sur la rotation naturelle. — Nous 
avons observé, à partir de 20°3, une modification de la rotation natu- 
relle sous l’action du champ magnétique. 

Cette modification reste toujours assez petite et nous n’avons pu l’étu- 
dier de façon précise qu’en faisant usage de cristaux épais : celui que 
nous avons utilisé le plus souvent avait 3,50 mm. d'épaisseur. Aussi, 
nos résultats les plus précis sont-ils relatifs à la raie verte, pour 
laquelle l’absorption du a-SO,Ni, 6H,0 est minime. Pour la raie 
Jaune, nous avons dû diminuer l’épaisseur du cristal étudié ; les 
résultats sont donc moins précis. Il en est de même de la raie indigo, 
pour laquelle nous avons employé un cristal de 0,81 mm. d'épaisseur : 
cependant, l'effet étant nettement plus grand pour cette radiation que 
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pour les deux précédentes, la précision relative reste de l’ordre de 
grandeur de celle que nous avons obtenue avec la raie jaune. 

a) Résultats en champ longitudinal. — En champ longitudinal, le 
sens de la dissymétrie des rotations magnétiques observées traduit 
une augmentation de la valeur absolue de la rotation naturelle pour 
les deux raies jaune et verte du mercure. Elle est de signe opposé 
pour la raie indigo et traduit au contraire une diminution de la 
valeur absolue de la rotation naturelle. Cette modification Ap, du 
pouvoir rotatoire, pour les températures les plus basses, croît d’abord 


0,06 


Fig. 28. — Modification de la rotation naturelle par un champ magné- 
tique longitudinal, en fonction de l’intensité du champ, pour différentes 
températures (x — 546 mp). 


avec le champ, passe par un maximum et décroît ensuite à mesure 
que le champ augmente. “. 

Nous avons représenté sur la figure 28, les variations de Ap, par 
millimètre de cristal en fonction du champ effectif pour la rate verte 
du mercure, à différentes températures de l'hydrogène et de lhélium 
liquide. Le tableau IV ci-contre donne les valeurs numériques que 
nous avons obtenues. 

Il convient de remarquer que les dissymétries effectivement mesu- 
rées sont 7 fois plus grandes que les valeurs indiquées dans ce 
tableau et que, par suite, les erreurs commises sont de l’ordre de 
2 à 3 millièmes de degré. Nous avons représenté sur la figure 29 les 
valeurs de Ap, à différentes températures pour la raie indigo (cour- 
bes I, II et IIT) et pour la raie jaune (courbes IV, V et VD. Rappelons 
que, pour cette dernière radiation, la variation de la rotation natu- 
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TaBzEeaAu IV 


Ap, par millimètre pour À = 546 my. 


050 


Fig. 29. — Modification de la rotation naturelle par un champ magné- 
tique longitudinal, en fonction de l'intensité du champ (À — 436 
et 578 mu). 


relle est de signe opposé à celui des variations observées pour les 
deux autres raies. Le tableau V indique enfin, pour différentes tem- 


pératures, les valeurs (approximatives) de (AQ%)max et de (2) pour 
les trois radiations utilisées. CS 
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TagzEeau V 


b) Résultats en champ transversal. — Nous n'avons étudié l’action 
d’un champ transversal que pour la raie verte du mercure et un 
cristal de 3,50 mm. d'épaisseur. La modification du pouvoir rotatoire 
observée varie sensiblement avec l'azimut de la vibration incidente : 
w est l’angle que fait celle-ci avec la direction des lignes de force du 
champ magnétique. Ap, est, en valeur algébrique, la variation de la 
rotation naturelle par millimètre de cristal. 


TaBzeaAu VI 


4e, par millimètre pour x = 546 mu et T— 1036 K. 


H eff. wù = 0 w — 450 6 — 90° 
1 486 — 0,051 — 0,014 — 

3 629 — 0,117 — 0,051 — 

5 185 — 0,229 — 0,0:4 — 0,028 
6 74o — 0,262 — 0,142 — 0,060 
9 O21 — 0,308 — 0,174 — 0,088 
10 508 — 0,280 — 0,142 — 0,068 
12 789 — — 0,114 — 0,07 
14 033 — 0,211 — 0,091 — 0,043 
16 418 — 0,126 — 0,028 + 0,014 
18 561 — 0,057 + 0,023 + 0,054 
20 462 + 0,034 + 0,045 + 0,083 
22 156 + 0,114 10191 + 0,120 
23 7II + 0,160 + 0,172 + 0,137 
25 4o5 + 0,228 + 0,203 + 0,174 
26 649 + 0,246 + 0,202 + 0,188 


La figure 30 représente, en fonction du champ, les valeurs de Ap, 
du tableau VI, ainsi que celles de Ap, par millimètre pour 
T—/4°23 K, w —0o et À—546 my (courbe en pointillé). On remar- 
quera que les courbes en champ transversal ont la même forme qu’en 
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champ longitudinal, mais que la variation initiale de la rotation 
naturelle s'effectue en sens opposé, la position du maximum corres- 
pondant à un champ plus faible (9000 gauss environ) qu'en champ 
longitudinal (environ 15 000 gauss pour T — 1°36). 


— 


H k gauss 


Fig. 30. — Modification de la rotation naturelle 
par un champ transversal, en fonction de l’intensité du champ. 


Nous nous sommes contenté jusqu'ici d'exposer le résultat de nos 
mesures sans les commenter. Nous reviendrons au chapitre VIII sur 


les conclusions que l’on peut tirer de ces mesures et l'interprétation 
que l’on peut en donner. 


CHAPITRE V 


Action d'un champ électrique 
sur le pouvoir rotatoire naturel 
du sel de Seignette cristallin [50]. 


L. — Introduction. 


4. Position du problème. — Les chapitres qui précèdent ont montré 
que l'action orientatrice du champ magnétique n’est efficace que dans 
des circonstances particulières, qui sont difficiles à réaliser expéri- 
mentalement. L'action du champ électrique est susceptible de donner 


Annales de Physique Fig. 33 (PLaxcne Il) 
12€ Série, t. 5 (Mars-Avril 1950). MauRIGE Lévy 


Fig. 33. — (Planche 111). Montage pour l’étude de l’action du champ élec- 
trique sur le pouvoir rotatoire du sel de Seignette cristallin (Laboratoire 
des Recherches physiques à la Sorbonne). 


Masson ET Ce, EniTEURS 
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des résultats plus nets, car l’oriestation par un champ électrique est 
en général plus complète que celle produite par un champ magné- 
tique. 

Cependant, l'étude expérimentale se heurte ici à des difficultés 
d’un autre ordre. La nécessité d'employer des champs élevés, de l’ordre 
de 100 u.e. s., introduit des phénomènes parasites qu’il est difficile 
d'éviter. La conductibilité, l’électrostriction pour les liquides, la 
piézoélectricité par les cristaux, sont des phénomènes qui viennent 
troubler les observations. De telles recherches ont cependant été 
effectuées par M. de Mallemann sur la biréfringence électrique des 
liquides actifs [54]. Le dispositif expérimental employé par cet auteur 
était basé sur la méthode des charges instantanées de Pauthenier [71], 
qui, dans le cas des liquides, permet d'éliminer complètement les 
phénomènes de conductivité et d'électrostriction. Malgré tout, l’ex- 
trème petitesse des écarts à la théorie de Gouy observés par 
M. de Mallemann (nous en avons parlé dans notre introduction, p.157), 
n'encourage pas à étudier le phénomène de variation du pouvoir 
rotatoire sous l’action d’un champ longitudinal dans les liquides 
actifs. 

Une coïncidence nous a paru, pourtant, fournir un cas exception- 
nellement favorabie. On sait que les propriétés électriques très parti- 
culières du sel de Seignette, qui font de ce corps le correspondant 
électrique des corps ferromagnétiques, sont dues probablement à 
une orientation quasi-totale des dipôles moléculaires qu'un champ 
très faible suffit à réaliser. Il se trouve justement que ce sel est doué 
de pouvoir rotaloire. Son étude. du point de vue qui nous occupe, 
paraît donc extrêmement intéressante. Mais les difficultés expérimen- 
tales, malgré la faiblesse du champ électrique à utiliser, et en raison 
même des propriétés spéciales du sel de Seignette, restent très impor- 
tantes : 

a) Les cristaux du sel de Seignette sont très fragiles et sensibles à 
toute variation inhomogène de température. 

b) Ce sont des cristaux biaxes. Leur pouvoir rotatoire est beau- 
coup plus difficile à mesurer que celui des cristaux uniaxes, car 
l'orientation du faisceau lumineux parallèlement à l’un des axes 
optiques doit être beaucoup plus rigoureuse. M. Longchambon a, 
depuis longtemps, étudié en détail la technique de mesure du pouvoir 
rotatoire des cristaux biaxes [51]. Nous nous sommes largement 
inspiré de sa méthode, que nous avons adaptée aux conditions parti- 
culières dans lesquelles nous étions placé; nous l'avons également 
un peu simplifiée pour profiter du fait que nous disposions d'un 
analyseur elliptique de Chaumont. | 

c) Ilest nécessaire d’étudier le cristal à des températures comprises 
entre — 209 et + 200. Par suite, il faut mettre au point un dispositif 
de refroidissement compatible avec une étude optique. 
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d) Enfin, la conductivité et surtout la piézoélectricité du sel de 
Seignette étant notables, même dans les champs faibles, il faut les 
éliminer en employant un dispositif de charge électrique périodique- 
ment interrompue. Les champs que nous avons utilisés étant relati- 
vement faibles, nous n'avons pas jugé nécessaire d'employer la 
méthode de Pauthenier, qui présente de multiples inconvénients pour 
les mesures visuelles. Nous avons mis au point un dispositif de 
production d’une tension variable en dents carrées,au moyen de tubes 
électroniques. 


2. Structure cristalline et propriétés électriques du sel de Seignette. 

— Le tartrate double de sodium et de potassium (C;H,0,NaK,4H:0), 

appelé également sel de Seignette, ou 

c(07) sel de Rochelle, se présente sous ses 

] deux formes énantiomorphes, dont la 

plus commune est droite. On peut le 

faire cristalliser facilement à une tem- 

pérature inférieure à 4o° C. Les gros 

b(oy) cristaux que l’on obtient restent stables 

jusqu’à 55° C; ils se transforment 

alors en un mélange des deux tartrates 

de sodium et de potassium qui se dis- 
solvent complètement à 580 C. 

| Le cristal est orthorhombique 

Lox) (groupe : V;). Sa structure a été étudiée 

Fin UR Or Rutatin dés lai MOTEN des rayons X par MM. Beevers 

axes cristallographiques ©! Hughes [4]. II y a quatre molécules 

du sel de Seignette. par maille. Du point de vue optique, 

les axes a, b, c de l’ellipsoïde de 

Fresnel sont respectivement parallèles 

à OX, OY et OZ (fig. 31). Le plan des axes optiques est XOZ (o10). 

Leur bissectrice aiguë est OX. On a, pour le jaune : 


2V — 49040". 


Le pouvoir rotatoire est, d’après Dufet [23], de 1°35 par millimètre 
pour la raie D, suivant l’un ou l’autre des axes optiques. Les pro- 
priétés électriques des cristaux du sel de Seignette ont fait l’objet d’un 
nombre considérable de travaux. On pourra se reporter, pour tous les 
détails, au livre de M. Cady [45] et aux articles généraux de M. Muel- 
ler [68, 69]. Le cristal présente, entre deux températures caractéris- 
tiques (« points de Curie » ferro-électriques), qui sont égales, s’il est 
complètement libre, à 0, = + 24°5 et 0 = — 19°4, une analogie 
complète avec les corps ferromagnétiques. è 
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IL. — Dispositif expérimental et méthodes de mesure. 


Nous décrirons successivement les parties les plus importantes du 
montage optique, la méthode de mesure du pouvoir rotatoire et les 
dispositifs producteurs de tensions. 


4. Le montage optique. — Comme nous l’avons indiqué au début 
de ee chapitre, le montage que nous avons utilisé diffère sensiblement 
de celui de M. Longchambon. Le schéma en est représenté sur la 
figure 32. La figure 33 (Planche III) est une photographie de l’en- 
semble du montage. 

La source S est une lampe à vapeur de mercure Philora H. P. 300; 


Fig. 32. — Schéma du montage optique. 


le monochromateur M est celui qui a été décrit au chapitre IL (p. 55), 
de même que l’analyseur elliptique A. 

a) Le cristal. — Dans un gros prisme naturel de sel de Seignette 
droit, nous avons taillé perpendiculairement à l’un des axes optiques 
une lame de 8 mm. d'épaisseur. La détermination des axes optiques 
se déduit aisément de celle des axes cristallographiques (p. 242). Pour 
fixer la position de ces derniers, on peut utiliser les figures de corro- 
sion, qui sont caractéristiques, ou, plus simplement, on peut, quand 
cela est possible, reconnaître la position des faces naturelles du cristal 
en mesurant les angles des faces brutes. 

b) Le cryostat et La monture du cristal (fg. 34). — Le cryostat 
consiste en deux vases de verre Pyrex coaxiaux, reliés par deux 
tubes a et b scellés avec eux. Ces tubes sont terminés par deux glaces 
de fermeture G, et G; de 12 mm. de diamètre et de 1: mm. d'épaisseur. 
Le vase À est rempli de glace fondante ou, dans certains cas, d’un 
mélange réfrigérant glace-sel à 30 0/0 de sel. Le vase B est rempli 
d'huile de paraffine très pure, afin d'isoler électriquement l’ensemble 
du cristal et de sa monture. Ceci a d’ailleurs pour effet supplémentaire 
de supprimer à peu près complètement la lumière diffusée par les 
irrégularités de la surface du cristal. Le vase B est fermé par une 
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rondelle de caoutchouc C portant les électrodes E, et E>, l’axe D de 
la monture du cristal (qui peut tourner librement, C demeurant fixe), 
et les fils F, et F; du couple thermoélectrique. 

La monture du cristal est en plexiglass, pour éviter tout contact 
métallique avec Le cristal et ses armatures. Son axe D est vissé sur un 
cercle divisé K qui repose sur le support à hauteur et horizontabilité 
réglables P. Une alidade 
solidaire de D permet de 
repérer sur le cercle K la 
position du cristal à une 
minute près. Le cristal est 


SN KKK simplement posé sur le 
RKX NN support M de la monture, 
Ain BIRS afin d'éviter Îles phénomè- 

HS nes parasites de piézoélec- 

UMA DPI pr tricité inverse qu’une pres- 

212 CR me sion très légère suffirait à 

» NEO] 6 produire. Les armatures 

1 NAS? du condensateur Q, et Q: 

LA = sont constituées par deux 
(Lx 


feuilles minces d’étain, qui 
sont appliquées, mais non 
collées, sur le cristal au 
moyen d’une solution 
diluée de baume de Canada 
dans du xylène. Ceci per- 
met d'assurer un contact 
satisfaisant du cristal avec 
ses armatures, car la cou- 
che de passage formée par 
Fig. 30 la colle, qui diminue tou- 

| jours la valeur du champ 
électrique interne, estextré- 
mement mince, Les arma- 
tures couvrent complètement la surface du cristal, à l'exception d’une 
ouverture circulaire de 1,50 mm de diamètre ménagée en son centre 
pour permettre le passage de la lumière. La section droite de notre 
cristal, perpendiculairement au champ, a en gros la forme d’un rec- 
tangle de 18 sur 25 mm. Nous avons admis que, dans le cylindre 
central traversé par la lumière, les déformations du champ électrique 
dues aux bords extérieurs du cristal peuvent être négligées. 

Les températures sont mesurées au moyen d’un couple cuivre- 
constantan (cf. p.210). La soudure froide plonge dans l'huile de paraf- 
fine contenue dans le vase B au voisinage immédiat du cristal; la 
soudure chaude baigne dans la vapeur d’eau produite par un | 


Le cryostat et la monture du cristal. 
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ébullioscope. Les fils du couple sont reliés à un millivoltmètre per- 
mettant d'apprécier le 1/40 de millivolt. Une différence de 100° entre: 
les températures des soudures produit un déplacement de 4,02 mv. 
Par suite, l'erreur maximum est de l’ordre de 0°5, ce qui est suffisant 
pour ce genre de mesures. Pour toutes les mesures effectuées à une : 
température constante, nous avons, en outre, contrôlé celle-ci au 
moyen d’un thermomètre plongé à intervalles réguliers dans l'huile 
de paraffine. Lorsque le vase A est rempli de glace fondante, la tempé- 
rature au voisinage du cristal varie entre o°2 et o°3 Centigrade. 

Les armatures Q, et Q, sont reliées aux électrodes E, et E, au 
moyen de fils de cuivre très fins, soudés sur les électrodes et ayant 
avec Q, et Q, un simple contact, assez ferme cependant; E, et E, sont 
reliées aux bornes de tension. 


2. Méthode de mesure du pouvoir rotatoire. — a) Orientation de 
l’axe optique parallèlement au faisceau. — La fente f, du mono- 
chromateur (fig. 32) sert de source monochromatique. La lentille L, 
est réglée de façon à produire un faisceau aussi parallèle que possible. 
Le faisceau traverse un polariseur à champ normal P, monté sur un 
cercle divisé de 160 mm. de diamètie. L’azimut de la vibration émer- 
gente peut être déterminé à une minute près. Le diaphragme D,, 
placé immédiatement après P,, a un diamètre de 8 mm. Le faisceau 
traverse ensuile une lentille L: très convergente de distance focale 
7 cm. Celle-ci forme sur la face avant du cristal une image très fine 
de f, ayant 0,5 mm. de largeur et 3 mm. de hauteur. Après avoir 
traversé le cristal, la lumière est reçue sur un second polariseur à 
champ normal P,, croisé avec P,, et de grande ouverture (9 —5 cm. 
environ), puis sur une lentille L, de grande distance focale (6 m.). 
Dans ces conditions, on observe sur un écran placé peu après L, de 
beaux anneaux d’interférence en lumière convergente. 

Pour la détermination du pôle de l’axe, nous avons procédé de la 
façon suivante : si l’on tourne P, dans le même sens que celui dans 
lequel a tourné la vibration lumineuse dans le cristal, deux points 
noirs se détachent du centre et s’en écartent symétriquement en décri- 
vant chacun une spirale, tandis que l’ensemble des anneaux s’estompe 
. progressivement. Il existe une position de P, pour laquelle ces deux 
points sont très noirs et très distincts. Nous avons reçu leur image 
sur un écran E, placé au foyer de L,, sur lequel sont tracées, au 
moyen de peinture phosphorescente, deux cibles ayant les dimen- 
sions de l’image des deux points. Entre celles-ci et rigoureusement 
au centre, est percé un trou T de 12 mm. de diamètre. Après une 
période d'adaptation dans l’obscurité de 15 à 20 minutes, l’image des 
deux points noirs est suffisamment visible pour qu’il soit possible de 
placer l’écran E de façon que cette image vienne se placer exactement 
sur les cibles lumineuses. 11 ne reste plus qu’à placer l’analyseur 
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elliptique A derrière le trou T. La pupille d'entrée de l'appareil 
: possède un diamètre de 16 mm. Par suite, la position du pôle de 
l'axe peut être pointée avec une erreur maximum de l’ordre de 


1,5 minute. 


b) Dispositif par les mesures. — Le réglage précédent étant 
effectué, on enlève la lentille L, et le polariseur P,. 


8. Dispositifs producteurs de tensions. — Nous avons employé prin- 
cipalement deux types de tension. | 
a) Tension continue. — Celle-ci est obtenue au moyen de 8 piles 


de 103,5 volts chacune, montées en série. Par suite, la tension appli- 


quée aux bornes B, et B, ne peut varier de façon continue. Nous 
avons pu lui donner des valeurs égales à des multiples entiers de 
103,5 volts en reliant à B, et B, un nombre variable de piles. Pour 
les tensions inférieures à 103,5 volts, il était difficile d'utiliser un 


Fig. 35. — Profils des ten- 
sions périodiquement 
interrompues. 


dispositif potentiométrique ordinaire, 
car, afin d'augmenter la durée de vie de 
nos piles, nous avons dû en limiter le 
débit le plus possible. Nous avons donc 
opéré à l’aide d’un potentiomètre discon- 
tinu, obtenu en montant en série 5 résis- 
tances de 50 000 Q chacune. 

b) Tension en dents carrées. — Afin 
de supprimer les phénomènes parasites 
de conductibilité et de piézoélectricité 
inverse, il est nécessaire, comme nous 
l'avons dit, de ne charger le-cristal que 
pendant un temps très court. La méthode 
employée jusqu'ici par la plupart des 
expérimentateurs, qui consiste à utiliser 
un courant alternatif dont une alternance 


est supprimée, nous a paru peu satisfaisante. Il est préférable, en 
effet, d'employer une tension en dents carrées (fig. 35, a) dont il est 
possible de faire varier la hauteur V,, la fréquence f'et ie temps de 
charge =, défini par la relation : 


() 


Ce problème, étant donné l’ordre de grandeur de V, (+ 800 volts), 
est assez difficile. La méthode classique consiste à produire une 
tension périodique au moyen d’un ou plusieurs oscillateurs, à ampli- 


fier celte tension au moyen d’amplificateurs à lampes, puis à l’é 


écrêter 


par des tubes électroniques fonctionnant en « tout ou rien », de façon 
à obtenir des paliers carrés. Ce montage, qui nécessite au moins 
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8 lampes, nous a semblé trop compliqué pour le but que nous nous 
proposions. 

I convient de remarquer, en effet, que nous n'avons pas besoin 
d’un palier BC rigoureusement carré. L'essentiel est de produire aux 
bornes du cristal une tension qui s’annule durant une fraction de 


Fig. 36. — Schéma du montage électronique 
pour la production de tensions en dents carrées. 


période réglable. Si, par exemple, la tension varie en fonction du 
temps suivant la courbe de la figure 35 b, il suffit de remplacer V, 
par : 


To 
(2) = “ *V(bdt. 


Dans ces conditions, nous avons estimé qu'il était plus simple 
d'employer le dispositif de la figure 36 : un transformateur T, ali- 
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menté par le secteur, fournit une tension secondaire de 550 volts. 
Celle-ci est redressée à l’aide d’une valve biplaque à haute tension 
523, puis filtrée au moyen des condensateurs électrolytiques C, et C 
(12 uF) et de la self L, (2 henrys). La tension continue disponible à 
la sortie est de 45o volts. Celle-ci est appliquée à un thyratron 
(EC5o), c'est-à-dire une triode à atmosphère d’hélium montée en 
générateur d'oscillations de relaxation. Le thyratron sert de tube à 
décharge, tandis qu’une penthode AF7 sert de source de courant 
constant. En modifiant les valeurs de la résistance R, et de la capa- 
cité C;, on peut modifier la fréquence des oscillations de relaxation 
et leur tension maximum. Nous avons pris R, —100 Qet C,—=2uF, 
ce qui nous a donné une tension maximum de 100 volts, et une fré- 
quence d’oscillations variant entre 8 et 80 p. s. L’amplitude de la 
tension en dents de scie est réglée au moyen du potentiomètre R, 
(qui commande la tension de la grille du thyratron), tandis que sa 
fréquence est réglée à l’aide du potentiomètre R,; qui fait varier la 
tension grille-écran de la penthode de charge. 

; La tension en dents de scie ainsi obtenue est ensuite appliquée, par 
l'intermédiaire du condensateur C; (1 uF), à la grille d'un deuxième 
thyratron. La cathode de celui-ci est reliée à la masse, tandis qu’à la 
plaque on applique une tension continue de 830 volts, produite par 
une série de piles, par l'intermédiaire d’un système capacité-résis- 
tance (R,, C;) qui sert également à la décharge du condensateur 
constitué par le cristal. La tension appliquée aux bornes B, et B, est 
prise entre le point Q et la masse. 

La hauteur des tensions utilisées est mesurée simplement au 
moyen d’un voltmètre (qui donne directement la tension moyenne). 
La fréquence est mesurée à l’aide d’un oscillographe, en utilisant 
comme tension de synchronisation la tension en dents de scie appli- 
quée par l'intermédiaire d’un condensateur C, de 0,1 &F. Le temps 
de charge + est déterminé avec une approximation suffisante à partir 
de la fréquence, en appréciant sur l'écran de l’oscillographe le rap- 


port de la formule (1). 


4. Détermination du champ électrique effectif. — La répartition du 
champ électrique entre les armatures d’un condensateur troué n’est 
pas homogène. Une détermination rigoureuse du champ électrique en 
chaque point est très compliquée, du point de vue mathématique. Nous 
nous contenterons ici de calculer le champ électrique moyen suivant 
l'axe, ce qui d’ailleurs est tout à fait suffisant dans la pratique. 

Soient V la tension appliquée aux bornes, e la distance des arma- 
tures et r le rayon du trou percé dans celles-ci, Un calcul élémentaire 
montre que le champ en un point de l'axe, situé à la distance x de 
l’une des armatures, est donné par l'expression : 


(3) E(x)= A(x) +, 
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où nous avons posé : 
I FA E— LD 
% AE fo + pre 


é e He 
A(æ) est maximum pour æ — FE c'est-à-dire au centre du condensa- 


teur, où il a pour valeur : 
e e 
G) A)= im 


et minimum pour æx—0oetx—e, où seules les charges d’une arma- 
ture contribuent au champ : 


(6) A(0, e)= 


e 
a(e-Er2p1722 


Nous calculerons, pour notre usage pratique, une valeur moyenne 
de A(æx) à l’intérieur du domaine considéré (voisinage de l'axe) : 


(7) A — L f'A(Gœdx — … [(e? Je Gap _— r]. 


On vérifie que A reprend la valeur unité si l’on fait : r—0o. En ce 
qui concerne nos expériences, nous aVOns : 


e — 0,80 cm. 
(8) ——0,070.CmM: 
Par suite : 
(9) A=0,0112, 


et par conséquent : 
(10) E=1,1319 V, 


où Vest exprimé en volts et E en volts/centimètre. 

Nous calculerons également la composante du champ parallèle- 
ment à l’axe de polarisabilité maximum (OX), et la composante 
perpendiculaire à cette direction. OX fait un angle de 34°50° avec 
l'axe optique, suivant lequel est appliqué le champ. Par suite : 


Ey=1,1319(cos 34°50")V = 0,g2g91 V, 


Ho E—1,1319 (sin 34%50')V — 0,6465 V. 


Pour terminer, nous calculerons en u.e. s. les valeurs de E,etE, 
produites par un nombre n (entier ou fractionnaire) de piles de 
103,9 volts chacune : 

E,—=0,3205 n, 
(12) eZ 3 
120240 n. 
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IT, — Résultats. 


Nous exposerons d’abord les résultats que nous avons obtenus sur 
la variation de la rotation naturelle et de l’ellipticité en fonction de 
l'incidence du faisceau (au voisinage immédiat de l’axe optique); 
puis ceux qui concernent la dépendance du pouvoir rotatoire en fonc- 
tion de la température, enfin ceux qui se rapportent à l'action du 
champ électrique extérieur sur la rotation naturelle. Ces deux der- 
nières catégories de résultats sont d’ailleurs intimement liées, car la 
variation du pouvoir rotatoire avec la température est due à l'existence, 
entre les deux points de Curie, d’une forte polarisation spontanée. 


4. Variation de la rotation naturelle et de l'ellipticité en fonction de 
l'incidence du faisceau. — On sait que le pouvoir rotatoire d’un cristal 


Fig. 37. — Ellipticité et rotation en fonction de l'incidence du faisceau 
sur le cristal (L’échelle des ordonnées est de 2 degrés par carreau). 


biaxe varie très rapidement, dès que l’on incline légèrement le fais- 
ceau sur l’axe optique; corrélativement, l’ellipticité augmente dans 
de fortes proportions. Il nous était assez facile d'étudier cette variation 
au moyen de notre analyseur elliptique. Nous l’avons d’ailleurs utilisée 
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systématiquement pour contrôler le réglage du faisceau parallèlement 
à l’axe optique obtenu par la méthode que nous avons exposée p. 92 ; 
l'incidence zéro correspond, en effet, à un minimum de l'ellipticité. 

La figure 37 représente, à la température ambiante (0 — 18°), et 
pour la raie verte du mercure, la variation de la rotation du grand 
axe a (courbe [) et de l’ellipticité e (courbe IT) de la vibration trans- 
mise (en d°-mm.), en fonction de l’angle d'incidence #,. Nous avons 
fait varier celui-ci de minute en minute, de part et d'autre du zéro. 
jusqu’à 10 minutes, puis de 5 minutes en 5 minutes jusqu'à 1 degré, 
L'ellipticité e, représentée sur la figure 37, est corrigée de l’ellipticité 
constante :', due à la trempe des pièces de verre du montage optique. 
Celle-ci est de l’ordre de 35 minutes (1). 

On constate que le point zéro est un point singulier pour l’ellipti- 
cité, ce qui est conforme à ce qu'on sait des cristaux biaxes [54]. Les 
variations de « et e sont considérables, puisqu'à un degré de l’axe la 
rotation du grand axe a varié de plus de 60, tandis que l’ellipticité a 
cru jusqu’à 7°10/. 

Nous avons mesuré les « rotations vraies » en degrés/millimètre 
pour les raies jaunes et vertes du mercure (?). 


Tagzeau VII 


à my 578 546 


p 1939 + 0°02 1063 = 002 


Ces valeurs sont en bon accord avec les mesures de Dufet pour la 
raie D (cf. p. 242). 


2. Variation du pouvoir rotatoire avec la température. — Lorsqu'on 
abaisse la température, on observe une variation considérable des 
propriétés rotatoires du cristal. 

a) La vibration transmise, pratiquement rectiligne à 18°, devient 
elliptique dès que l’on abaisse 0. Corrélativement, on observe une 
forte variation de la rotation du grand axe. Ceci est dû, comme nous 


(1) Ceci est la valeur globale de &’ tandis que les valeurs de « portées sur 
la figure 37 sont rapportées au millimètre, donc divisées par 8,05. 

(2) Nous n’avons pas utilisé la raie indigo, d’abord parce que nous 
p’aurions pas eu suffisamment de lumière, ensuite parce que la dispersion 
de l’axe optique est alors trop forte pour que la mesure puisse être faite 
sans détruire les réglages. 
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le verrons, à l'existence d’une polarisation spontanée entre les deux 
points de Curie. Cette polarisation est dirigée suivant OX ; par suite, 
elle possède à la fois une composante suivant l’axe optique (Pi) etune 
composante perpendiculaire à celui-ci D On voit donc que l’ellip- 
ticité qui apparaît est due principalement à l'effet Kerr électro-optique 
produit par la composante perpendiculaire. Il est probable également 
que la piézoélectricité produite par la polarisation suivant OX contri- 
bue à l’ellipticité observée. Mais cette contribution doit être assez 
faible, comme nous le verrons. 

Si notre explication est cor- 
recte, on peut prévoir que 
l’ellipticité doit varier (en 
même temps, d'ailleurs, que 
la rotation), lorsqu'on modifie 
l’azimut de la vibration inci- 
dente. C’est bien ce que l’expé- 
rience vérifie : 

Nous avons représenté sur 
la figure 38 (courbe 1) la varia- 
tion de : en fonction de l’azi- 
mut w de la vibration incidente 
(w — o correspond à une vibra- 
tion verticale). On constate que 

20 40 60 80 pour w, == 28030’, l’ellipticité 
Fig. 38. — Variation de l’ellipticité en Passe par une valeur mini- 
fonction de l’azimut de la vibration mum, tandis qu'elle est maxi- 

incidente (courbe I) et variation du mum pour w, = 74°. On a 

pouvoir rotatoire en fonction de la d’ailleurs : 

température (courbe Il). 


(13) w,—w,=<45030", 


soit, très sensiblement, 450. w, correspond donc à une annulation de 
l’effet Kerr; en ce point, la vibration incidente est parallèle ou per- 
pendiculaire à PŸ, c’est-à-dire à la trace sur la face d'entrée du cristal 
du plan des axes optiques. Quand w —w,, par contre, la vibration 
incidente est à 45° de Le et, par suite, l'effet Kerr est maximum. 
L’ellipticité « rémanente », correspondant à w —w,, a pour valeur : 


(14) & == 13’ par millimètre. 


Cette valeur est assez faible, et due probablement à l'influence de la 

piézoélectricité. Dans un cristal biaxe, les phénomènes de biréfrin- 
gence par compression sont des plus compliqués. Nous n'avons pas 
cherché à les débrouiller, car nous n'avions pas d'indications très 
précises sur la direction de compression, et l’ordre de grandeur de 
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celle-ci. Il nous a suffi d'enregistrer la petitesse relative de &,, qui ne 
modifie pas sensiblement la valeur de la rotation naturelle. Si p est la 
« rotation vraie », et a, la rotation correspondante du grand axe, 
observée pour w —w;,, on peut écrire (12): 


(15) COS 2p — COS 2€, COS 24, 
sip >. Posons : 

(16) a —=p+x 

et négligeons Îles termes en x? et €. Il vient : 
(17) , 2 colg 2p. 


On voit donc que l’altération de la rotation vraie, due à l'existence 
d'une ellipticité « rémanente » s,, est de l’ordre de «4, donc tout à fait 
négligeable. Dans tout ce qui suit, l’azimut de la vibration incidente 
a été fixé à : 
: w — wp — 28030’. 

b) La variation de la rotation naturelle As; en fonction de la tempé- 
rature 0 est représentée sur la figure 38 (courbe Il). On voit que dès 
que Ü commence à baisser, on observe une forte diminution dep; 
celle-ci passe par un minimum pour : 


(18) ==; ==; 


puis recommence à croître. Pour 0—— 17°%5, elle atteint une valeur 
peu différente de celle mesurée à la température ambiante. Il convient 
de remarquer que les rotations mesurées pour nous étaient 8 fois 
plus fortes que celles qui sont indiquées sur la figure (lesquelles sont 
rapportées au millimètre); la variation p(0) est donc particulièrement 
frappante. 

c) Nous avons observé également une dépolarisation de la lumière 
transmise qui croît à mesure que la température s’abaisse, et qui est 
surtout sensible quand le faisceau est parallèle à l’axe optique, ou 
quand son incidence est petite. Elle disparaît lorsque z, dépasse quel- 
ques degrés ou lorsqu'on applique aux armatures du cristal une 
différence de potentiel assez forte; elle réapparaît progressivement 
quand on diminue celle-ci. Remarquons cependant que cette dépola- 
risation n’est pas suffisamment forte pour empêcher ou gêner consi- 
dérablement les mesures : les azimuts d’extinction peuvent être 
pointés à 10 ou 20’ près, ce qui, étant donnée l'épaisseur du cristal, 
constitue une erreur relativement petite. 

Nous pensons que cette dépolarisation est due aux domaines « ferro- 
électriques » qui sont à l’origine de la polarisation spontanée. Les 
axes optiques de ces domaines font entre eux de très petits angles, ce 
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qui n’altère pas la figure d’interférence en lumière convergente (qui 
est un moyen de repérage relativement grossier de l'axe optique), 
mais modifie cette propriété extrêmement sensible qu’est le pouvoir 
rotatoire. Lorsque #, croît, celui-ci varie beaucoup moins vite avec 
l'incidence (fig. 37), et l'extinction s'améliore beaucoup. On comprend 
également la disparition de la dépolarisation sous l’action d’un champ 
électrique capable d'orienter les domaines à saturation. 


3. Action du champ électrique sur le pouvoir rotatoire. — Nous ne 
séparons pas ici l’action d’une tension en « dents carrées » de celle 
d’une tension continue. Celle-ci n’est, en effet, qu’un cas particulier 
de la première, pour lequel le temps de charge = est infini. 


Ap(E,T) 0-0525 +0,05 


nombre de piles) 
——— 


| 


| 2 3 4 10 20 1 


Fig. 39- — Modification de la rotation naturelle par un champ électrique 
longitudinal, en fonction de l'intensité du champ, pour différentes 
valeurs du temps de charge. 


Etude à la température constante 8, — 0925 + 0°05 : Nous avons 
représenté sur la figure 39 la variation Ao du pouvoir rotatoire en 
fonction du champ E appliqué au cristal, pour différentes valeurs 
exprimées en secondes, du temps de charge, et pour } — 546 mu (ces 
valeurs sont d’ailleurs déterminées très approximativement, comme 
il a été dit page 248). Toutes les courbes présentent un palier de satu- 
ration Ap, pour des valeurs suffisamment grandes du champ, mais 
cette saturation est atteinte plus ou moins rapidement suivant la 
grandeur ‘du temps de charge. La courbe située dans le coin droit de 
la figure 39 représente pour un champ E, constant de 117,2 volts/cm, 
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(correspondant à une pile de notre batterie), la variation Ap, observée 
en fonction de 1/7. Ap, est maximum pour : 

I 
(19) | A0 


soit environ : 
(20) Tm FF 0,06 sec. 


Ap1 décroît à nouveau pour des valeurs de + inférieures à celle-ci. 

Etude en fonction de la température. — Lorsqu'on fait varier la 
température, on observe, pour E et + constants une variation de Ap 
de forme très analogue à celle 
de la figure 38 (courbe Il). 
Ap présente un maximum pour 
0 — 105 et décroît rapidement 
lorsqu'on s’approche des 
points de Curie. 

Les courbes I, II, III de la 
figure 4o représentent la varia- 
tion de Ap en fonction de 0 pour 
différentes valeurs de E et de + 
(= 546 my). La courbe I cor- 
respond à E—937 volts/cm. 
ét — © ; la courbe II à 
E— 937 volts/cm. et  — 0,06 
sec. ; la courbe III à E— 234 M ; = ! 
volts et r—. Les courbes [ Fig. 40. — Modification du pouvoir 
IL cotncident au voisinage joua pre chan detre, 
du maximum, pour lequel le 
palier de saturation est atteint, 
si le champ est élevé, quel que soit le temps de charge. Elles s’écartent 
à partir du moment où le champ n’est plus suffisant pour produire la 
saturation. 

Nous avons enfin représenté sur le tableau VIII, pour 0 —0°25 
—+ 0,05, les valeurs du palier de saturation Ap, pour les raies jaune 
et verte du mercure, ainsi que les variations totales du pouvoir 
rotatoire obtenues en ajoutant à Ao, la variation de la rotation due à la 
polarisation spontanée. 


Taszeau VIII 


À my 546 578 
Apt d'jmm. — 1,48 0,02 — 1,21 E 0,05 


Variation totale — 3,03 # 0,04 — 2,65 + 0,07 
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On voit que ces variations sont considérables, surtout si on les 
compare aux valeurs des rotations observées à la température 
ambiante, que nous avons données p.251 (Tableau VII). 


IV. — Conclusion. 


Nous résumerons ici les principaux résultats de cette étude : 

1) On observe, en l’absence de champ électrique, une forte inter- 
dépendance, entre les deux points de Curie, du pouvoir rotatoire et 
de la température. Cette variation du pouvoir rotatoire s'accompagne 
de l'apparition d'une ellipticité dans la lumière transmise, qui s’an- 
nule pratiquement pour certains azimuts de la vibration incidente. 

2) Un champ électrique statique ou périodiquement interrompu 
modifie fortement la rotation naturelle. Cette modification dépend de 
la température et du temps de charge. Pour certaines valeurs conve- 
nablement choisies de ces variables et pour un champ électrique 
suffisamment élevé, elle atteint une saturation complète. 

Nous reviendrons dans notre prochain mémoire sur l'interprétation 
de ces résultats. 


(La bibliographie concernant l'ensemble de ce travail sera 
publiée à la fin du deuxième mémoire à paraître prochainement). 
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ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS SEMI-CONDUCTRICES 
D'UN CARBONATE DE CALCIUM NATUREL 


Par Pierre VIDAL 


Agrégé de l'Université. 


SOMMAIRE. — Le mémoire est précédé par une éntroduction : c’est un 
historique de l’étude des semi-conducteurs qui donne un aperçu des pro- 
priétés les caractérisant. Le mémoire lui-même est une étude du carbonate 
de calcium naturel sous forme de craie. La craie provenant de carrière 
peu profonde a une conductibilité relativement grande; elle est souillée 
d’impuretés qui lui confèrent une polarisation spontanée, mise en évi- 
dence. La craie extraite d’une carrière profonde a une grande résistivité, 
elle est beaucoup plus pure que la précédente, n’a pas de polarisation 
spontanée ; elle constitue un semi-conducteur normal dont les propriétés 
sont étudiées dans les chapitres suivants : 


l. Intensité du courant. — L’intensité du courant sous tension constante 
décroît avec le temps et tend vers une limite pratiquement constante. La 
loi d'Ohm ne s’applique pas; dès que la tension atteint 300 volts, l’inten- 
sité croît beaucoup plus vite que la différence de potentiel appliquée. 


Il. Répartition des potentiels. — En régime limite apparaît une impor- 
tante chute de tension à la cathode, tandis que celle produite à l’anode 
est négligeable. Le sectionnement de la craie et l'introduction d’électrodes 
intermédiaires modifient la répartition de la chute de tension cathodique, 
ce qui conduit à admettre que, des ions propres du carbonate de calcium, 
seuls sont mobiles les ions CO; —. 


ll. Mobilité des ions. — Une première méthode utilise la théorie de 
J. L. Eck (9) puis celle de A. Gemant (15), qui sont sommairement rappe- 
lées ; la courbe des conductibilités-temps permet de déterminer la somme 
des mobilités initiales des ions. Une extension de cette méthode permet 
de suivre les variations de cette somme au cours d’une expérience, et, en 
particulier, de mesurer une conductibilité apparente limite que l’on 
montre devoir être la mobilité apparente des ions propres C0 de la 
craie. 

Une seconde méthode, préconisée par J. L. Eck, utilise le temps au 
bout duquel se produit le maximum d’un courant d’inversion anodique 
ou cathodique. Les résultats ainsi obtenus dans des mesures successives 
sont de plus en plus petits et tendent vers une limite du même ordre que 
celle de la méthode précédente ; cette limite a la même signification phy- 
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sique que la précédente. Le passage du courant produit une modification 
structurale et une épuration du semi-conducteur. 

IV. Le dernier chapitre traite deux conséquences de la distribution des 
potentiels : la barrière de tension cathodique fait. d'une part apparaître 
un pouvoir rectifiant ; d'autre part, une cathode formée par une grille 
métallique émet un rayonnement complexe de rayons X très mous. 

Le pouvoir rectifiant est net entre électrodes symétriques tant que la 
barrière cathodique de potentiel reste élevée; il existe aussi entre élec- 


trodés dissymétriques plaque-poiate. 
Le rayonnement n'apparaît que pour des tensions supérieures à un 


seuil et croît ensuite rapidement avec la teusion; il varie comme l’inten- 
sité du courant qui traverse le semi-conducteur. 11 est étudié avec un 
électromètre associé à une chambre d'ionisation ; sa longueur d'onde 
moyenne est déterminée grâce à son absorption par des écrans minces de 
celluloïd et en utilisant la courbe expérimentale de F. Holweck (17). 

Il y a production d’effluves lumineuses entre la craie et les mailles de 
la grille cathode; une plaque photographique, même enveloppée de 
papier noir est impressionnée; ce phénomène est alors attribué aux gaz 
radioactivés qui prennent naissance au voisinage immédiat de la cathode. 

Toutes ces propriétés caractérisent le semi-conducteur normal, 

Les résultats établis peuvent être utiles lors de la prospection électrique 
du sous-sol (terrains calcaires) et servir en géologie à déterminer l’ori- 
gine ou la pollution d’un échantillon de craie (polarisation spontanée). 


INTRODUCTION 


HisroriQuE 


Cas des solides. — Dans l'étude des corps faiblement conducteurs, 

MM. G. Reboul (1), (2) et Bodin (3) ont caractérisé les propriétés des 
‘semi-conducteurs. Les corps tels que : paper, sels ou oxydes métal- 

liques solides, placés entre deux électrodes soumises à une différence de 
potentiel connue, sont parcourus par un courant é'ectrique dont l'in- 
tensité décroît plus ou moins rapidement avec le temps et tend vers 
une limite qui n’est pas proportionnelle à la tension appliquée. 

L'étude de la répartition des potentiels le long du semi-conducteur 
montre en général des chutes de potentiel aux électrodes pouvant 
atteindre des milliers de volts pour des tensions appliquées très élevées. 
Si, dans ces conditions, l’une des électrodes est constituée par une 
grille métallique, l’air au voisinage de celle-ci est ionisé. Cette ionisa- 
tion est due à un rayonnement complexe formé de radiations très 
absorbables par l'air et aussi de rayons cathodiques ou anodiques sui- 
vant l’électrode envisagée. 

Une étude détaillée des contacts entre semi-conducteur et électrodes 
a été faite par G. Déchène (4) dans les cas de l’oxyde de mercure, 
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du chlorure de plomb, etc.; ces corps étant sous forme de poudre 
comprimée. Les résistances de contact varient dans le même sens que 
la résistivité du semi-conducteur ; elles s’établissent aussi en courant 
alternatif (5); les capacités de contact sont d'autant plus faibles que le 
semi-conducteur est plus résistant. Ainsi apparaît une analogie théo- 
rique entre le semi-conducteur muni d’électrodes et un condensateur 
présentant des fuites. 

G. Déchène étudie aussi l'émission du rayonnement électromagné- 
tique lié au phénomène précédent, il montre que cette émission varie 
avec le temps et la résistance du semi conducteur. Pour cet auteur le 
rayonnement prend naissance dans la-couche d’air située contre le 
semi-conducteur et sous la grille électrode, dans une effluve (4), (7)- 
Il vérifie aussi la complexité du rayonnement dont les longueurs 
d'onde seraient comprises entre une dizaine et quelques centaines 
d’angstrôms ; résultats conformes à ceux, qu’avaient antérieurement 
trouvés MM. G. Reboul et E. Bodin. 

Cas des liquides. — M. Lafond (8) constate bien les mêmes phéno- 
mènes caractéristiques que dans les semi-conducteurs solides; il 
observe une chute de potentiel aux électrodes, mais elle est relative- 
ment faible et sans émission corrélative de rayonnement. 

J. L. Eck (9) vérifie que pour une concentration ionique uniforme 
la décroissance du courant avec le temps est représentée par la rela- 
ion (1), suggérée par M. G. Reboul (1) : 

(1) : ne Ii, —=(lo —1,).e 
ê : intensité initiale ; #, : intensité limite. 

J. L. Eck établit cette relation en admettant que le courant est 
transporté par de gros ions, ce qui donne la signification physique du 
coefficient £ (somme des mobilités des ions à un facteur près). Par des 
inversions de courant, il montre que les mobilités de lanion et du 
cathion sont sensiblement égales (acétone, nitrobenzène) et de l’ordre 
de quelques microns par seconde par volt/centimètre. 

Tandis que les chutes de tension aux électrodes s’établissent rapide- 
ment dans le cas dés poudres comprimées (4), elles n’apparaissent que 
progressivement dans le cas des liquides (8), (9), ce que J. L. Eck 
explique par la création de couches intermédiaires au voisinage des 
électrodes. 

Comme dans le cas des solides, une élévation de température entraîne 
un accroissement de conductibilité, attribué à la fois à une augmenta- 
tion de mobilité et à une création d’ions supplémentaires. 

Enfin, l'hypothèse d’une purification électrique, émise par 
A. F. Joffé (10) dans le cas des solides, ne suffit pas pour expliquer les 
diverses particularités des semi-conducteurs. HO 

Nature de la conductibilité. — Pour quelques solides cristallisés, 
la conductibilité est de nature électronique comme pour les métaux. 
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Pour les cristaux à structure ionique (beaucoup de sels) la conductibi- 
lité est de nature électrolytique (11). Les deux modes de conduction 
peuvent aussi coexister (10), (12). Dans les cas où la loi de Faraday se 
trouve confirmée, on peut conclure à la conductibilité ionique; si 
l'effet Hall a une certaine valeur, les électrons transportent du cou- 
rant (10). 

Dans beaucoup de cristaux semi-conducteurs, les ions d’un seul 
signe transportent seuls le courant; c’est l'ion métal pour AgBr, le 
chlore pour PbCI:, par exemple (11). On a vérifié (11), (6) que pour 
des cristaux de calcite, un seul des deux ions se déplace. 

Pour les liquides (9), la conductibilité paraît due à un mécanisme 
intermédiaire entre ceux des électrolytes et des gaz. 


BuT DE CE MÉMOIRE 


Les roches naturelles, composées de sels et d’oxydes métalliques, 
doivent avoir les propriétés des semi-conducteurs.. Après quelques 
essais préalables, la lave de Volvic, et surtout le carbonate de calcium 
sous forme de craie, ont révélé des propriétés intéressantes. 

Le carbonate de calcium, sous forme de cristaux de calcite, est pra- 
tiquement un isolant. Comme tel il a. été étudié notamment par 
A. F. Joffé (10) et ses collaborateurs. Ils se sont surtout intéressés à 
l'influence de la température sur la conductibilité. 

Mes expériences ont été faites à la température ordinaire sur la craie 
de Champagne. D’après leurs propriétés électriques, les échantillons 
de craie peuvent être classés en deux catégories : 

1° Ceux provenant d’une carrière peu profonde, exploitée pour les 
matériaux de construction (à Poix, Marne). Ils présentent un grain fin ; 
légèrement jaunâtres, ils présentent parfois des stries grisâtres d’un 
grain plus dur. Cette craie est caractérisée par des impuretés qui lui 
confèrent une conductibilité relativement grande et le phénomène de 
polarisation spontanée. 

20 D'une carrière profonde (à Cheppy, Marne), on extrait une roche 
recherchée par l'industrie pour sa pureté. Cette craie, bien homogène, 
est tiès blanche ; sa résistivité électrique est bien plus grande que 
celle de la précédente ; elle ne présente plus le phénomène de polari- 
sation spontanée. Le but de ce travail sera de montrer qu’elle jouit des 
propriétés caractéristiques du semi-conducteur normal. 
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CHAPITRE PREMIER 


Polarisation naturelle et influence de la tension 
sur l’intensité du courant. 


Certains échantillons présentant une polarisation naturelle, nous 
sommes conduits à étudier ce phénomène que nous pourrons éliminer 
par la suite. 


Phénomène de polarisation spontanée ou permanente. — Il suffit de 
placer un parallélépipède de craie impure (de Poix), entie deux élec- 
trodes identiques, reliées directement à un galvanomètre pour consta- 
ter l’existence d’un courant spontané. Une presse appuie les électrodes 
contre la craie pour assurer un bon contact. 

Dès qu’on ferme le circuit, un courant passe, il décroît avec le temps. 
Le phénomène a bien son origine dans la craie, car il se produit avec 
deux électrodes aussi identiques que possible, découpées dans une 
même plaque métallique. La nature des électrodes n'intervient pas, le 
phénomène reste le même que les électrodes soient en laiton, en nickel, 
en plomb ou en aluminium. Une dissymétrie des contacts électrude- 
craie ne doit pas non plus être mise en cause ; on le vérifie en collant 
des feuilles minces d'aluminium sur les faces de la craie au contact des 
électrodes. 

Intensité et évolution du courant de dépolarisation. — Voici 
quelques résultats obtenus avec trois échantillons de même origine. La 
densité de courant z est exprimée en millimicroampères par centimètre 
carré, h est l'épaisseur de craie traversée par le courant : 


Temps:10sec 1mn amn  4mn 1omn 1h 1h 30 
Hs tem ere 00 0,91, 0.4. 9, 0,26 
DAÉMmET2,22,9.,:20,5, -19 
SO. La I I 1 I I 0,900: 


Cette polarisation présente-t-elle la même intensité dans toutes les 
directions ? Un même bloc parallélépipédique a donné respectivement 
suivant les trois directions normales aux faces 1, 2 et 3 les résultats 
suivants : 


Temps : 1osec 1mn 2mn 5mn Gmn 315mn 3omn {omn 
MU cm DL M UNra 52 820 06mE096 "86m "86 76 
2: h—=2,/0Cm. dus I I I » co) 
HV 01 CM, TPE A In 5) 0 


Les données des trois lignes successives ne sont pas absolument 
comparables en raison de la succession des mesures vis-à-vis de l’évo- 
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lution de l'intensité du courant en fonction du temps Quoi qu'il en 
soit, la polarisation est nettement plus accusée suivant la direction nor- 
male à la première face que suivant les deux autres. 11 est donc permis 
d’en conclure l'anisotropie de la craie au point de vue de sa polarisa- 
tion permanente. 

D'autre part, tandis que le courant de dépolarisation est habituelle- 
ment décroissant avec le temps, celui enregistré dans la première ligne 
du tableau précédent passe par un maximum. Celui-c1 est peut-être 
imputable à l’arrivée d’un paquet d'ions sur une électrode. 11 n’est pas 
rare en effet que le spot subisse une déviation brusque, à la suite de 
laquelle il reprend sa position primitive et continue son évolution régu- 
lière. 

La lave de Volvic, roche poreuse, présente aussi le phénomène de 
polarisation spontanée. 

Causes de cette polarisation. — Dans le « carottage électrique » 
employé par les prospecteurs Schlumbherger (14), des phénomènes ana- 
logues apparaissent et sont dénommés « polarisation spontanée » ou 
« potentiels spontanés ». Ces prospecteurs attribuent le phénomène à 
deux causes principales, l’électrofiltration et l'effet de pile de concen- 
tration. 

a) Electrofiltration. — L'expérience suivante met le phénomène en 
évidence. Le tube T, en matière isolante, rempli de sable humide, est 
fermé par deux bouchons isolants traversés chacun par un tube permet- 
tant d'établir une circulation d’eau. En l’absence de courant d’eau, le 


millivoltmètre indique une tension V entre les sondes A et B. Dès 
qu'on fait circuler dans le tube de l’eau sous une pression de quelques 
kilogrammes/centimètre carré le voltmètre indique une tension V'. La 
différence V'— V qui peut atteindre plusieurs dizaines de millivolts 
caractérise l’elfet. 

b) Pile de concentration. — Une différence de potentiel apparaît à à 
la surface de séparation de deux solutions d’un même électrolyte à des 
concentrations différentes. Dans les forages, à l'aplomb des roches 
poreuses, la polarisation spontanée peut daitre en raison de l’une ou 


l’autre de ces deux causes ; le prospecteur en déduit le niveau de ces 
roches. 
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Mais la craie que j'ai utilisée est sèche et les deux causes précédentes 
n'expliquent pas les résultats indiqués plus haut. 

c) Tribopolarisatron. — Les électrodessont immobiles par rapport à 
. Île craie. On peut se demander cependant si le travail de taille et de dres- 

sage des faces de la roche ne fait pas apparaître des charges électriques 
à la surface par fracture de mo'écules. C’est peu vraisemblable, un 
courant dû à cette cause serait de très brève durée et pratiquement non 
décelable avec le dispositif utilisé. De plus, les échantillons de craie 
« pure ». taillés et polis de la même façon, ne présentent pas de pola- 
risation spontanée. J'ai vérifié directement que la tribopolarisation ne 
peut être mise en cause. 

d) Zn fluence des impuretés. — La craie présentant le phénomène 
de polarisation spon'anée à une conductibilité supérieure à celle de la 
même craie préalablement « lavée », cette dernière étant plus conduc- 
trice que la craie « pure », comme nous le verrons plus loin. Il est 
naturel d'attribuer cette plus grande conductibilité à des ions étrangers 
au calcaire. 

En immergeant la craie dans de l’eau distillée pendant 8 jours au 
cours desquels j'ai renouvelé le bain, j'ai « lavé » la craie. Au début 
de l'immersion un dégagement de bulles gezeuses prouve la porosité 
de la craie. Après séchage à l’air puis à l’étuve vers 40° C en présence 
d'aobydride phosphorique, la craie « lavée » ne présente plus de pola- 
risation syontanée appréciable. 

M. le Professeur Reboul m'a suggéré que les impurexés incriminées 
devaient être des ions NOT ou NOZ qui auraient pris naissance dans les 
décharges électriques atmosphériques ou par nitrification dans la terre 
arable recouvrant la roche sous-jacente L'analyse, même sommaire, 
des eaux de lavage montre en effet une notable proportion d'ions NO>, 
puisqu’en milieu sulfurique, cetie eau produit un dégagement de 
vapeurs nitreuses <ur le cuivre. 

Il suffit alors d'admettre une répartition hétérogène de ces ions pour 
expliquer la polarisation chservée. Dans les parties superficielles de la 
roche une concentration des ioss étrangers plus grande que dans les 
parties profondes paraît normale ; une accumulation de ces ions peut 
aussi se produire dans les fissures de la craie et dans leur voisinage 
immédiat. 

A appui de cette hypothèse, A. F. Joffé (10), (11) a pu faire traverser 
des cristaux de CO,Ca par des ions NOY ; une expérience directe la 
vérifie. | 

Production artificielle de la polarisation permanente. — Par sa 
face supérieure, un échantillon de craïe « pure » ne présentant pas de 
polarisaüon spontanée, est imbibé d’une solution nitrique très étendue 
au moyen d'un tampon de papier-filtre. La face supérieure est attaquée 
par l'acide et présente des marbrures ; au cours de 1 imbibition le liquide 
progresse de hiut en bas, et sur les faces latérales verticales apparais- 
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sent deux à trois lignes grisâtres rappelant celles parfois visibles dans 
la craie impure. Le parallélépipède étant bien séché, sa face supérieure 
aplanie à nouveau, le phénomène de polarisation spontanée se mani- 
feste entre deux électrodes placées respectivement contre les faces supé- 
rieure et inférieure de la craie. 

Pour une épaisseur de 3,75 cm., la densité de courant (en my.A/cm°) 
a pris les valeurs suivantes : 


Temps . . 5secondes 19 secondes 4 minutes ... 36 minutes 
DRE RARES à 19 10 6 “à 0 


Le courant de dépolarisation s’étant annulé, le circuit est laissé ouvert 
pendant une vingtaine d'heures au bout desquelles le courant de dépo- 
larisation avait repris les valeurs : 


Temps . .  Bsecondes 1 minute 4 minutes 6 minutes … 
SA RAIN IAE 1 10 6 6 5 Fe 


C'est bien le phénomène observé avec la craie impure, ce qui justifie 
l'hypothèse proposée. 

Mécanisme de la dépolarisation. — En circuit fermé, le courant 
de dépolarisation s’annule au bout d’un temps plus ou moins long. Il 
se manifeste à nouveau après repos 
du semi-conducteur, vraisembla- 
blement par suite de la diffusion 
des ions; c’est donc que le courant 
ne fait pas disparaître tous les ions 
étrangers. 

Le passage du courant est dû à 
un déplacement d’ions. Supposons 
le courant dirigé de B vers A dans 

Fig. 2. le semi-conducteur ; les ions NO3 

vont vers l’électrode B. Dans 

CO;Ca, seul l'ion COÿ— est mo- 

bile (11), comme nous le verrons plus loin. Mais au déplacement réel 
des charges négatives dans un sens correspond un déplacement fictif 
des charges positives en sens inverse. Au voisinage des électrodes il 
apparaît des charges spatiales créant un champ de sens opposé à celui 
qui donnait naissance au courant de dépolarisation ; ce courant 
s’annule lorsque les champs précédents, opposés, sont égaux. Puis, le 
semi-conducteur étant laissé en circuit ouvert, la diffusion dans la 
masse des charges accumulées près des électrodes laisse réapparaître 
le champ de polarisation spontanée. Le courant de dépolarisation existe 
à nouveau en circuit fermé, et l'expérience montre que son intensité 
est plus faible que la première fois. On peut alors admettre qu’une 
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partie des impuretés a été éliminée par électrolyse, fait signalé par 
A. F. Joffé (12), sous le nom d'épuration électrique. 


La craie est un semi-conducteur. — On peut caractériser un semi- 
conducteur par le fait que l'intensité du courant qui le traverse quand 
il est soumis à une tension fixe, décroît avec le temps et ot une 
limite. 

Le volume de craie soumis au passage du courant est bien défini si 
on lui donne une forme de parallélépipède rectangle. Cependant 


(D) (A) (Da t(ptA) 


10 20 30 40 minutes 


subsiste la difficulté relative au bon contact entre le solide et ses élec- 
trodes. Ces dernières sont appuyées sur la craie à l’aide d’une presse à 
vis dont le serrage n’est limité que par la résistance mécanique de la 
roche. L'expérience montre que pour des serrages faibles, l'intensité 
du courant est fonction croissante de la compression. Pour des serrages 
voisins de la limite permise, cette cause d'erreur diminue beaucoup. 
J’ai toujours utilisé la pression maxima en m'interdisant de la modi- 
fier en cours d'expérience. J’ai aussi employé des feuilles minces d'alu- 
minium plaquées sur les faces intéressées de la roche et qui assurent 
un bon contact. Mais dans le cas de craie impure, ces feuilles sont alté- 
rées et font adhérer la roche à ses électrodes; les électrodes nues, en 
plomb, sont alors préférables. 
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Le contact avec les électrodes est une des difficultés de l'étude des 
semi-conducteurs. 

La craie impure donne des phénomènes complexes. — Dès le 
début, celle-ci se laisse traverser par des courants beauccup plus 
intenses qu’un échantillon de craie lavée, provenant du même bloc et 
placé dans les mêmes conditions. La courbe représentant la décrois- 
sance de l'intensité du courant en fonction du temps est régulière dans 
le second cas, tandis que dans le premier elle présente dés fluctuations 
imputables à l’arrivée de « paquets » d'ions aux électrodes. 

La figure 3 permet la comparaison : 

L’échantillon naturel impur (courbe 1) (S— 7 cm?; À —/4,9 cm.) est 
parcouru par un courant d'intensité initiale 3 200 wA qui décroît à près 
de 500 HA en 5o minutes, en présentant un premier maximum après 
3 minutes et un maximum secondaire après 20 minutes. 

L’échantillon lavé (courbe Il) S — 7.8 cm? ; À — 7,7 cm.) est par- 
couru par un courant 100 fois plus faible environ ; il décroît de 25 A 
à 1 wA en une dizaine de minutes, puis à partir de la quinzième minute, 
conserve une valeur sensiblement constante de 0,8 uA. 

La craie lavée apparaît ainsi comme un semi-conducteur plus normal 
et de plus grande résistivité électrique que la craie naturelle impure. 


Comparaison des trois types de craie : impure, lavée, pure. 


Conductibilité électrique.— En supposant que l’on puisse appliquer 
la loi d’'Ohm aux semi-conducteurs, on peut calculer des conductibilités 
apparentes qui permettent la comparaison. 


V est la tension appliquée aux électrodes, I l'intensité du courant, S la 
surface de contact d’une électrode, / l'épaisseur de la craie. 

La nature des électrodes est sans influence sur cette résistivité. L'état 
bygrométrique de la craïe (et de l'air), ainsi que la température ambiante, 
apportent des perturbations qui pratiquement restent faibles devant les 
écarts qui séparent chaque type de craie. Plus gênante est la variation 
de celte résistivité avec la durée de passage du courant, notamment au 
premier essai d’une craie nouvelle où le semi-conducteur semble se for- 
mer à sa fonction et présente parfois des anomalies qui disparaissent 
par la suite ; c’est ainsi que la résistivité présente parfois un maximum 
où minimum relatifs. Lorsque le fait se présente la valeur correspon: 
dante est représentée par p, tandis que p, et o. sont les résistivités ini- 
tale et limite. , 

Dans la première colonne du tableau suivant, les valeurs de la résis= 
tivité en mégohms-centimètre, correspondent à un certain sens du cou- 
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rant, tandis que celles de la seconde sont relatives au sens inverse, 
mesurée après repos du semi-conducteur. Ce sont les résultats des deux 
premières mesures faites sur chaque échantillon ; nous verrons en effet 
que la résistivité limite croît au cours des essais successifs. 


En mégohm-cm. En mégohm-cm. 
ÉD QT OR LR CEE Sens : 
po fm Pe po fm Poo 
Craie impure. . 0,37 0,38 117 0.9. D 7 
Craie «lavée» . 3,2 » 30 0,8 » TO 
Craie « pure» . 26,3 » 1 190 218 D." 12200 
Craie « pure» . 110 109 2 390 (inversion non laite) 


La résistivité limite de la craie pure atteint plusieurs milliers de 
mégobms-centimètre ; elle n’est que de quelques dizaines de cette unité 
pour la craie « lavée », et enfin reste inférieure à ro MQ-cm. pour la 
craie impure possédant la polarisation spontanée. 

Un point commun à tous ces échantillons est l’anisotropie électrique : 
la résistivité dépend du sens du courant dans Ja roche. Avec des échan- 
tillons cubiques, j'ai cherché à déterminer les directions respectives des 
maxima et des minima de la résistivité : les vecteurs représentatifs ne 
sont pas portés exactement par la même droite, leur angle est cepen- 
dant voisin de 1800. 

La lave de Volvic donne des perturbations analogues à celles de la 
craie impure et possède une conductibilité du même ordre de grandeur ; 
elle est aussi anisotrope au point de vue électrique. 

Variation lente de la résistivité limite. Allération des électrodes. 

— a) Craie impure. — Au cours des expériences successives on constate 
une augmentation de la résistivité limite. En exprimant ces résistivités 
en mégohms-centimètre, un échantillon après 5 jours de passage du 
courant a donné la valeur 1,17; après diverses expériences, au bout 
d’un mois, la valeur atteignait 5. L’épuration électrique peut être invo- 
quée ; elle est encore mise en évidence par la forte adhérence des élec- 
trodes de plomb au morceau de craie. Ces électrodes portaient des 
taches brunes (PbO;) et leur sé aration de la craie entraîne la rupture 
de celle-ci suivant des surfaces à peu près réglées, normales aux élec- 
trodes. 
_ b)-Crate « lavée ». — Elle provient de la même roche que l'échantillon 
précédent. La résistivité limite passe de 31,3 MQ-cm. (courant pendant 
4 jours) à 67,5 MQ-cm. (même durée de passage) après 17 jours d’expé- 
rimentations diverses. 

Les électrodes de plomb font corps avec le semi-conducteur malgré 
l'interposition de feuilles minces d'aluminium. Ces dernières sont for- 
tement altérées, des parcelles restent adhérentes au plomb, d’autres à 
la craie dont les surfaces de contact sont devenues brillantes. L'échan- 
tillon se brise dans le même sens que dans le cas précédent. 
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c) Craie « pure ». — Il y a encore augmentation de la résistivité 
limite; deux mesures à 12 jours d'intervalle ont donné successive- 
ment 2 330, puis 3780 MQ-cm. PAT, 

Mais cette fois, les électrodes n’adhèrent plus à la craie ; il n’y a pas 
d’altération visible, ni sur les électrodes, ni sur le semi-conducteur. 
Cependant, après plusieurs mois d'expériences sur ce type de craie, les 
électrodes de nickel poli utilisé avaient leur éclat légèrement atténué 
par quelques « piqûres » comme en auraient fait des coups d’épingle. 
Je n’ai rien observé sur le plomb, plus terne. 

Nous sommes en présence du semi-conducteur normal qui, seul, sera 
étudié dans ce qui suit. 


Le semi-conducteur normal. — Variation de l'intensité du courant 
avec le temps sous tension fixe. — Pour rendre comparables les mesures 
faites avec divers échantillons, il est commode de considérer le quotient E 
de la tension appliquée par l'épaisseur du semi-conducteur ; on peut 
appeler aussi ce quotient champ directeur et on l’exprime en volts par 
centimètre. 

Dans le cas habituel de mes expériences, une tension de 80 volts crée 
un champ directeur de 13 à 16 V/cm. et les variations de l’intensité du 
courant en fonction du temps sont représentées par la figure 4a, qui se 
rapporte à un échantillon de craie pure pour E— 16 V/cm. 

La courbe (?) montre que le courant de valeur initiale 4 —/4,07 yA 
décroît de moins en moins vite avec le temps, atteignant 1,95 wA en 
10 minutes, puis, en 5 jours, la valeur limite pratiquement constante 
t, —=0,16 HA qui n’est que 1/25 du courant initial. Pour pouvoir repré- 
senter le phénomène dans son ensemble, il faudrait utiliser des coor- 
données logarithmiques pour le temps ; en général, ce sont les variations 
pendant les premières heures qui nous intéressent, nous utilisons alors la 
courbe (log #, fig. 4a), représentant : log i — f{(é). 

L’intensité limite, de valeur pratiquement constante, n’est atteinte, 
en général, qu'après plusieurs jours de passage du courant. 

Avec des champs directeurs moins grands, le phénomène conserve 
son allure ; la décroissance de l'intensité du courant est moins rapide. 

Dans le cas de champs très faibles, le phénomène peut être différent ; 
ainsi, avec un champ de 0,75 V/cm. (électrodes d'aluminium), lors du 
premier passage du courant dans un échantillon de craie lavée, la valeur 
initiale 40 —4,4 LA a augmenté jusqu'à 33 wA en 4 heures, diminuant 
ensuite jusqu’à 18,9 LA après 19 heures. J'ai toujours appliqué une 
tension suffisante pour obtenir la décroissance caractéristique du cou- 
rant représentée par la figure 4a. 

Influence d'une interruption de courant. — a) Cas d’une courte 
interruption. — Si on interrompt le passage du courant pendant une 
dizaine de minutes, lorsqu'on le rétablit son intensité est supérieure à 
celle qu’il avait auparavant. Cette intensité décroît plus rapidement que 
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” ’ LJ e . . 
dans l'expérience interrompue, pour revenir en 2 ou 3 minutes à la 
valeur qu'elle aurait atteinte si l'interruption n'avait pas eu lieu; la 
décroissance se poursuit ensuite suivant le schéma (fig. 4a). 


og t(UA 
0.8 


Fig. 4. 


b) Cas d’une longue interruption. — Après avoir laissé le semi-con- 
ducteur longtemps au repos, on construitune nouvelle courbe des varia- 
üons de l’intensité en fonction du temps. La figure 4b indique les résul- 
tats obtenus avec de la craie pure pour uu champ de 15 V/cm., entre 


électrodes de nickel. 
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La courbe I correspond au premier passage du courant : 4 = 4,1 pA 
et :,—0,43 uA au bout de 6 jours. 

Après diverses expériences, la courbe Il représente la nouvelle 
variation : 9 = 3,59 yA : &, —0,09 A (6 jours). On voit que la conca- 
vité de la courbe s’est accrue. 

L'échantillon étant alors laissé au repos pendant 8 semaines, une 
nouvelle mesure a donné la courbe IIL : 6 —14,7 uA; &, — 0,38 A 
(28 heures). La concavité de cette dernière courbe est bien plus accusée 
que celle des précédentes ; l'intensité initiale du courant est plus impor- 
tante qu'avant l'interruption et décroît aussi plus rapidement pendant 
les premières minutes. Il semble donc qu’à la suite de la mise en ser- 
vice du semi-conducteur, le repos permette la naissance d'ions nouveaux, 
nombreux et particulièrement mobiles. Cette mobilité accrue des ions 
est probablement due à une modification interne du semi conducteur, 
conséquence du passage antérieur du courant, ou bien à une variation 
de l’état hygroscopique de la craie. 

Cette évolution du semi-conducteur rend impossible la reproduction 
exacte d'une expérience antérieure ; c’estencore une difficulté de l'étude 
des semi-conducteurs. 

Inversion.— a) 1nversion globale. — L’intensité limite étant atteinte 
pour un certain sens du courant, on inverse les polarités des électrodes. 
Dans ces expériences, au phénomène proprement dit de l’inversion, 
viennent se superposer les effets dus à l’anisotropie électrique de la 
craie. 

Comme dans les liquides (9), le courant d’inversion présente en géné- 
ral un maximum. Dans la craie, il se produit au bout d’un temps très 
court ; il n’est plus décelable au galvanomètre si ce temps est inférieur 
à 2 ou 3 secondes après la fermeture du circuit. C'est pourquoi certaines 
de mes courbes n’indiquent pas ce maximum. 

Non seulement les courants initiaux directs et d’inversion ont des 
valeurs différentes, mais il en est aussi de même des courants limites, 
ces derniers étant régis par l’anisotropie du semi-conducteur. 

Il est instructif desectionner le semi-conducteur en trois parties (fig. 8) 
et d'introduire deux électrodes intermédiaires, créant ainsi trois comparti- 
ments, anodique, médian ou intermédiaire, et cathodique. Le courant 
limite étant atteint pour l’ensemble, quels seront les caractères des cou- 
rants d'inversion dans chaque compartiment ? 

b) Inversion médiane. — Ce courant d’inversion ne présente pas en 
général de maximum décelable au galvanomètre. Le plus souvent (fig. 5, 
courbe [) la courbe log ? — f{(#) ressemble à celle du courant direct. 

c) /nversions anodique et cathodique.— Dans ces deux cas les maxi- 
mums sont le plus souvent observables au galvanomètre. Sur la figure 5, 
les courbes Il et IT représentent respectivement les variations des cou- 
rants d'inversion anodique et cathodique. Le maximum est net pour 
l’inversion anodique, il est plus aplati dans l’autre cas, il en résulte que 
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le temps au bout duquel se produit le maximum cathodique est assez 
mal défini. 

Les courants initiaux d’inversion sont plus importants dans le 
compartiment anodique que dans le cathodique ; il en est souvent de 
même pour les courants limites. Cependant pour ces derniers, l'ordre 
de grandeur peut être renversé, c’est Le cas de la figure 5. L’anisotropie 
éléctrique du semi-conducteur intervient probablement pour modifier 
la valeur du courant limite ; son effet peut être additif ou soustractif 
suivant le sens du courant direct dans l'échantillon. On verra plus loin, 


Eogr{xmA) 


1,5 4 | (D Mediane 
inversion {(H)Anodique 
(IN) Cathodique 


à propos de la détermination des mobilités, l’interprétation de ces phé- 
nomènes. 

Voici pour un autre échantillon les valeurs des courants d’inversion, 
mesurées après 50 minutes, dans des expériences successives, faites à 
une semaine d'intervalle pendant laquelle circulait le courant direct 
entre les électrodes extrêmes 1 et 4 : 


Courants d’inversion, 
après Bo minutes, 


Sens du courant direct LAS ne GR M AE Différence 
entre 1 et 4 Anodique a  Cathodique ë la — Le 
1(+)—4(—). . . 1,3 0,45 0,89 
1(+)—4(—). : . 1,23 10,8 0,43 
E(+)-+1(—). . . 1,88 1,10 0,72 
&(+) + 1 (—). ; 1,08 0,7 0,92 


Courant limite pour un 
autre échantillon . DO 0,04 0.46 
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On voit que le courant anodique reste supérieur au courant cathodi- 
que malgré l’anisotropie de la craie dont l'effet paraît renversé entre 
les deux premières et les deux secondes lignes du tableau. Mêmes 
résultats pour le dernier échantillon. Les valeurs numériques obtenues 
dans les expériences successives montrent une évolution du semi- 
conducteur dans le sens d’une augmentation de sa résistivité, tandis 
que l’anisotropie électrique s’atténue. 

Influence d’un courant antérieur sur le courant limite. — L'in- 
tensité du courant limite décroît lentement lorsque le semi-conducteur 
est laissé continuellement sous tension constante. Voici les valeurs 
fournies par un échantillon à des intervalles d’une semaine alors qu'il 
restait soumis à un champ continuel de 14 V/cm. 


Pémps 4e. EU ME PET IOUES 1/4 jours 21 jours 28 jours 
t. en microampères . 0,43 0,17 0,11 0,09 


Il y a augmentation progressive de la résistivité qui semble pouvoir 
influencer le sens de l’anisotropie primitive du semi-conducteur. C’est 
ce qui pourrait expliquer les valeurs des courants limites d’un autre 
échantillon, mesurées encore à une semaine d'intervalle, sous un 


champ de 13 V/cm. appliqué tantôt dans un sens, tantôt en sens 
inverse : 


Sens du courant, . . . —+ — e— = En 
ten microampères. *. + ! 0,2% 0,034 0,124" 6,045 “0,092 


On voit dans les quatre premières mesures se superposer à l’effet 
d’anisotropie une diminution progressive du courant limite. Mais la 
dernière valeur correspond à une résistivité plus faible que la mesure 2, 
antérieure et correspondant au même sens du courant ; l’effet d’aniso- 
tropie de la craie semble s’être renversé. 

Il se produit aussi un phénomène analogue à celui observé après 
une interruption prolongée du courant, à savoir une augmentation de 
la concavité de la courbe log ? — f(#). 

Influence du champ sur l'intensité du courant. — Lorsqu'on 
applique à un échantillon de craie des tensions de plus en plus gran- 
des, le courant qui le parcourt devient de plus en plus intense. En 
raison de la variation de l'intensité avec le temps il faut attendre à 
chaque mesure que le courant soit devenu à peu près constant pour 
que les expériences soient sensiblement reproductibles dans des condi- 
tions hygroscopiques analogues. Ayant atteint la tension de 900 volts 
par paliers croissants successifs de 75 volts, j'ai répété les mesures par 
paliers identiques décroissants ; les valeurs obtenues sont pratique- 
ment les mêmes dans les deux cas. Les résultats sont indiqués par la 
figure 6. = 


Au début, l’intensité est sensiblement proportionnelle à la tension 
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se EUTE € . . 
jusqu’à 300 volts, puis la courbe s’incurve et, dès 600 volts, l’intensité 
croît très rapidement avec la tension. Résultats conformes à ceux 
observés pour d’autres semi-conducteurs (1) (be 


Eogr {uA) 


08 


Remarque. — Lorsque l'air est humide, la craie devient plus 
hygroscopique et par suite plus conductrice ; il est difficile d’établir 
une relation nette entre les deux phénomènes car les variations de l’état 
hygroscopique de la craie doivent présenter un certain retard sur les 
variations de l’humidité atmosphérique. 


CHAPITRE I 


Répartition des potentiels dans le semi-conducteur. 


Cas général. — La répartition des potentiels dans un semi-conduc- 
teur est caractérisée par les discontinuités qui apparaissent au voisi- 
nage de chaque électrode (1), (4), (7) et qui sont plus ou moins impor- 
tantes. Le schéma général est représenté par la ligne en pointillé 
ABCD de la figure 7. Dans le cas de la craie, lorsque le courant limite 
est atteint, la chute de tension DK dans le semi-conducteur est relati- 
vement faible, la majeure partie de la différence de potentiel appliquée 
étant absorbée par la discontinuité cathodique KA, tandis qu’à l’anode 
la chute de tension est insignifiante. Par exemple, pour une différence 
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de potentiel de 72 volts appliquée aux électrodes, la chute cathodique 
atteint 70 volts. La discontimuité cathodique a donc une importance 
particulièrement grande dans le cas de la craie (courbe en traits 
enlevés, fig. 7). 

Gas du semi-conductleur sectionné ; électrodes intermédiaires. — 
Un parallélépipède est sectionné en trois pour avoir, de part et d'autre 
du compartiment médian, des tranches 
anodique et cathodique. Outre les électrodes 
extrêmes E, et E,, les deux autres électro- 
des libres E, et E; séparent les tranches ; 
des sondes Si, S:, etc., permettent de 
mesurer les potentiels le long d'une face 
normale aux électrodes (fig. 81. Les sondes 
les plus voisines des électrodes n’en sont 
distantes que d’un millimètre. 

Une expérience, en prenant KE, anode 
et E, cathode, permet de rechercher les 
perturbations introduites dans la réparti- 
tion habituelle par les électrodes «en l'air » 
Pise E, et Es, La figure ga représente la répar- 
üuon observée en courant limite. 

Pratiquement, pas de chute anodique ; le 
potentiel décroît régulièrement de E; (64 V) à la sonde S; (62 V). La 
chute cathodique se trouve presque également répartie au voisinage des 
électrodes E; (isolée) et E, (cathode). 

Dans les tranches anodique et médiane, la différence de potentiel 
de FE, à S3 étant 2 volts, le champ ; 
moyen est 2 : 4,52 — o,kh V/cm. 
Dans le compartiment cathodique, 
la différence de potentiel de FE, à 
S, est 5 volts, et le champ 5 
1,1 — 4,5 V/cm., soit dix fois plus 
grand que dans le reste du semi- 
conducteur. 

On peut expliquer cette répartition 
si les ions CO, — transportent seuls 
le courant. Ces ions viennent se décharger sur lanode qui, par 
suite, ne présente pas de polarisation. De proche en proche, ces ions 
ont été finalement prélevés dans le compartiment cathodique où its 
deviennent moins nombreux que dans le reste du semi-conducteur, 
d’où un champ électrique beaucoup plus élevé (dix fois) dans cette 
région. Les chutes de tension élevées, 26 volts à gauche de E;, 31 volts 
à gauche de E;, peuvent s'expliquer par la présence de charges posi- 
tüives fixes, libérées par le départ des anions. L'électrode intermé- 
diaire E; doit être perméable aux charges, mais non aux particules 
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matérielles CO:. par suite, ces dernières doivent s’accumuler sur la 
face droite de cette électrode, tandis qu’au voisinage de la face gauche 
de cette même électrode de nouveaux ions COÿ — doivent être prélevés. 
Ainsi s'explique simplement la répartition signalée. | 

Inversion cathodique. — La répartition précédente étant obtenue, 
que va-t-il se passer si l’on inverse le champ directeur entre E, et E, 
dans la tranche cathodique? 

L'électrode E; étant mise au sol, des charges négatives viennent 
rapidement neutraliser les charges positives fixes à son contact, 
et la chute de potentiel entre les électrodes E, et E; qui était de 


volts 


] Centimetres 


Cathod laversion 
Anode . ve ode . 
Fig. 9. 
(64 — 36) — 28 volts tombe à 1,5 volt. Portons maintenant l’élec- 


trode E, (ancienne cathode) au potentiel + 64 volts ; les anions se 
déplacent de E, vers E,. Le courant d’inversion présente un maximum 
presque instantané, et après 10 minutes la nouvelle répartition des 
potentiels est représentée par la courbe T de la figure 9 : la disconti- 
nuité cathodique de tension s’accroît sur E;, tandis que la discontinuité 
antérieure sur E, va en diminuant et tend vers zéro avec le temps. En 
effet, après 100 minutes la répartition est représentée par la courbe II 
(fig. 9b). Voici les valeurs numériques correspondantes : 


E: S3 Sr E; 
bennutes 7. ", N2:06-volt 22 volts 23 volts 64 volts 
CEMTOONMinUtES NW 2-00) 59 » Gr » 64 » 


Après ces 100 minutes, les électrodes E, et E:, qui étaient restées 
isolées, sont au même potentiel (zéro) que K,. L’échantillon est ensuite 
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laissé en circuit ouvert pendant une dizaine de jours pour permettre la 
diffusion des ions ; on vérifie alors que les quatre électrodes et les 
sondes sont toutes à un même potentiel à moins d’un demi-volt près. 

Corrélation entre l'accroissement de la discontinuité cathodique 
et la diminution de l'intensité du courant avec le lemps. — Après 
la diffusion précédente, j'ai appliqué une différence de potentiel de 
82 volts entre l’anode E, et la cathode E, et mesuré simultanément 
l'intensité du courant et la chute de tension entre la sonde S, et la 
cathode E,. La courbe [ de la figure 10 représente la décroissance du 
courant : log i = (6). Les accroissements simultanés de la disconti- 


cn Cogt (ua) (11) volts 
LE £ 50 


nuité cathodique en fonction du temps sont représentés par la courbe II, 
mais il s’agit de la chute de tension à la cathode E, uniquement, or 
nous avons vu (fig. 94) qu'une chute presque égale se produit à l’élec- 
trode isolée voisine E;, la courbe II ne représente donc qu’un peu plus 
dé la moitié de la discontinuité de potentiel aux électrodes. 

La figure 10 n'en montre pas moins la corrélation entre l’accroisse- 
ment de tension cathodique et la décroissance du courant. On peut 
dire que la diminution de l'intensité est due à un accroissement de la 
résistivité du semi-conducteur qui dépend à la fois (4) de la diminution 
de la concentration des charges, par suite de la formation de couche 
double à la cathode, et de la diminution de la mobilité des charges 
résiduelles comme nous le verrons plus loin. 

Influence du sectionnement sur la répartition des potentiels. — 
On peut se demander si, indépendamment de l’action des électrodes 
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intercalaires, le sectionnement du semi-conducteur modifie la réparti- 
tion des potentiels. 

Sur un nouvel échantillon sectionné comme le précédent (fig. 8) 
mais dépourvu des électrodes intercalaires E; et E:, le courant limite 
étant atteint après 30 heures, la cathode étant au sol et l’anode à 
+ 72 volts, la répartition en volts était la suivante : 


SONUES. F S, SE - S2 
RS Te nr DD? ET C0 ro a 40 


On voit que la simple coupure entre S; et Ss ne provoque qu'une 
chute de tension négligeable (0.8 volt) devant la chute cathodique 
(70 volts). Comme on pouvait le prévoir, la perturbation enregistrée 
sur la figure ga doit être attribuée à la présence de l’électrode E; qui 
arrêtait les particules matérielles, puisqu’en son absence nous retrou- 
vons pratiquement le cas du semi-conducteur d’une seule pièce. 

Hypothèse sur la conductibilité de la craie. — La craie, conglo- 
mérat de micro cristaux, peut se ranger dans la classification de 
A. F. Joflé (12) parmi les semi-conducteurs à réseaux ioniques qu’il 
caractérise par les propriétés suivantes : conductibiiité électrolytique 
de l’ordre de 10-15 mho; formation sous l’action des rayons X ou de la 
lumière ultra-violette d’atomes neutres ou d’insertions colloïdales qui 
produiraient l'effet photoélectrique. 

Dans la craie le courant est transporté par des ions tous de même 
signe, les ions CO3 — d’après ce que nous avons vu précédemment. La 
conductibilité que j'ai mesurée, de l’ordre de 10-1° mho, est supérieure 
à celle qu'indique A. F. Joffé. C'est probablement en raison de traces 
d'humidité et surtout à cause de sa porosité que la craie a une conduc- 

_tibilité accrue par la présence d’air inclus, en accord avec les observa- 
tions de Déchène (4) sur les poudres plus ou moins comprimées. 

Le transport du courant par les ions négatifs CO; 7 explique bien 
les phénomènes observés et ne paraît pas incompatible avec la stabilité 
de l'édifice cristallin. Considérons un parallélépipède de craie placé 
entre une anode À et une cathode C, entre lesquelles existe une ten- 
sion V. Les ions CO3 mobiles, qui sont au voisinage de l’anode, 
viennent se décharger sur A; les anions quittent ainsi l'édifice cris- 
tallin dans une couche très mince, qui peut avoir une épaisseur d'ordre 
monomoléculaire. Dans cette couche, les charges positives fixes libé- 
rées vont être neutralisées par de nouveaux ions CO3 7 (et éventuelle- 
ment par des électrons et des ions OH-) provenant de la couche adja- 
cente plus profonde. Ainsi, les charges positives sont libérées de plus 
en plus loin de l'anode et finalement s’accumulent près de la cathode 
en charges spatiales qui produisent la chute de potentiel cathodique 
observée. Ces charges positives immobiles ne peuvent se décharger sur 


Le, 


la cathode, elles conservent les places fixes qu’elles occupaient dans 
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"édifice cristallin, aux déformations locales près. Dans tout le reste du 
semi-conducteur, le réseau ionique C0,Ca se reconstitue à mesure que 
passe le courant par substitution d'ions CO3 — provenant du voisinage 
de la cachode à ceux qui sont allés progressivement se décharger sur 
l’anode. 

Les ions disponibles au voisinage de la cathode deviennent de 
moins en moins nombreux, et ainsi diminue l'intensité du courant 
tandis que s'accroît la discontinuité de tension cathodique. Cependant 
le courant limite n’est pas nul, on peut alors invoquer une ionisation 
dans la masse du semi-conducteur (sous l’action des rayons cosmiques 
par exemple). Il est possible aussi que l'humidité intervienne, comme 
l'a signalé J. L. Eck (9), par les ions H+ et OH, qui ne laisseraient 
pas de traces sur les électrodes. 

L'épaisseur de la couche où se produit la chute de tension catho- 
dique dans le carbonate de calcium est évaluée à 1.5 micron d’après 
plusieurs auteurs (6), (11), (12). Sauf Gonc dans cette couche très 
mince, soumise à un champ très élevé et où s'accumulent les charges 
positives, tout le reste du semi-conducteur, soumis à un champ faible a 
ses molécules complètes et l'édifice cristallin est stable. Le même pro- 
cessus permet aussi d'expliquer le passage des ions NO; à travers 
CO;Ca si les ions NO3 peuvent se substituer partiellement et tempo- 
rarement à des ions CO; — lors de leur cheminement à travers le semi- 


conducteur (cas de l'expérience sur la calcite, signalée par E. Dar- 
mois (11)). 


CHAPITRE II 


Mobilité des ions. 


Première méthode. Variation de l'intensité avec le temps. — Les 
courbes obtenues en portant le temps en abscisses et en ordonnées 
log (2 —5,,), à étant l'intensité instantanée, 1. l'intensité limite, ‘ont tou- 
jours la même forme; l’une d'elles est reproduite sur la figure 11. 
Pour celle-ci, le courant décroît de 5,9 LA à 0,8 A en So minutes et 
atteint après 6 jours la valeur limite 0,07 wA. On observe une décrois- 
sance rapide et rectiligne pendant les premiers instants, puis, après 
une concavité marquée, la courbe devient presque rectiligne, la pente 


faible. On sait que M. G. Reboul a proposé de représenter la décrois- 
sance du courant par la relation (I) : 


(1) a en ee 


où #, est l'intensité initiale. D’après cette relation, fondamentale pour 
$ : 
l'étude des semi-conducteurs, la courbe précédente serait une droite 
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pour une valeur constante de k. Comme l'ont remarqué Lafond (8) 
puis J. L. Eck (9) dans le cas des liquides, la courbe s’écarte de sa 
forme rectiligne primitive d’autant plus vite que le champ est plus élevé. 

La relation (l} permet de comparer les divers résultats expérimen- 
taux. Nous allons voir comment, de la courbe précédente (fig. 11) ou 
d’autres qui en dérivent, on parvient à déterminer les valeurs des 
mobilités des ions dans un semi-conducteur ionique. 


Log (t-t æ) 
(HA) 


nn) 


minutes 


0 10 20 30 40 90 60 10 


Fig. rr. 


Méthode de J. L. Eck pour les liquides (9). — Cet auteur admet 
que dans le nitrobenzène et l’acétone le courant est dù au déplacement 
de gros ions multimoléculaires caractérisés par une faible mobilité 
(de quelques microns par seconde dans un champ d’un volt par centi- 
mètre). La conductibihité serait comparable à celle des gaz, à la vitesse 
des ions près. Dans les liquides étudiés par J. L. Eck, les chutes de 
tension aux électrodes, de l’ordre du volt, sont assez faibles pour que 
cet auteur n’en tienne pas compte dans l’établissement théorique de la 
formule fondamentale. Il explique la diminution de l'intensité du 
courant avec le temps en admettant que le nombre des ions qui pren- 
nent naissance à chaque instant est inférieur au nombre des ions 
entraînés par le courant au début; la concentration ionique va donc 
en diminuant et le courant limite est atteint lorsque les ions sont 
entraînés par le courant au fur et à mesure de leur production. 

J. L. Eck calcule l'intensité du courant par la formule de Kohlrausch ; 
pour le régime variable, la variation instantanée d'intensité à travers 
une surface plane d’aire S, parallèle aux électrodes est : 


DE (dnivs + dnavs).q.S 


où dn, et dn; sont les variations de concentration ionique, v et D: 
les vitesses des ions de chaque signe dont la charge commune est gq, 
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au signe près. Les variations de concentration sont ensuite évaluées 
en considérant les mouvements des ions dans une couche de section S 
et d'épaisseur dx, par des considérations de continuité. Puis, désignant 
par m le nombre de paires d'ions qui prennent naissance par unité de 
volume à chaque seconde, et en admettant que la concentration des 
charges reste uniforme, il arrive à la relation intégrable : 


L = — (ur + v2) . + m{v: + 0)qgS 


où / est la distance séparant les électrodes. | 
En posant , — mqSl en accord avec l'hypothèse de la création des 
ions et k —(v; + v2)/l, la solution de cette équation est la relation (1). 
En désignant par k, et X, les mobilités propres des ions de chaque 
signe, et par V, la différence de potentiel appliquée aux électrodes, la 

relation (1) s'écrit : 
ki+k 


+ . . Ê Ê rar Nyt 
(X bis) I—1, —=(to—1,).e ?! 


( 


Le coefficient angulaire de la tangente à l’origine de la courbe 
log (2 —7_.)—f(t) permet donc le calcul de la somme des mobilités 
ioniques. 

Pratiquement, on obtient les mêmes résultats à l’origine en utilisant 
la méthode de A. Gemant. 

Méthodes de À. Gemant (13). — Elle a été établie pour le calcul 
des mobilités dans les liquides isolants (huiles pour transforma- 
teurs) à partir des courbes représentant les variations de la eonducti- 
bilité avec le temps. Gemant attribue surtout la diminution de l’inten- 
sité du courant à l'accumulation des ions au voisinage des électrodes, 
or dans la craie ce phénomène est important à la cathode. 

Les ions accumulés près des électrodes peuvent, soit se décharger 
(CO; — dans la craie), soit persister comme particules chargées (Ca++ 
pour la craie). Dans l’établissement des équations de contrôle à partir 
des courbes courant-temps, on doit tenir compte de cette accumulation 
d'ions près des électrodes qui cause de deux façons la décroissance de 
la conductibilité avec le temps : l’une est la diminution de la concen- 
tration des 1ons mobiles jusqu’à ce que soit atteint l’intensité limite ; 
l’autre est la diminution du champ directeur réel auquel sont soumis 
les ions mobiles dans le semi-conducteur, par suite de l’apparition de 
chute de tension aux électrodes (cathode pour la craie). 

Equation générale de A. Gemant.— Considérons un semi-conduc- 
teur d'épaisseur / dont la section au contact des électrodes est S — 1 cm?, 
L'ensemble présente des analogies marquées avec un condensateur 
ayant des fuites ; le cas a été étudié par Déchène (7). 

Désignons par Ao— 1/R, la conductance initiale de cette cellule. 
A, est la somme de deux termes. 
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L’un A est une conductance variable, correspondant à la diminution 
de la concentration des charges au sein du semi-conducteur, tant par 
aeutralisation sur les électrodes pour 
certaines charges, que par accumula- 
tion en couches doubles près des 
électrodes pour les autres. L'autre A. 
est la conductance finale, pratique- 
ment constante et correspondant au 
régime du courant limite pour lequel 
le nombre des charges transportées 
est égal au nombre des ions qui ë: 
prennent naissance. Nous retrouvons 
ici une des hypothèses de J. L. Eck; A. Gemant attribue ce dernier 
terme à la dissociation ionique partielle du semi-conducteur. 

On peut donc poser à l'origine : 


(IT) A == A + À,. 


Après un temps { secondes d'application de la tension V, aux élec- 
trodes, la conductance a diminué, sa valeur est devenue (A; + A, ), 
A, représentant à l'instant { la valeur de la conductance variable A. Une 
partie des charges s'est alors accumulée en couche double au voisinage 
des électrodes, constituant un condensateur de capacité C sous la ten- 
sion V,. La charge de la couche double, CV,, a été empruntée au semi- 
conducteur qui, de ce fait, a subi une perte de concentration de charge 
CV./{, ce qui entraîne, en désignant par m la mobilité moyenne des 
charges mobiles, la perte de conductibilité spécifique m.C.V./{, soit 
une perte de conductance m.C.V,/l®. La conductance variable A, peut 
alors être représentée à l'instant { par : 


(HT) A,=A— mCV,/lP = A—bCV, 


en posant b —m/l?. 

Ceci suppose que le restant des ions est toujours redistribué unifot- 
mément par diffusion, ce qui n’est qu'approximatif. Cette hypothèse 
est acceptable pour la craie si l’on admet que les ions CO; — se déplacent 
de proche en proche dans le réseau ionique. 

La capacité de la couche double est alors telle que : 


dVe 
dt 


C — (A— bOV,)(Vo — V,) 


A 
soit, en posant V—V, — V. et P— ae ONE 


D = eV +ove 
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qui a pour solution : 


R 
(A — FCVa Vo e— PE 
VE 
(ue A—bCVie P! 
Le courant a pour intensité à l’imstant £ : = V(A; + A, ). 
En désignant par A; la conductance apparente à l'instant qui seule 
est directement mesurable, il vient : 


En portant dans cette relation la valeur de V donnée par (IV} et en 
tenant compte de (Il), on obtient l’équation générale des conduc- 
tances : 


ANNE AA — BC Vo'(Ao— CV) e— PE — A (A — bCVbC Vo e—2f4 
a (A — 6CV:.e —Ê!)? : 
Discussion et vérifications. — 1° Pour { — 0, on retrouve À, =%S 


A l’origine, conductances apparente et vraie ont même valeur. 
2° Pour { infiniment grand, deux cas à distinguer : 


a) B>0o ou A/bC > Vi. 


A/bC représente le maximum de tension de la couche double. En parti- 
culier V,—A/bC correspond au cas où toutes les charges sont arrêtées 
dans cette couche double ; tous les ions contribuant à A, ont quitté le 
semi-conducteur, alors A; — 0 ou A’, —0o. Si aucun ion nouveau ne 
prend naissance, on a aussi À, — o, c’est le cas des isolants. 


b) B<o ou V, > AjbC. 


Les termes exponentiels deviennent infiniment grands et la limite 
A’, de A, est : 


; A 
A = % (Vs — A/bC) 


ce qui est en accord avec le fait que la quantité entre parenthèses repré- 
sente la chute de potentiel finale, réelle, à travers le semi-conducteur ; 
c'est le cas typique des semi-conducteurs. 

Formes particulières de l'équation générale (V).— 1° Dans le cas 
où A/bC, qui représente le maximum de V,, est plus grand que la ten- 


sion appliquée V,, si on peut poser $ © A/C l'équation se simplifie et 
devient : 


; = —-1 
À) AT. 6 00 ou s'—«.e € 


en passant aux conductibilités spécifiques s' — A,./. 
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Le facteur essentiel de l'opération physique revient à charger le 
condensateur de capacité C (par em?) à travers la résistance R— 1/A du 
semi-conducteur (par cm* de sectivn). 

2° Dans le cas des semi-conducteurs, si A/bC est assez faible devant 
Vs pour que l’on puisse négliger A devant &CV, et poser PS — bV;, 
l'équation (V) devient, en tenantcompte de (II) et de la valeur de b : 


, Er PB Vot 
A—A,—(A—A.) e 
ou, en termes de conductibilité spécifique : 
AT 
EU û 
(VI) de 0) Mb 


Sous une forme un peu différente, nous r trouvons l'équation fonda- 
mentale (1). 

Dans le cas où la chute de tension aux électrodes est négligeable, les 
conductibilités apparentes (accentuées) se confondent avec les conduc- 
übilités réelles (non accentuées) et l'équation (VI) devient la transposi- 
tion de (7 bis). 


Calcul des mobilités dans le cas de la craie. — En toute rigueur, 
c'est la relation générale (V) qu'il faudrait appliquer à la craie qui est 
à la limite des semi-conducteurs ioniques et des isolants. 

D'une part, l'équation (V) n’est pratiquement pas utilisable parce que 
nous ignorons la valeur précise de b et par suite celle de £ que nous 
savons seulement être négative et voisine de zéro lorsque { devient très 
grand. 

D'autre part, la première forme particulière de (V) s'applique aux 
isolants et ne contient pas de terme dépendant de la mobilité m. 

Reste alors à tenter d'utiliser la relation (VI), au moins au début du 
passage du courant, tant que la chute de tension au voisinage des élec- 
trodes n’est pas trop importante. 

L'expérience permet de calculer &, conductibilité apparente initiale 
qui s’identifie à la conductibilité initiale réelle 6, et aussi la conduc- 
tibilité limite apparente 6’, d’où l’on déduit la conducthilité limite réelle : 
6, = 6» Vo/V (V étant la tension finale vraie dans le semi-conducteur). 

Apparaît encore une difficulté à laquelle on pouvait s'attendre : 
5, ainsicalculée est de l’ordre de grandeur des. Sis,, 26. le calcul par 
la relation (Vi) devient encore impossible ; c’est ce qui arrive pour cer- 
taines de nos expériences. Le calcul paraît possible dans les cas où 
b=— m/l°? n’est pas trop petit (échantillons courts). En effet, si « est du 
même ordre de grandeur que 6,, il en est de même pour A et À, et 
par suite À — A, — À, est pelit et l'on se trouve dans le cas V, > A/bC 
puisque C est important, pourvu que b ne soit pas trop petit. 
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Pour les cas où le calcul est possible, il est commode, en passant aux 
logarithmes vulgaires pour le calcul pratique de la somme m des 
mobilités, de donner à l'équation (VI) la forme : 


(VIT) Pre : + lo 


Le calcul de s se fait à partir de #, obtenu par extrapolation à {—=0 
sur la courbe # —/f{) qui est rectiligne pendantles premières secondes. 
Vo étant la tension appliquée, on a, avec des notations évidentes : 

S » M 


5 
' Le 
Vi er Tr — Co ÿ * 


D=VW—= T7 T7 Gi 
V est la tension vraie dans le semi-conducteur. Dans nos expériences : 
V, = 80 volts et en régime limite V—2 volts, doncs, —/4os,. Ce calcul 


6, = 5% 
Go 


Cog 


0,5 


secondes 


30 60 90 120 150 


Fig. 13. 


manque de précision en raison de la grande importance de la valeur 
de V qu'on ne peut mesurer très exactement. La valeur 40. environ, du 
rapport Vo/V dans la craie fait que «, est toujours voisine de e. ce 
qui limite à de faibles valeurs du temps # la portion de courbe 
log (55 —5)/(s—5,)— ft) utilisable dans le calcul de m» ; le plus 
souvent, ce temps est limité à une trentaine de secondes et il en résulte 
encore une imprécision sur la valeur du coefficient angulaire de la 
courbe. | k 

La figure 13 représente deux cas où la construction de la courbe a été 
possible pour une durée de 150 secondes. 

Un échantillon de 5,30 cm. de longueur, sous la tension V, — 76 volts 
a fourni la courbe I de coefficient angulaire 1,2/150 d’où on déduit : 
m—0,0069 em /seconde — 69 /seconde par volt/centimètre. 

La courbe IT correspond à un autre échantillon de 5,5 cm. de lon- 
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gueur sous V, —85 volts ; son coefficient angulaire est 1,45/150, d’où : 
mn — 79 y/seconde par volt/centimètre. 

Pour des échantillons différents, les résultats donnés par la rela- 
tion (VIT) sont aussi concordants qu’on pouvait le souhaiter. On voit 
aussi que la fonction envisagée est représentée par une droite au début 
du phénomène, ce qui facilite le calcul et justifie la théorie. 

Essai d'exlension. — Pour étendre le domaine d’application de la 
relation (VII), nous allons maintenant l'utiliser en substituant aux 
conductibilités vraies 5 les conductibilités apparentes 5’, ce qui revient 
à ne pas faire la correction de chute de tension cathodique. Pour éviter 
la confusion avec les mobilités réelles m calculées précédemment, nous 
appellerons mobilités apparentes et désigneruns par m' les valeurs cal- 
culées par la relation modifiée : 


Co — Co 


e 4 STE 
(VIT bzs) m'=2,3 y OBS 
C’est aussi une façon d'employer la relation (I bis) des courants, éta- 
blie par J. L. Eck. Nous avonsici l'avantage de pouvoir faire sur ç!, une 


LL Mevger pe 
(1) 
] 
44 
mm 
05 Br ces me mm Km 
(I) C 
minutes 


10 20 30 40 50 
Fig. 14. 


légère correction en tenant compte de Ja faible diminution de tension 
que subit la batterie fournissant V, lorsque le courant limite est atteint 
apiès plusieurs jours ; la relation (I bis) ne‘permet pas cette correction. 

Avec l'échantillon ayant donné la courbe I de la figure 13, après un 
repos de 8 semaines, nous avons fait d’autres mesures qui sont résu- 
mées par la figure 14. 

La tension V, entre électrodes de nickel était de 80 volts au début ; le 
courant limite a été pratiquement alteint en 28 heures et la tension 
appliquée était alors tombée à 72 volts, d'où une correction sur 5... 

Le coefficient angulaire à l’origine de la courbe I des intensités esten 
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grandeur le même que celui de la courbe IT des conductibilités (langen- 
tes à l’origine en pointillé). Ces deux courbes donnent la même mobi- 
lité apparente à l'origine soit : 


m'—0,0066 cm./se:onde o1 66 y/seconde par volt/centimètre. 


L'application de la relation (VIT brs) donne des valeurs »'un peu plus 
petites que les valeurs m de la relation (VIT). On voit cependant que les 
ordres de grandeur sont respectés puisque dans le cas de l'échantillon 
considéré les valeurs trouvées sont : 


m'—66 w/seconde et m — 69 y/secon le. 


L'avantage de la relation (VIT brs) est d'utiliser la courbe en conduc- 
übilité apparente que l'on peut toujours construire pour toute la durée 
de l'expérience, ce qui nous permettra de suivre les variations de la 
mobilité m' avec le temps. 

Quelques remarques s'imposent au préalable. 

Comparons les courbes { et Il de la figure 14 Elles paraissent bien 
symétriques dans les régions AB et A’B' qui correspondent aux pre- 
mières minutes. Mais, comme nous l’avons déjà remarqué, la courbe f, 
des intensités, présente dans la partie BC une légère convexité vers le 
bas, tandis que la courbe ÎI, des conductibilités, devient rectiligne dans 
sa partie terminale B'C'; son coefficient angulaire devient donc 
constant. Cette rectification provient de la correction de tension sur 6’. 

Etude de la courbe en conduclbilités apparentes. — Recherchons 
la signification g‘ométrique de mn' sur la courbe en conductibilités 
apparentes qui affecte toujours la forme OABC de la figure 15. 


Une première partie rectiligne OA, correspond à une durée d’une 
trentaine de secondes pour laquelle est souvent possible la construction 
de la courbe en conductibilités réelles; elle est suivie d’une partie 
courbe AB qui fait transition avec la seconde branche rectiligne BC du 


graphique. 
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Une corde telle que OGM a pour coefficient angulaire : 


c'est au facteur constant près 2,3./?/V, la valeur moyenne de la 
somme "1 des mobilités apparentes des ions d’après (VIT bis). 

Pour { —0, la corde OM devient la tangente à l’origine OT, ce qui 
correspond à la plus grande valeur de m', donc aux plus grandes mobi- 
lités. Puis m' diminue et tend progressivement vers une limite qui 
correspond au coefficient angulaire de la partie rectiligne terminale BC 
dont la direction asymptolique est OS. 

Ceci est en accord avec une remarque déjà faite par J. L' Eck : les 
ions les plus rapides s'éliminent les premiers au sein du semi-conduc- 
teur. Dans le cas de la craie où seuls les ions CO3 — sont censés trans- 
porter le courant, il faut admettre des mobilités différentes, ce qui 
conduit à envisager une complexité des transporteurs de charges. 

La grande valeur initiale de la mobilité m' conduit à supposer que 
des électrons, qui auraient pris naissance au sein du semi-conducteur, 
participent au transport du courant ; ils s'élimineraient assez vite, les 
uns atteignant les élecirodes, d’autres pouvant être 1elenus par les 
charges positives fixes qui apparaissent progressivement dans le semi- 
conducteur. 

Le chemin réellement parcouru par les charges peut aussi être assez 
différent de la ligne droite ioignant les électro les : les clfarges peuvent, 
d’une part, suivre une trajectoire non rectiligne, d'autre part. elles 
peuvent, chemin faisant, se fixer en un point d’une particule matérielle 
qu'; par un autre point, libère une charge équivalente à celle qu’elle 
vient de recevoir. Dans le premier cas le chemin réel est allongé, tandis 
qu'il est raccourci dans le second. 

En résumé, les valeurs de m' ne représentent qu’une moyenne statis- 
tique de la somme des mobilités apparentes à un instant donné. 

Schématisons les indications que l’on peut tirer de la courbe : 
log (sy —c)/(s — d.) =.f (0. | 

Dans Je cas du premier passage du courant on obtient la courbe de 
la figure 167 à laquelle on peut faire correspondre le diagramme théo- 
rique 16b. Il est composé de deux droites OM et MN, prolongements 
des parties rectilignes OB et CD de la courbe expérimentale OBCD, et 
qui se coupent en M. 

On peut ainsi considérer deux régimes limites (initial et final) et 
envisager théoriquement le phénomène de la façon suivante : depuis 
l’origine jusqu'à l'instant S, la droite OM représente le régime initial 
durant lequel les ions circulent sans que la couche double prenne nais- 
sance ; à l'instant ® (abscisse de M), les couches doubles sont supposées 
se former instantanément, prenant leurs valeurs définitives. Après cet 
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instant, c'est le régime final, la droite représentative MN donne alors 
par sa pente la mobilité apparente finale des charges. 

Dans la courbe pratique (fig. 16a) la partie courbe BC correspond à 
l'établissement progressif de la couche double cathodique. Le rappro- 


= O'œ 
G'-J'æœ 


log 


chement des courbes ? — f(t) et V°‘— f{f) de la figure 10, vient à 
l'appui de ce point de vue. 


Envisageons maintenant le cas d’une inversion cathodique de cou- 


To” T' Per! 
Pot ee Grau 
7 5-0 > fog 


Cr 


(a) Courbe pratique } 


rant. On sait que ce courant passe par un maximum, corrélativement, la 
courbe des conductibilités apparentes (fig. 174) débute par une chute 
brusque, puis se raccorde progressivement à une branche ABCD), ana- 
logue à celle de la figure 164. 

On peut schématiser cette courbe en prolongeant les parties rectili- 
gnes par des portions de droites. On obtient ainsi le diagramme OM,M;N 
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de la figure 176. La droite descendante OM, représente la disparition 
progressive de la couche double produite par l'expérience précédente ; 
cette couche n'existe plus au temps &;. Le semi-conducteur se retrouve 
alors dans son état primitif et la portion restante M,M,N du diagramme 
est analogue au schéma 16h et a la même signification. 

La courbe réelle (fig. r7a) indique, par sa courbure OA, que, si la 
disparition de la couche double initiale a bien lieu dans le temps &:, 
corrélativement, et avant même que cette couche ait disparu de l’an- 
cienne cathode, une autre couche semblable commence à s’édifier à la 
nouvelle cathode (cf. : fig. 96). | 

Sur le diagramme 17b la droite M,M, correspond à la partie rectili- 
gne écourtée AB. Mais M,M, n'est pas complètement assimilable à la 
portion OM du diagramme 160 ; MM: ne donne plus la mobilité initiale 
des ions, mais une mobilité apparente déjà diminuée par un commen- 
cement d’'édification de la nouvelle chute de tension cathodique. Les 
valeurs des mobilités calculées sur la pente de M,M, seront systémati- 
quement plus faibles que les mobilités initiales données par les courbes 
(fig. 16) de courant direct. C'est bien ce que vérifie l'expérience. 

Par contre, à la partie finale M,N (fig. 17b) du diagramme corres- 
pond bien la mobilité apparente limite des ions qui circulent dans le 
semi-conducteur en sens inverse de celui correspondant au courant 
primitif, la mobilité limite de ces derniers étant donnée par la pente 
de MN (fig. 16b). Ces deux limites sont en général un peu différentes, 
ce qui est en accord avec l’anisotropie électrique du semi-conducteur 
craie. 

Résultats expérimentaux. Mobilités initiales et mobilités finales. 
— La courbe des conductibilités (fig. 16) présente deux directions recti- 
lignes, celle de la tangente à l'origine OT et la direction asympto- 
tique OS auxquelles correspondent deux valeurs extrêmes de mn’, soient : 
m, valeur initiale, grande, pour la tangente OT ; m valeur finale plus 
petite, pour la direction OS. La somme m' des mobilités apparentes 
évolue de l’une à l’autre de ces limites au cours du temps. 

Nous avons vu (fig. 4) que les courbes log i — f(t) se modifient avec le 
temps, sous l’effet des courants antérieurs, en augmentant leur concavité 
vers le haut. Corrélativement, les courbes log (69 — c,)/(s' —6,)=—f(t) 
accroissent leur convexité vers le haut, ce qui a pour conséquence un 
élargissement du champ de variations de m'; my prenant des valeurs 
de plus en plus grandes et m. des valeurs de plus en plus petites. 

La figure 18 représente l’évolution des formes de ces courbes pour un 
même sens du courant dans l’échantillon n° 1/4. Les courbes sont numé- 
rotées dans leur ordre chronologique. Les courbes [ et II d’une part, 
puis If et IV d'autre part, sont presque confondues, cependant Îles 
directions de leurs tangentes à l’origine diffèrent légèrement, ainsi que 
leurs directions asymptotiques, ce qui fournit des limites un peu diffé- 
rentes pour les mobilités. 

Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mai-Juin 1950). 19 
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Les courbes 1, IT, IL, IV ont été construites à une semaine d’inter- 
valle, le semi-conducteur étant maintenu sous tension et soumis entre 
temps à des inversions de courant. La courbe V, tracée après un repos 
de 8 semaines du semi-conducteur, à sa convexité vers le haut plus 
accusée que les précédentes. 

Chacune de ces courbes permet le calcul des maximums m5 et des 
minimums m, de la somme des mobilités apparentes moyennes. Dans 
le tableau suivant nous donnons ces valeurs en microns par seconde 


minutes 


Fig. 18. : 


dans un champ d’un volt par centimètre, et aussi les résultats pour un 
autre échantillon. 


Dates Courbe m, en u/sec. m> en /sec. 

Ech. n° 14. . 16 oct. [ 270 34 

24 oct. Il 38 De 

31 oct. III 46 2,5 

7 nov. IV o1 2,5 

8 janv. V 66 0,14 
Echointéts en 1/4 nov. 38 1,9 

28 nov. 88 1,2 


Ces nombres montrent que le vieillissement du semi-conducteur et 
le passage du courant produisent un élargissement des limites des 
mobilités. 

La même méthode peut être appliquée aux courbes des courants 
d'inversion dans les compartiments anodique et cathodique (fig. 8) 
Rappelons que la limite supérieure donnée par la pente de M,M;, 
(Big 170) ne représente pas le maximum de la somme des mobilités 
puisqu'elle ne correspond pas à l’origine de la courbe. Nous désigne- 


[3 
| 
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rons par 7», cette valeur plus petite que M4. Voici les valeurs obtenues 
pour les échantillons précédents : 


Compartiment E,E, ou EE: 
GT, 


1 


Date m, en p/sec. Max en u/sec. 
Éehmorhu. 1.23 06t. anodique 1,49 ETS 
13 nov.  anodique 0,45 0,043 
30 oct. cathodique 0,22 0,06 
Ech. n°15. . 20 nov. cathodique 0,4 0,03 
27 nov. anodique HN 0,04 


Les valeurs finales », diffèrent de celles du premier tableau en raison 
de l’anisotropie du semi-conducteur. De plus, pour le compartiment catho- 
dique, l’état ionique du semi-conducteur se trouve altéré, au moins au 
début, par la chute cathodique de tension. Les valeurs plus petites 
de m. dans le second tableau s’expliquent aussi par le fait que le champ 
directeur atteint 70 V/cm. dans les compartiments extrêmes (2° tableau) 
tandis qu il reste de l’ordre de 14 V/em. dans le cas du premier tableau ; 
la concentration en ions diminue donc plus rapidement dans le cas du 
secoud tableau que dans celui du premier. 

Remarques. — Les valeurs relativement grandes de rm, font soup- 
çonner la présence d'électrons participant au transport du courant dans 
les premiers instants ; des ions provenant de l’eau, qui existe toujours 
comme impureté dans la craie, peuvent aussi être mis en cause. 

D'autre part, m, augmente avec le temps dans le semi-conducteur en 
service ; la circulation des charges peut devenir plus facile par modifi- 
cation structurale du semi-conducteur, et peut-être aussi que le nombre 
des électrons libres se trouve accru. 

La diminution progressive de m. dans les mêmes conditions peut 
s'expliquer par une purification du semi-conducteur, si bien que m., 
représenterait finalement la mobilité des ions propres de la craie, mais 
dans un milieu où la concentration ionique et où le champ directeur réel 
se trouvent diminués par le passage du courant. 


Seconde méthode. Maximum des courants d’inversion. —J. L. Eck (9) 
a déterminé les mobilités propres des ions de chaque signe, dans l’acé- 
tone et le nitrobenzène, en mesurant le temps au bout äuquel se pro- 
duit le maximum du courant d’inversion. 0 serait le temps nécessaire 
pour que les charges formant la couche double à une électrode vien- 
vent à l’autre électrode. 11 devient donc possible de mesurer la mobilité 
moyenne des ions de chaque signe en utilisant alternativement les cou- 
rants d’inversion dans les sections anodiques et cathodiques. 

Désignons par a et c les mobilités respectives des anions et des 
cathions. Pour traverser une épaisseur / du semi-conducteur soumis au 
champ électrique E, un anion de mobilité a mettra le temps 6, tel que 
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1 — a.E.0. Le temps 4 étant petit, on peut calculer le champ E en 
utilisant la tension V, appliquée aux électrodes distantes de / : 


Les valeurs ainsi calculées pour « et c deviennent de plus en plus 
petites avec le temps dans la craie soumise à l’action du courant ; c'est 
le phénomène observé précédemment pour », ; ce fait renforce l’hypo- 
thèse d’une modification structurale progressive du semi-conducteur et 
de l’épuration électrique. 

Voici par exemple, avec les mêmes unités, les résultats relatifs à 
l'échantillon n° 13, les mesures successives étant faites à un intervalle 
d’une semaine, saut les dernières faites après deux semaines, le semi- 
conducteur étant maintenu sous tension. 


Inversion anodique Inversion cathodique 


a en u/sec. c en u/sec. 
ES A PO NUE 6,25 2,8 
LT 4,3 0,76 
III 0,3 0,3 
Maximum du courant d'inversion cathodique. — L'accumula- 


tion de charges positives contre la cathode peut expliquer ce maximum. 
Les charges négatives C0: —, seules mobiles, libèrent de proche en 
proche des charges positives qui semblent se déplacer. c serait la mobi- 
lité caractérisant ce déplacement apparent. Le maximum est assez plat, 
les charges positives échelonnent leurs arrivées sur l’électrode opposée 
dans un temps relatwement long. 

Les premières valeurs de c sont un peu plus grandes que les pre- 
mières valeurs de mn relatives au début de l’inversion cathodique, ce 
qui est normal, la mesure de c précédant dans le temps celle de m,, 
puisque les mobilités diminuent avec le temps. 

Maximum du courant d'inversion anodique. — La concentration 
des charges redistribuées dans le compartiment anodique est plus impor- 
tante que dans le cathodique, comme l’a montré là répartition des 
potentiels et en accord avec le fait que le courant anodique est, au 
début, plus important que le cathodique. Pour faible qu’elle soit, la 
chute de tension anodique existe; on peut admettre que tous les 
ions C0ÿ 7 ne se déchargent pas instantanément sur l’anode et que le 
maximum observé correspond au retour de ces charges sur l’autre élec- 
trode. Dans ces conditions, a serait la mobilité des ions CO; =. Mais les 
premières valeurs numériques de a, plus grandes que celles de m!, don- 
nées par la courbe de courant direct, suggèrent que les ions CO = ne 
doivent pas être les seuls transporteurs de charges; des électrons et 
aussi des ions OH- provenant de l'humidité dela craie doivent participer 
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au transport du courant, ce qui expliquerait aussi que l'intensité soit 
plus grande pour le courant anodique que pour le cathodique. 

Si ces impuretés et ces électrons sont progressivement éliminés 
comme transporteurs de charges, soit par épuration électrique, soit par 
fixation, les valeurs finales de à doivent alors représenter la mobilité 
propre des ions CO; de la craie. 

L'expérience montre qu’au début a est plus grand que c, puis leurs 
valeurs tendent progressivement vers une même limite (0,3 w/sec. pour le 
dernier tableau). Ceci paraît bien confirmer que les valeurs finales de a 
représentent les mobilités propres des ions CO3— et qu’alors le dépla- 
cement apparent des charges positives s'opère à la même vitesse dans le 
semi-conducteur épuré (a = c). 

En résumé, une épuration électrique progressive du semi-conducteur 
sous l’action du courant paraît très probable, elle permet d’expliquer les 
modifications des courbes courant-temps par une altération de la struc- 
ture primitive de la craie. De cette évolution du semi-conducteur résulte 
l’impossibilité de trouver une valeur unique et précise de la mobilité 
des ions CO: , qui ne sont d’ailleurs pas seuls à transporter le courant. 
La somme des mobilités apparentes moyennes varie entre deux limites 
qui sont respectivement de l’ordre de 60 /sec. et 1 y/sec. par V/cm. 
La limite finale, inférieure à un micron par seconde par V/cm, repré- 
sente vraisembiablement la mobilité moyenne apparente de l'ion CO; — 
dans la craie. 


CHAPITRE IV 


Conséquences de la distribution des potentiels. 


De cette distribution résultent deux conséquences importantes : un 
effet rectifiant et l'émission d’un rayonnement complexe. 


Effet de soupape. — Un système possède « l'effet de soupape » ou un 
« pouvoir rectificateur » lorsqu'il se laisse traverser par le courant élec- 
trique plus facilement dans un sens que dans le sens opposé. 

Nous avons déjà signalé l’anisotropie électrique de la craie, notam- 
ment en courant limite ; cependant, le rapport des intensités limites 
pour deux sens opposés est assez voisin de l’unité dans des mesures 
consécutives, et cette seule propriété ne saurait produire une rectifica- 
tion notable d’un courant alternatif. 

Chute de tension cathodique. — Elle produit dans une couche très 
mince une barrière de potentiel ; on peut caractériser cette couche par 
une résistance de contact r et une capacité C. 

Reprenons le schéma habituellement proposé pour les semi-conduc- 
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teurs (15), déjà utilisé par Déchène (5), en l'adaptant au cas de la craie 
qui ne présente une barrière de potentiel que du côté cathodique (fig. 19). 
En désignant par R la résistance propre du semi-conducteur, eten sup- 
posant constantes les grandeurs R, r, C, on trouve (5) pour l’impédance 
du semi-conducteur : : 
PAIE (R +r} + R?Cr'w?, 
1 + Cru? 


Les remarques suivantes permettent d'utiliser le schéma 19 comme 
modèle de contact rectifiant d’après B. Serin (16). 

Dans le cas du courant direct, c’est-à-dire de sens tel que l’électrode 
adjacente à la couche double soit cathode, la densité initiale du cou- 
rant est de l’ordre de 0,5 A et décroît avec le temps ; on peut dire que 
dans ce cas la résistance de contact 7 est grande et va en croissant ; 
limpédance de la craie est alors sensiblement Z = R + 1/Cw. 

Pour le sens opposé, le courant d'in- 
version a une densité double ou triple 
de la précédente et considérablement 
plus grande que le courant limite direct ; 
de plus il croît rapidement vers un 
maximum ; la résistance de contact r, 

: plus petite que dans le cas précédent, 
est de plus décroissante; si on la consi- 
Fig. 19. dère comme très petite, l’impédance du 

j semi-conducteur devient : Z—R. 

Dans ces conditions, l'effet rectifiant 
apparaît clairement. On peut évidemment l’accroître en faisant inter- 
venir l’anisotropie électrique de la craie par une orientation convenable 
entre les électrodes. 

Expériences. — Les électrodes sont deux lames de nickel identiques. 
Pour créer la dissymétrie nécessaire à l'effet rectifiant, le dispositif est 
préalablement soumis à une tension continue de 300 volts qui crée un 
courant de valeur initiale 33 A et qui atteint sa valeur limite 2,1 LA en 
4 heures. 

La craie est alors soumise à une tension alternative de 300 volts, 
5o périodes. Le galvanomètre décèle un courant continu, de sens 
inverse du courant polarisant précédent et d'intensité 0,33 WA, soit 
16/100 du courant limite précédent. 

L'effet valve existe bien, mais l'intensité du courant redressé dimi- 
nue avec le temps en raison de la diffusion des charges qui formaient 
la barrière de potentiel cathodique. Après 20 minutes, l'intensité du 
courant redressé a diminué de moitié. Cependant, l'effet rectifiant ne 
disparaît pas complètement : des échantillons donnent encore un très 
faible courant redressé après plusieurs mois de repos. 

Si on place en redresseur sur le circuit alternatif un parallélépipède 
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de craie n’ayant jamais subi l’action d'un courant, suivant la paire de 
faces au contact des électrodes, l’effet rectifiant est nul ou bien très 
faible ; c’est l’anisotropie électrique qui peut être mise en cause. 

Etude à l’oscillographe cathodique. — La figure 204 reproduit les 
oscillogrammes des variations de la tension aux bornes d’une résistance 
de 20000 ohms. L’oscillogramme 1 est celui d’un courant alternatif de 
fréquence 50, fourni sous 300 volts par le secondaire d’un transforma- 
teur. On observe la symétrie des deux alternances du courant d’alimen- 
tation. 

En intercalant dans le circuit précédent la craie polarisée, on obtient 
l’oscillogramme IT, avec une plus grande amplification. Dans ce dernier 
la symétrie n’est pas conservée, la déformation est nette au voisinage 


courant de polarisation 
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courant redresse 
> 
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redresse | redresse 
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Fig. 20. 


des maximums de tension. Cette altération s’atténue avec le temps, à 
mesure que s’efface l’effet rectifiant. 

Emploi d'électrodes dissymétriques. — On fait circuler le courant 
entre une électrode et une pointe P au contact de la craie (fig. 20b). 
Lorsque l’on a créé la barrière cathodique de potentiel, l'expérience 
décèle un faible courant redressé entre pointe-anode et un plus faible 
encore entre pointe-cathode. Cet écart doit être un effet de la barrière 
de potentiel cathodique. Dans les deux cas, c’est lorsque la pointe est 
au potentiel le plus élevé que la résistance du semi-conducteur est 
moindre (fig. 20b). 

Lorsque le courant redressé cathode-anode est de 0,33 {A sous la ten- 
sion alternative de 300 volts, il est dans les mêmes conditions de l’ordre 
de 0,01 yA entre pointe-cathode et de 0,02 yA entre pointe-anode. 

Une craie non préalablement polarisée donne aussi un courant 
redressé entre pointe et plaque. 

En résumé, les conditions de dissymétrie étant réalisées, soit par la 
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forme des électrodes, soit par polarisation de la craie, l'expérience met 
en évidence l'effet de soupape. 


Emission d’un rayonnement. — L’importante chute de potentiel 
cathodique dans la craie laisse prévoir d’après les travaux de 
M. G. Reboul (2) l'émission d’un rayonnement ionisant l’air au voisi- 
nage de la cathode constituée par une grille. 

Dans des essais préliminaires, la craie est. placée dans une boîte 
d’ébonite dont le fond est une fine grille de laiton qui sert de cathode ; 
l’anode est une lame de laiton appliquée contre le Semi-conducteur par 
une tige filetée en ébonite. La cathode est mise en face du plateau d’un 
électroscope préalablement chargé. Le semi-conducteur étant traversé 
par le courant électrique, l’électroscope se décharge avec une vitesse 
très rapidement croissante quand la distance cathode-plateau diminue. 
La grande influence de la distance précédente sur la décharge de 
l’électroscope fait penser qu’à l’action ionisante du rayonnement très 
absorbable émis doit s'ajouter l’action de particules chargées qui 
seraient émises à travers la grille cathodique. 

Mesures électrométriques. Dispositif expérimental. — Schéma 
fig. 21. 

Dans la chambre d’ionisation l’électrode collectrice E à anneau de 


garde est isolée par trois cales d’ambre ; elle est reliée à l’une des paires 
de quadrants d’un électromètre à long fil, Ch. Beaudoin. La connexion 
est courte et protégée électrostatiquement. : 

Le plateau A (anode) est isolé de la chambre d’ionisation par un bloc 
d’ébonite solidaire d’une vis millimétrique qui permet des déplacements 
verticaux ; ce plateau supporte la craie et sert d’anode. La cathode est 
une grille très fine en laiton soudée à un cadre de même nature qui 
porte des bouchons d’ébonite traversés par des tiges filetées permettant 
le serrage de la craie entre ses électrodes. Le champ extracteur entre 
la cathode C et le fond supérieur de la chambre d’ionisation est établi 
par une batterie d’accumulateurs de tension v', ordinairement de 
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— 80 volts. Pour certaines mesures on peut placer une grille supplé- 
mentaire G, reliée métalliquement à la cathode, à une distance connue 
de celle-ci. 

Sont au sol les parois en laiton de la chambre d’ionisation et la 
seconde paire de quadrants de l’électromètre dont l’aiguille est mainte- 
nue au potentiel + 8 volts par la batterie v. La première paire de qua- 
drants, reliée à l’électrode collectrice E, est aussi au sol en dehors des 
mesures, on peut l'isoler pendant les mesures grâce à l’interrupteur K 
commandé à distance par un électro-aimant. 

L’intensité du courant reçu par l’électrode collectrice est mesurée par 
la vitesse de déplacement du spot sur une échelle placée à 2 m. du 
miroir concave solidaire de l’aiguille. L'expérience montre que le mou- 
vement du spot est uniforme au cours des mesures pour des tensions V 
inférieures à un millier de volts. Une déviation de 1 mm. du spot corres- 
pond à 1,4.10—* coulombs. 

Les électrodes placées dans la chambre d’ionisation et portées à des 
potentiels variés réagissent par influence. Lorsque l'aiguille est à 
—H 80 volts et pour un champ extracteur créé par une tension de 
Z 80 volts, le spot a une position d’équilibre stable pour toute tension V 
appliquée à la craie, jusqu’à 3000 volts, limite de mes vérifications. 


Etude du rayonnement total. — Aucun écran n’est interposé entre la 
grille cathode Cet l’électrode collectrice E. L'émission de la cathode est 
constituée d’un rayonnement et 
de particules chargées (4). L'air 
ionisé laisse passer un couraut charges négatives 
de C vers E, les charges trans- 
portées étant positives ou néga- 
tives suivant le sens du champ 
extracteur. L’intensité de ce 
courant dépend, à la fois, de la 
valeur du champ extracteur et 
de l'intensité du courant qui 
traverse le semi-conducteur,en 
accord avec les conclusions de 
Déchène (7). 

Intensité du rayonnement 
total en fonction du champ Fig. 22. 
extracteur. — Le courant qui 
traverse le semi-conducteur est 
constant; c’est le courant limite créé par une tension. de 880 volts 
aux électrodes. 

L'intensité du courant d’ionisation est mesurée en unités arbitraires 
(u. a.) correspondant au nombre de millimètres parcourus par le spot 
en une seconde. Les résultats obtenus sont résumés par la figure 22. La 
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courbe ne présente pas de palier, il n'apparaît donc pas de courant de 
saturation. | 
L'ionisation de l'air par le rayonnement proprement dit doit engen- 
drer autant de charges négatives que de positives. On voit que le cou- 
rant fourni par les-charges positives est plus important que celui donné 
par les charges négatives pour une même valeur absolue de la tension 
d'extraction ; lorsque cette tension est nulle, il y a émission de charges 
positives. Il est possible qu’en réalité la charge positive de la couche 
double cathodique puisse attirer à travers la grille des charges négatives 
extérieures créées dans son voisinage immédiat, d’où excès statistique 
des charges positives libres. 
Intensité du rayonnement total en fonction de la tension appli- 
quée au semi-conducteur.— La tension du champ extracteur est cons- 
tante (80 volts), on fait croître la tension V entre les électrodes A et C 
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de la craie. Le courant reçu par l’électrode collectrice est mesuré avec la 
même unité arbitraire que précédemment. La figure 23 montre que 
pour des tensions V inférieures à 400 volts le courant reçu par l’élec- 
tromètre n’est pas mesurable (seuil). C’est au voisinage de cette tension 
que commence l'émission du rayonnement qui reste faible jusqu’à une 
tension de Goo volts, puis croît très rapidement avec la tension V appli- 
quée à la craie. Si on rapproche ce résultat de la courbe intensité-ten- 
sion dans le semi-conducteur (fig. 6), on voit que l'émission du rayon- 
nement apparaît pour une tension de 300 à 4oo volts qui correspond à 
la concavité de la courbe :— /{V) à partir de laquelle l'intensité devient 
une fonction rapidement croissante de la tension ; une partie de l’éner- 
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gie électrique supplémentaire ainsi absorbée peut être transformée en 
énergie rayonnante. Le seuil de l'émission du rayonnement est donc lié 
à l'accroissement d'intensité du courant électrique qui se produit vers 
300 à 4oo volts dans le semi-conducteur. 

La figure 23 nous montre encore que le courant dû aux charges posi- 
tüves (trait pointillé) est toujours plus important que celui créé par le 
déplacement des charges négatives (trait plein) dans les mêmes condi- 
tions expérimentales. 

Variation de l'intensité du rayonnement total avec le temps. — 
J'utilise une cellule neuve, le champ extracteur est constant (cathode 
à + 80 volts), l'aiguille (— 80 volts) recueille les charges positives ; la 
tension V entre les électrodes est 560 volts. 


minutes 


20 0 DU 0:00 100 


En désignant par j l'intensité du courant reçu par l’électromètre, la 
courbe 1 de la figure 24 représente les variations de log j en fonction 
du temps (Jo —125 u.a.; J, — 1,8 u.a. en 20 heures). Cette courbe a 
les mêmes caractéristiques que les courbes courant-temps dans le semi- 
conducteur (fig. 4). Cette remarque fait ressortir la proportionnalité 
entre # et 7 déjà signalée par Déchène (4). , re it 

Influence d'une interruption de courant.— L'intensité de l’émis- 
sion ayant atteint en 20 heures la valeur jy, = 1,3 u: à. après 1 heure 
d'interruption, l'intensité est j'— 2,57 u. a. et décroît beaucoup plus 
rapidement que dans la première mesure, atteignant y — 1,6 u. a. en 
10 minutes. 
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Après une longue interruption de 5 jours, la tension de 560 volts est 
appliquée à nouveau aux électrodes de la craie. On obtient alors la 
courbe II (fig. 24). L'intensité initiale d'émission est alors 0 = 230 u. + 
bien inférieure à 7, de la première expérience. On remarque aussi que 
pendant les 10 premières minutes la pente de la courbe If est plus forte 
que celle de la courbe I et que cette dernière a une concavité moins 
accusée que la courbe Il. Si on les compare aux courbes correspon- 
dantes courant-temps (fig. 4, courbes II et III), on remarque l'analogie 
des courbures, ce qui confirme la relation entre l'intensité z du courant 
et l'intensité jy du rayonnement. 

Effet d'une inversion. — Rappelons que la cathode seule donne lieu 
à l'émission d’un rayonnement. Après l’inversion, nous étudierons suc- 
cessivement le rayonnement résiduel de la nouvelle anode puis celui 
émis par la nouvelle cathode. 

1) Anode. — Dès le début de l’inversion sous 560 volts, les charges 

® positives donnent une intensité /$— 10 u.a., mais cette émission décroît 
très rapidement et disparaît complètement en 5 minutes, vraisemblable- 
ment lorsque la chute de tension au voisinage de l’électrode a disparu, 
ce qui implique une corrélation entre les deux phénomènes. 

En effet, en régime normal il n’y a pas de chute de tension anodique 
ni de rayonnement; celui qui apparaît en début d’inversion doit donc 
être attribué au résidu de la chute de tension établie dans le régime 
antérieur et qui disparaît progressivement quand l’électrode devient 
anode. Cette chute ayant disparu il n’y a plus de rayonnement ; une 
nouvelle mesure faite 10 minutes plustard en montre bien l’inexistence. 

2) Cathode. — Le régime limite étant à nouveau établi, une autre 
inversion sous 560 volts restitue l’électrode grille comme cathode. 
L'intensité initiale du rayonnementest déjà 7, =—= 71 u. a., elle atteint en 
1 minute le maximum /, — 125 u. a., décroît rapidement pendant une 
vingtaine de minutes, puis moins vite (courbe III, fig. 24). A rappro- 


cher de la courbe IL, fig. 5.. 


Longueur d’onde du rayonnement. Principe. — J'ai utilisé une 
méthode d'absorption par le celluloïd. Soit & le coefficient d'absorption 
du celluloïd pour une radiation donnée, l'épaisseur traversée étant d, 


le faisceau incident d'intensité J, donne un faisceau transmis d’inten- 
sité J : 


Si m est la masse par unité de surface du celluloïd de densité p, l’épais- 


seur est d — m/p d’où la valeur du coefficient d'absorption massique du 
celluloïd : 
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F. Holweck (17) a déterminé les coefficients d'absorption massique 
du celluloïd pour une région spectrale s'étendant des rayons X mous à 
l'ultra-violet de Schumann. La détermination du rapport J,/J permet 
donc, inversement, d'utiliser la courbe d'Holweck à la détermination 
de la longueur d'onde moyenne du rayonnement émis par la cathode. 

Préparation des écrans de celluloïd. — Holweck préparait les 
siens en évaporant sur le mercure une solution éthérée de celluloïd. 
J'ai employé le procédé indiqué par F. Perrier (18); sur une lame de 
verre très propre et bien horizontale j'ai répandu uniformément un 
volume connu (5,4 em*) d’une solution de 0,5 g. de celluloïd dans 100 g. 
d'un solvant constitué par un mélange à volumes égaux d'alcool éthy- 
lique et d’éther. Après évaporation du solvant, cette pellicule est sépa- 
rée de son support de verre par immersion dans l’eau, puis est recueil- 
lie sur une grille support en laiton. Après séchage l’écran présente les 
couleurs des lames minces en larges plages jaune paille. Ces écrans ont 
une épaisseur uniforme, leur surface utile atteint 25 à 30 cm?°, ils ont 
pour masse spécifique superficielle m == 0,00027 g./cm?. 

Dispositif expérimental (voir fig. 21). — La grille porte-écran G 
est à distance fixe (1 mm.) au-dessus de la cathode rayonnante C ; les 
deux sont reliées métalliquement. Entre l’anode A et la cathode C qui 
enserrent la craie sont appliquées des tensions V variables et connues ; 
le champ extracteur est créé par une tension fixe de 70 volts entre la 
cathode C et les parois de la chambre d’ionisatior au sol. 

Si l’anode, à l’intérieur de la chambre d’ionisation, . est portée à un 
potentiel positif elle tend à dériver vers elle une partie des charges 
négatives engendrées par le rayonnement et qui devraient atteindre 
l’électrode collectrice de mesures ; il en résulte que le courant dû aux 
charges négatives est systématiquement trop faible et cela d'autant plus 
que la tension V est plus grande. L'expérience montre en effet que le 
courant dû aux charges négatives est plus faible que celui des charges 
positives dans les mêmes conditions (cf. fig. 23). Si l’électrode collec- 
trice reçoit les charges positives, cette cause d’érreurs disparaît; c’est 
dans ces dernières conditions que j'ai mesuré les intensités des rayon- 
nements incident et transmis. Seules interviennent les valeurs du rap- 
port Ji/3, il suffit donc de faire les mesures en unités arbitraires (u. a.). 

La grille qui supporte l'écran de celluloïd a un double rôle : d’une 
part, c'est un support matériel pour l'écran fragile, d'autre part, c’est 
un conducteur relié à la cathode qui évite l’accumulation de charges 
statiques dans le celluloïd. 

Mesures et corrections. — Pour mesurer l'intensité transmise J, 
l'écran est en G au-dessus de la cathode ; pour tenir compte de l’absorp- 
tion par la grille support d'écran, il faut mesurer l'intensité du rayon- 
nement incident J, en plaçant en G, à la même distance de la cathode, 
une grille identique au support mais sans écran. 

Cependant, surtout pour les tensions V élevées entre A et C, une ioni- 


302 PIERRE VIDAL 


sation spontanée se produit dans la chambre: Je détermine l'intensité 
du courant qui en résulte en plaçant en G, à la place de la grille, une 
lame de plomb reliée à la cathode et qui absorbe tout le rayonnement. 
L'intensité résiduelle ainsi déterminée se retranche évidemment des 
valeurs brutes de J et J, pour en donner les valeurs correctes. Cette 
correction a une importance croissante avec la tension V appliquéeentre A 
et 
Dès que les tensions V précédentes atteignent 2 000 volts, le rayonne- 
ment incident devient si intense, ainsi que l'intensité du courant qu'il 
engendre, qu’il devient impossible de mesurer directement ce dermier 
en raison de la trop grande vitesse de déplacement du spot. Pour obvier 
à cet inconvénient j'ai placé une 
Cog H/o grille supplémentaire entre G et 
: C; elle absorbe du rayonnement 
incident une proportion fixe que 
J'ai déterminée une fois pour tou- 
tes ; il suffit alors de mesurer le 
courant d'ionisation produit par la 
fraction transmise du rayonne- 
ment. J'ai déterminé le rapport de 
la fraction transmise à l'intensité 
du rayonnement incident total 
pour la tension V — 1: 8go volts; 
l'intensité nette du courant créé 
par le rayonnement total était 
Jo — 178,9 u. a. et l'intensité 
réduite après interposition de 
la grille supplémentaire était 
Jo 11,1 u. a., d’où le rapport de 
Fig. 25. réduction 178,9 : 11,1 — 16,1. J’ai 
; admis que ce rapport est une con- 
stante de l’appareil pourvu que la grille G et la grille supplémentaire 
conservent leurs positions respectives. De la mesure du courant réduit 
Ji J'ai pu ainsi déduire l'intensité du courant J, correspondant au 
rayonnement incident total pour les tensions supérieures à 2 000 volts. 
Résultats. — Les différences de potentiel V, fournies par des batte- 
ries d’accumulateurs, s'étendent de 480 volts (seuil du rayonnement) à 
près de 4000 volts, valeur voisine de la tension limite d'isolement des 
bagues d’ébonite qui isolent les électrodes A et C de leurs boulons de 
serrage. 
Tous les écrans utilisés ont même masse superficielle m, telle que 
2,3/m — Q 200, d’où pour le coefficient d'absorption massique : 


1,5 2 2,9 3 


ab 


Jo 
5 — 9 200 loge 
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Les valeurs numériques trouvées pour log u/o sont voisines de 4 et 
permettent l’emploi de la courbe d'Holweck. 

Pourtant, une difficulté apparaît du fait que cette courbe a deux 
branches, ce qui donne deux valeurs de À pour une seule de 4/p. Ces 
valeurs sont respectivement de l’ordre de 100 À et de 1 500 À. Ces 
dernières radiations apparuennent à la région de Schumann : elles 
sont particulièrement absorbables et nous ne pouvons admettre qu’elles 
se propagent dans la chambre d’ionisation sous la pression atmosphé- 
rique, ce qui lève l'ambiguïté. Les radiations émises ont des longueurs 
d’onde de | ordre de 100 À. 

Les résultats obtenus sont réunis dans le tableau suivant ; dans la 
première partie les valeurs de J, résultent de mesures directes, tandis 
que dans la seconde partie les valeurs de J, sont déduites de mesures 
faites avec un rayonnement réduit par la grille supplémentaire, sui- 
vant le processus indiqué. 


V J Jo À 
voits U- a. U-R- Jo/J up log w/p log À A 

L80 0,67 0,7 1,09 16/4 2,21 

960 2 65,3 32,6 13 900 4,14 1,94 87 
1 430 2,76 97:95 36,3 1/4, 300 AN 1,96 91 
1 890 L,28 152 36 1/4, 300 4,16 1,96 91 
1 890 4,86 179 36,8 14 4oo A T67. 00-08 gt 
2 360 4,9 309 62 16 500 h,22 1,98 96 
2 84o 552 hho 8/4 17 700 4,24 2 100 
3 290 9,7 530 93 18 100 HU 2 100 
3 70 _. 6,9 640 93 18 100 h,25 2 100 


Les intensités des rayonnements incident et transmis, caractérisés 
par J, et J, sont des fonctions croissantes de la tension V. Leur rap- 
port Ji/J, d’abord croissant avec V tend vers une limite voisine de go 
lorsque la tension appliquée dépasse 3 000 volts environ ; il en résulte 
que la longueur d'onde moyenne des radiations émises par la cathode 
tend vers un maximum de l’ordre de 100 À lorsque la tension appli- 
quée au semi-conducteur s'élève. 

Discussion. — Les valeurs de ce tableau ne représentent qu’un 
ordre de grandeur pour trois raisons : : 

19 Le rayonnement émis est complexe, les valeurs obtenues ne 
représentent qu'une moyenne. 

20 Les mesures sont difficiles en raison des variations de l'intensité 
du rayonnement avec le temps. Pour rendre comparables les valeurs 
de J, et J, chaque mesure de J avec écran de celluloïd a été encadrée 
par Ac mesures de J, sans écran, l’une avant, l’autre après ; la 
valeur donnée à J, est la moyenne de ces deux mesures. J’ai fait deux 
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séries de mesures, l’une par tensions V croissantes, l’autre par valeurs 
décroissantes ; pour chaque valeur de V, celles de J et aussi de J, diffè- 
rent un peu, mais leur rapport J,/J conserve dans ces conditions la 
même valeur aux erreurs d'expériences près. 

30 La courbe d'Holweck est construite en coordonnées logarithmi- 
ques ; la portion qui nous intéresse est pratiquement un segment de 
droite à coefficient angulaire élevé, qui, pour des valeurs voisines de 
log /p, donne pratiquement pour les longueurs d'onde une même 
valeur de À. 

En conclusion, les radiations émises par la cathode ont une longueur 
d'onde moyenne de l’ordre de 100 À, même pour des tensions élevées. 
M. G. Reboul (1) puis G. Déchène (4) avaient déjà observé que les 
cellules semi-conductrices ne permettaient pas d'obtenir des rayons X 
ordinaires. 


Action photographique du rayonnement. — Le rayonnement produit 
par la cathode peut-il impressionner la plaque photographique ? La 
cathode étant une grille fine que le rayonnement peut franchir, nous 
avons fait les expériences suivantes. 

Photographie directe. — La tension entre les électrodes étant 
900 volts, la plaque nue est appliquée directement contre la cathode 
par sa couche sensible. Des poses de durées décroissantes de 15 heures, 
5 heures, puis 1 heure, ont pratiquement donné le même résultat. Sur 
les épreuves les mailles de la grille apparaissent très grossies ; les fils 
de la grille jouent le rôle d'écran, leur projection se détache en blanc 
sur le négatif. Dans la partie centrale du cliché, le contact grille-craie 
est médiocre et la plaque n’est pas impressionnée. 

Si l’on intercale entre la cathode et la couche sensible une étroite 
bande de cellophane, la présence de cette dernière n’apparaît pas sur 
le cliché. Les radiations actives ont donc traversé la cellophane sans 
subir d'absorption appréciable ; or, la même feuille de cellophane est 
opaque aux radiations étudiées précédemment à la chambre d’ioni- 
sation. 

Dans ces conditions, la plaque photographique a dû être impres- 
sionnée par des radiations visibles produites par des effluves ou de 
petites étincelles qui prennent naissance entre le semi-conducteur et les 
fils de la grille. L'existence de ce phénomène électrique peut être 
confirmée par un échauffement localisé à la cathode et par l'odeur 
caractéristique d’ozone qui s’en échappe. 

La chute de tension cathodique, produisant un champ électrique 
intense, peut être simultanément à l’origine de ces radiations visibles 
et des radiations ionisantes étudiées à la chambre d’ionisation. 
G. Déchène (7) ayant vérifié que les décharges électriques à haute 
tension dans l’air sont accompagnées de radiations ionisantes, écrit : 
« Les rayons ionisants émis par les effluves ont des coefficients d’ab- 
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sorption par l'air voisins de ceux qu’on mesure pour le rayonnement 
des cellules semi-conductrices ; lorsque le fonctionnement d’une cellule 
est accompagné d’une effluve lumineuse, il est vraisemblable, que les 
radiations ionisantes émises sont, au moins en partie, des rayons de 
décharge ». 

Photographie avec écran de papier noir. — Pour protéger la 

plaque contre l’action directe des 
effluves lumineuses on peut l'enve- 
lopper dans un papier noir comme 
l’a déjà fait M. G. Reboul (2). Avec 
des papiers d'origines diverses, j'ai 
toujours obtenu des résultats iden- 
üques. Dans ces expériences, la 
différence de potentiel entre les 
électrodes est 1 800 volts pour que 
le rayonnement soit assez intense ; 
les poses ont duré 5 heures. 
! Parmi les photographies faites 
avec des caches divers, deux 
épreuves positives sont représen- 
tées par la figure 26. Sur la bande 
horizontale au milieu de la figure 
servant de légende, la plaque est 
schématisée par un large trait 
blanc, le papier noir de protec- 
tion par un trait ponctué, la cello- 
phane par un trait blanc continu 
et enfin l’aluminium par un trait 
blauc enlevé. 

La première gravure qui repré- 
sente une croix a été obtenue en 
plaçant trois épaisseurs de papier 
noir entre la plaque et la cathode. 
Le cache est formé d’une bande 
de cellophane constituant la peute : 
branche de la croix et d’une bande | Fig. 26. 
plus étroite d'aluminium formant 
la grande branche. L'épaisseur de 
la cellophane (0,02 mm.) est double de celle de l'aluminium (0,01 mm.). 
Sous l'aluminium, l'impression photographique parait moins intense 
que sous la .cellophane. Cette dernière est directement au contact de 
la face sensible de la plaque, tandis que l'aluminium ne touche la 
parlie sensible qu’en dehors du croisement sur la cellophane. Une 
observation plus attentive permet de voir deux traits bordant la cello- 
phane par-dessous la bande d'aluminium, dans la fissure créée par 
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la dénivellation entre les deux. La plaque a donc été impressionnée sous 
l'aluminium, le long de la ligne où le contact aluminium-couche sen- 
sible n’était pas assuré. Il semble même que ce trait observé sous 
l'aluminium se prolonge sur toute la frontière de la cellophane, comme 
si une irradiation en bordure immédiate de celle-ci était venue impres- 
sionner la plaque 

Pour rechercher l'absorption par la celiophane, j'ai disposé entre la 
couche sensible de la plaque et le papier noir de protection trois bandes 
identiques de cellophane décalées latéralement « en escalier »; la 
partie inférieure de la figure 26 reproduit un positif ainsi obtenu 
avec une seule épaisseur de papier noir où se sont produits des trous 
donnant des taches blanches sur le cliché (fig. 26). Sous la partie gau- 
che du cache dont l'épaisseur est variable, la teinte reste uniforme ; 
l'épaisseur n'intervient donc pas. il ne saurait être question d’absorp- 
tion au sens optique du mot. Mais par contre. sous la partie droite du 
cache on voit sur le positif deux lignes blanches qui marquent les 
étroites fissures entre la plaque et les feuilles supérieures de cello- 
phane. Suivant ces droites, il y a eu encore impression photographique, 
sous la cellophane cette fois. On remarque aussi que la frontière du 
cache de cellophane est encore soulignée d’uu trait bianc. 

Comment interpréter ces résultats ? — I] paraît peu vraisemblable 
qu’un rayonnement aussi absorbable que celui étudié à la chambre 
d’ionisation puisse traverser le papier noir, surtout en triple épaisseur. 
La plaque photographique ne doit pas être impressionnée directement 
par le rayonnement. 

L'expérience a montré (Isag, Bulinkin : Phrl. Mag., 1931) qu'il se 
produit dans le voisinage de la cellule des gaz exerçant une action sur 
la plaque photozraphique. M. G. Reboul a montré que ces gaz peuvent 
être amenés assez loin de la cellule et qu'ils continuent à impres- 
sionner la plaque. La diffusion de ces gaz permet d'expliquer les appa- 
rences photographiques indiquées plus haut. c 

Remarque. — Cette existenre de gaz radioactivés, produits au 
voisinage de la cellule explique le fait signalé par M. G. Reboul et que 
J'ai pu reproduire avec la craie, à savoir que le papier qui vient de 
subir laction du rayonnement ionisant conserve pendant plusieurs 
jours la curieuse propriété d’impressionner seule la plaque photogra- 
phique en donnant, en plus pâle, et avec les mêmes caches, des 
clichés analogues à ceux décrits précédemment. 

Ceci explique le tait suivant qui m’a surpris au début de cette étude 

photographique : j'utilisais plusieurs fois de suite le même papier noir 
pour envelopper des clichés successifs, tandis que le prenuer était 
normal avec une pose de 7 heures, les suivants avaient avec la même 
pose les caractères de l’inversion photographique. Les gaz radioactivés 
sous l'effet du rayonnement étant adsorbés par le papier peuvent expli- 
quer cet apparent excès de pose. 
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CONCLUSION 


Polarisation permanente. — La craie provenant d’une carrière peu 
profonde a une polarisation permanente, mise en évidence par un cou- 
rant spontané et imputable à des impuretés (oxydes d’azote) de répar- 
tition hétérogène, qui auraient été amenées dans la roche par les eaux 
d'infiltration. | 

La craié extraite d’une carrière profonde, à l'abri des souillures des 
eaux superficielles, n’a pas cette polarisation ; sa résistivité électrique 
est environ mille fois plus grande que celle de la précédente ; elle est 
plus pure et constitue un semi-conducteur normal. 

Variations de l'intensité du courant. — La craie « pure » donne la 
courbe typique des semi-conducteurs représentant les variations de l’in- 
tensité du courant en fonction du temps, pourvu que le champ électri- 
que appliqué soit suffisant (une dizaine de volts par centimètre au 
moins). 

Le courant limite étant atteint, si on établit un courant d'’inversion, 
il présente en général un maximum qui se produit au bout d’un temps 
très court, de l’ordre de quelques secondes, puis l'intensité décroît de 
façon analogue à celle du courant direct. Le maximum du courant 
d’inversion dans le compartiment cathodique est plus aplati que celui 
de l’anodique, et l'intensité du courant maximum est plus grande dans 
le second cas que dans le premier. 

L’intensité du courant limite n’est pas rigoureusement constante, elle 
continue à décroître très lentement avec le temps, exprimé en semaines 
par exemple. 

L’intensité est aussi une fonction croissante de la différence de poten- 
tiel ; il y a d’abord proportionnalité approximative entre ces deux 
grandeurs jusqu’à des tensions de l’ordre de 4oo volts, puis l'intensité 
croît beaucoup plus vite que la tension. 

Enfin, si l’air atmosphérique devient plus humide, la craie devient 
plus conductrice, sa variation de conductibilité paraissant en retard sur 
la variation de l’état hygroscopique de l'air. 

Répartition des potentiels. — Tandis qu'à l’anode il n’y a pas de 
chute de potentiel appréciable, celle de la cathode peut dépasser en 
courant limite 90 o/o de la tension appliquée. La diminution de l'in- 
tensité du courant avec Le temps est corrélative à l'accroissement de la 
chute de tension cathodique. 

Les observations faites, en cloisonnant la craie en trois sections, ano- 
dique, médiane et cathodique par des électrodes intermédiaires, condui- 
sent à admettre que lecourant est transporté par les ions CO3 7. La craie, 
conglomérat de microcristaux, se range parmi les semi-conducteurs 
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électrolytiques à réseau ionique dans lesquels le courant est transporté 
par des ions tous de même signe (CO, ” ). 

Mobilité des ions. — La théorie de J. L.,Eck (9) et celle de 
A. Gemant (13), partant d’hypothèses différentes, conduisent pratique- 
ment à des relations équivalentes pour le calcul de lasumme des mobi- 
lités ioniques moyennes au début du passage du courant. La substitu- 
tion de la relation des conductibilités à celle des intensiiés permet de 
déterminer les mobilités ioniques pendant toute la durée du passage du 
courant. La somme des mobilités initiales, très grande, atteint 6o à 
80 microns par seconde dans un champ d’un volt par centimètre, ce qui 
fait présumer que des électrons et des ions rapides (OH- et H+) doivent 
participer au transport du courant pendant les premiers instants. Cette 
mobilité décroît en effet très rapidement, ces transporteurs rapides de 
charge devant s'éliminer progressivement, ce qui réalise une épuration 
du semi-conducteur. Il en résulte aussi une évolution structurale de la 
craie qui rend impossible une détermination unique et précise de la 
mobilité des ions CO; —. 

Les valeurs moyennes de la somme des mobilités apparentes décrois- 
sent d’un maximum initial m6, de l’ordre de 6o microns par seconde, à 
une valeur finale de mn’, sensiblement constante, de l’ordre d’un 
micron par seconde. L'intervalle entre ces deux limites s'accroît lente- 
ment d’une mesure à la suivante pour un même échantillon. La limite 
finale, inférieure à un micron par seconde et par volt-centimètre, doit 
être la mobilité moyenne apparente des icns propres de la craie. 

E jfet de soupape. — Un pouvoir rectifiant notable apparaît entre 
électrodes symétriques lorsque la craie a été préalablement soumise à 
l'action d’un courant continu qui crée à la cathode une barrière de 
potentiel. Le courant redressé est de sens inverse à celui du courant 
continu de formation ; mais cet effet redresseur s’efface progressive- 
ment avec le temps par suite de la diffusion des ions qui abaisse la 
barrière de potentiel. 

On obtient aussi un redressement stable, mais très faible avec une 
craie naturelle, en utilisant des électrodes dissymétriques. Entre pla- 
que et pointe par exemple, la résistance de la cra e est la moins grande 
quand la pointe est au potentiel Le plus élevé. 

Emission d’un rayonnement. — Lorsque la cathode est constituée 
par une grille, elle émet dans son voisinage un rayonnement très absor- 
bable par l'air ; ce rayonnement est complexe et son intensité totale 
croît avec l'intensité du courant électrique qui traverse la craie. 

Son émission présente un seuil vers 4oo volts, puis l'intensité du 
. rayonnement devient une fonction très rapidement croissante de la ten- 
sion appliquée à la craie, jusque vers 4ooo volts, limite de mes 
mesures. Ce rayonnement est lié à l'existence de la chute de potentiel 
cathodique ; il croît avec elle et disparaît en même temps qu’elle. 

L'absorption de ce rayonnement par des lames minces de celluloïd 
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permet, en utilisant la courbe expérimentale d'Holweck (17), de situer 
dans le domaine des rayons X très mous les radiations émises ; leur 
longueur d'onde moyenne est de l’ordre d’une centaine d’angstrüms. 

Ce rayonnement, très absorbable, ne saurait traverser le papier noir 
qui enveloppe une plaque photographique placée contre la cathede 
émettrice ; dans ces conditions cependant la plaque est impressionnée. 
Les caractères particuliers des photographies obtenues, notamment avec 
des caches de cellophane, font penser que ce voile photographique doit 
être attribué à des gaz radioactivés qui prennent naissance au voisinage 
de la cathode émettrice. 


(Travail effectué au Laboratoire de Physique 
de la Faculté des Sciences de Montpellier 
sous la direction de M. le Prof. G. Resou.) 
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L'ANISOTROPIE MOLÉCULAIRE 
DU POUVOIR ROTATOIRE NATUREL : 
ÉTUDE THÉORIQUE ET EXPÉRIMENTALE 


Par Maurice: LEVY 
Attaché de Recherches au C. N.R.S. 


TROISIÈME PARTIE 
DISCUSSION THÉORIQUE DES RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 


SOMMAIRE. — Ce mémoire constitue la troisième partie d’un travail 
dont les deux premières parties ont paru précédemment (‘). On y reprend 
la discussion des trois groupes de phénomènes exposés dans la deuxième 
partie, en apportant aux théories générales, exposées aux chapitres I et II, 
les modifications nécessitées par la structure particulière des milieux con- 
sidérés, l’influence des molécules voisines et, enfin, les actions de défor- 
mation qui se superposent à l’action d'orientation du champ appliqué. 

10 On calcule d’abord, sur la base de la théorie de Oseen, le pouvoir 
rotatoire des milieux cholestériques; puis, la valeur du champ électrique 
interne produit par les molécules voisines de celle que l’on considère. Enfin, 
on calcule la variation de la rotation naturelle, en tenant compte de l’action 
simultanée du champ magnétique appliqué et du champ électrique 
interne. Les formules théoriques ainsi obtenues rendent compte de façon 
irès satisfaisante des résultats expérimentaux. 

20 En ce qui concerne le sulfate de nickel hexahydraté, on prend pour 
point de départ la théorie de la décomposition par le champ électrique 


(1) Voir Annales de Physique, 12e série t. 5, Mars-Avril 1950, pp. 153 
à 256, 
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cristallin du niveau 3/ de l’atome de Ni, établie par MM. Penney et 
Schlapp. On calcule la part du champ cristallin dans la variation de la 
rotation naturelle sous l’action du champ magnétique, et l’on tient 
compte des actions de déformation qui expliquent l'existence d’un extre- 
mum de l’effet observé. Cette interprétation théorique permet de montrer 
la validité des formules générales établies dans la première partie. 

30 Enfin, on montre que les résultats du chapitre V sur l’action du 
champ électrique sur le pouvoir rotatoire du sel de Seignette peuvent 
s'interpréter, après quelques modifications, par la théorie et par les for- 
æmules générales démontrées aux chapitres [ et II. 


INTRODUCTION 


Nous nous sommes contenté, dans la deuxième partie de ce travail, 
d'exposer les résultats de nos expériences, sans en discuter la signi- 
fication. Le lecteur qui nous a suivi jusqu'ici n’a pu manquer d’être 
frappé de la complexité de ces résultats : celle-ci tient, sans doute en 
partie, au caractère très différent des trois groupes d'expériences que 
nous avons effectuées. Mais elle tient également au fait que chacun 
des cas particüliers que nous avons été conduit à considérer est en 
lui-même complexe; dans chacun de ces cas, il n’est pas douteux, a 
priori, que différents phénomènes se superposent. Par suite, aucua 
d'entre eux ne peut se ramener de façon simple, à la théorie générale 
que nous avons développée dans la première partie. 

Avant d'entreprendre une discussion théorique des résultats précé- 
dents, nous voudrions, en résumant la marche que nous avons suivie 
jusqu'ici, nous arrêter quelques instants pour faire le point et pour 
envisager l’ensemble du travail d'interprétation qui nous reste à 
accomplir. 

La théorie générale de l’anisotropie moléculaire du pouvoir rota- 
toire que nous avons développée au chapitre premier ne peut trouver 
d'application que dans les milieux où règne un ordre spontané, c'est- 
à-dire, essentiellement, les cristaux. Encore faut-il préciser que l’ap- 
plication de la théorie n’est possible pratiquement que si la contri- 
bution à la rotation de l’ensemble du cristal est égale à la somme des 
contributions des molécules prises individuellement (compte tenu de 
leur orientation par rapport à la direction de propagation de la 
lumière), c’e-t-à-dire s’il n'existe pas de pouvoir rotatoire de structure. 
Il nous a été possible d'appliquer la théorie générale du chapitre pre- 
mier au cas de l’acide tartrique, dont la structure simjle n'introduit 
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pas de complication insurmontable (‘). On peut dire que cette apph- 
cation, réserve faite des hypothèses dont nous avons dû inévitablement 
faire état, est la seule preuve absolument pure que nous ayons pu 
obtenir de l’anisotropie moléculaire de la rotation naturelle. 

Ea effet, les trois aspects du phénomène électro- et magnéto- 
optique que nous avons mis en évidence, s'ils traduisent bien chaque 
fois une modification, sous l’action du champ appliqué, de la rotation 
naturelle observée, ne peuvent être attribués de façon univoque à 
l’anisotropie moléculaire du pouvoir rotatoire. S'il est possible de 
tirer une preuve en faveur de celle-ci, cette preuve ne peut résulter 
que d’une discrimination théorique des différents phénomènes qui se 
superposent; elle ne peut être qu'indirecte, et par suite, moins 
convaincante. 

La théorie de l’action d’un champ électrique ou magnétique sur le 
pouvoir rotatoire, que nous avons développée au chapitre If, ne 
s'applique qu’au cas idéal des milieux parfaitement isotropes, où les 
actions mutuelles des molécules peuvent être négligées, c'est-à-dire : 
des gaz. À la rigueur serait-il possible de l’étendre avec une approxi- 
mation suffisante aux liquides. Mais il ne faut pas songer à l'utiliser 
telle quelle dans le cas des cristaux ou des cristaux liquides que nous 
avons étudiés. Des modifications profondes doivent lui être apportées, 
afin de tenir compte des actions de voisinage des molécules. 

Il y a plus : la rotation naturelle des cristaux de sulfate de nickel 
hexahydraté est due à la structure du milieu, et non à la contribution 
individuelle de chaque molécule. Il en est de même de la majeure 
partie du pouvoir rotatoire de l’oléate de cholestéryle mésomorphe. 
Une théorie du pouvoir rotatoire de structure doit être développée 
dans l’un et l’autre cas. En ce qui concerne les cristaux de sel de 
Seignelte, qui comprennent quatre molécules par maille, une rotation 
due à la structure se superpose à celle des molécules de la maille et il 
paraît à peu près impossible de l’en séparer. Dans ce cas, nous serons 
obligé de nous contenter d’une théorie phénoménologique dont le 
caractère restera forcément très formel. 

Ce n’est malheureusement pas tout : dans le cas du sulfate de 
nickel et dans celui du sel de Seignette, il faut inévitablement faire la 
part des déformations des molécules produites par le champ appliqué, 
dont on ne connaît d’ailleurs pas grand’chose. 

On voit ainsi l’étendue et la complexité du programme d’interpré- 
tation théorique qui nous reste à remplir. Cette complexité est telle 


(1) Travail à paraître prochainement. Cf. également : C. R. Acad. Sc., 
1949, 229, 419. p 
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que, renonçant à tout souci formel d'unité, nous serons conduit à 
adopter dans chaque cas l’instrument mathématique qui nous per- 
mettra d'atteindre le-but de la façon la plus simple. C’est ainsi que la 
théorie que nous développerons au chapitre VI sera purement clas- 
sique, tandis que celle du chapitre VII revêtira le caractère partielle- 
ment formel de toutes Les théories du champ cristallin. 

Une indication d'ordre chronologique n’est pas sans intérêt à ce 
propos : la première partie de ce travail a été, dans ses grandes lignes, 
faite en premier lieu, avant que les expériences de la deuxième 
partie aient été entreprises. Par contre, l'interprétation théorique qui 
va suivre n'a été effectuée qu'après la conclusion complète des expé- 
riences, et même après la rédaction des chapitres III, IV, et V qui en 
rendent compte. Il nous semble qu'’ainsi se trouvent mis en évidence 
les deux aspects essentiels du rôle du théoricien. Celui-ci doit d’abord, 
par une vue générale du problème, orienter l'expérience et préciser 
les exigences auxquelles elle doit satisfaire, ainsi que les circonstances 
favorables qu’il lui est nécessaire de réunir. Puis, l’expérience avant 
fourni ses résultats, le théoricien doit renoncer à son rôle directeur 
pour se faire au contraire le serviteur de l’expérience ; se faisant 
humble devant les faits. il doit prendre ceux-ci un à un, et les exa- 

_ miner en détail, corriger et améliorer les vues sommaires du début. 


CHAPITRE VI 


Théorie des propriétés optiques 
des substances cholestériques 
et de leur modification par un champ extérieur. 


Application à l'oléate de cholestéryle. 


I. — Introduction. 


Avant d'examiner l’action du champ magnétique sur le pouvoir 
rotatoire des substances mésomorphes optiquement actives, il est 
nécessaire d'établir une théorie des propriétés optiques très particu- 
‘lières que possèdent ces substances dans le domaine de températures 
où elles sont « cholestériques ». Ces propriétés ont été résumées au 
début du chapitre III (pp. 46-48). Diverses tentatives ont été faites 
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dans ce sens. Les molécules qui composent les substances cholestéri- 
ques ont une formation allongée. Appelons « axe de la molécule » la 
direction d’allongement de la chaîne qu'elles constituent. Pour pré- 
ciser l’ordre de grandeur des dimensions moléculaires, on peut dire 
que la longueur de la molécule suivant l'axe, qui se déduit de la 
distance des plans de Grandjean à l'état smectique, est de l’ordre de 
30 à4o À, tandis que les dimensions transver<ales sont de 5 à 10 À. 
On admet généralement [70] que, dans l'état cholestérique, la 
« structure à plans » (p. 47) correspond à un empilement hélicoïdal 
des molécules. Les axes restent parallèles aux plans qui limitent la 
préparation, mais leurs directions se déduisent l’une de l’autre par 
un mouvement hélicoïdal autour 
d'une normale à ces plans. De 
plus, il existe à l'intérieur du 
milieu, des plans de disconti- 
nuité, parallèles aux plans limi- 
tes, dont la distance d se déduit 
simplement de la valeur de la lon- 
gueur d'onde réfléchie sélective- 
ment et de celle de l'indice du 
milieu(p.47,formule(1)); dvarie 
de 1 000 à 2 000 À environ. 
De façon plus précise, on peut 
dire que les molécules du milieu 
Fig. 41. — Répartition des axes ont réparties (fig. 41) en « uni- 
moléculaires en « unités » héli- tés » composées d'empilements 
RJdRIe hélicoïdaux, disposés comme 
nous l'avons dit, dont la distance 
des axes des molécules extrêmes est égale à d. C'est-à-dire qu’à chaque 
unité correspond un grand nombre de molécules : de 100 à 300 envi- 
ron. À l'intérieur de chaque strate, les « unités » sont orientées 
mutuellement de façon absolument quelconque. On comprend ainsi 
que chacune des strates se comporte, vis-à-vis de la lumière, de façon 
indépendante des autres, et que, par suite, fout se passe comme si les 
plans qui les séparent étaient de véritables plans de discontinuité, 
analogues aux plans d'Haüy ou de Grandjean, bien qu’en réalité ces 
plans ne semblent pas avoir une existence réelle (!). La variation de d 
avec la température, qui se traduit par une variation de la longueur 


() Par analogie avec le cas des cristaux, il serait intéressant de savoir si 
la réflexion sélective de la longueur d'onde }5 s'accompagne d’une réflexion 


ty : TA ‘ EN La mi 
sélective de—. Malheureusement, l'expérience sé heurte à de multiples 
difficultés. 
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d'onde réfléchie sélectivement, peut être due, soit à une augmentation 
du nombre d'éléments composant chaque unité, soit à une variation 
du pas de l’hélice formée par celle-ci ({). 

Le pouvoir rotatoire anormalement grand que présentent les 
substances cholestériques est à peu près entièrement dû à l’arrange- 
ment structural des molécules. Par suite, il paraît raisonnable, dans 
une théorie des propriétés optiques de ces substances, de négliger la 
structure interne de celles-ci. On peut, par exemple, et c’est ce que 
nous ferons dans la suite, donner à chaque molécule l’anisotropie 
maximum, c’est-à-dire la réduire à un oscillateur porté par son axe. 
Les oscillateurs d'une unité sont couplés entre eux par des forces 
dont la nature devra être précisée. Nous reviendrons sur ce point 
à HI, $ 1. 

Cependant, même avec ces hypothèses simplificatrices, une théorie 
du pouvoir rotatoire produit par une « unité », considérée dans son 
ensemble et comportaut plusieurs centaines d’oscillateurs anisotropes 
conplés entre eux, disposés hélicoïdalement comme il a été dit, devient 
inextricable. La théorie de Kuhn, qui n’est pas absolument simple, 
ne fait intervenir que deux oscillateurs rectangulaires. L'introduction 
d’un troisième complique déjà beaucoup la théorie, à plus forte 
raison s'il s’agit d’un grand nombre. On peut évidemment songer à 
ne considérer que le mouvement d’un oscillateur, en tenant compte, 
de façon globale, de la perturbation produite par les autres oscilla- 
teurs de l'unité. On effectue ainsi un calcul formellement analogue 
à ceux de la théorie monoélectronique de MM. Condon, Altar, 
Eyring [19]. Mais, ici encore, on se heurte à une difficulté grave : il 
n’est pas possible de supposer que la perturbation subie par l’oscilla- 
teur considéré est purement électrostatique, car, avec cette hypothèse, 
le pouvoir rotatoire d’une unité hélicoïdale s’annule identiquement. 
D'autres auteurs [70 | sont d’ailleurs parvenus par d’autres voies à la 
conclusion que les forces intermoléculaires ne peuvent être, dans les 
substances cholestériques, de nature purement électrostatique. 

Force est, par conséquent, de recourir à une théorie macroscopique 
qui, par sa nature même, ne peut que revêtir un caractère très formel. 
Une telle théorie existe : elle a été proposée par M. Oseen [70]. Les 
équations de départ, tout en étant évidemment quelque peu arbi- 
traires, sont assez raisonnables. La théorie possède en outre le grand 
mérite d'expliquer de façon satisfaisante les propriétés les plus 
saillantes de la « structure à plans », en particulier la réflexion sélec- 
tive sans changement de signe dont nous avons parlé (p.47). C'est 
sur la base de cette théorie que nous calculerons le pouvoir rotatoire. 
L'expression de celui-ci nous permettra, par comparaison avec les 


(!) Ce point sera précisé dans la suite. 
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résultats expérimentaux, de tirer des conclusions intéressantes sur la 
structure de l’état cholestérique et son évolution en fonction de la 
température. 


11. — Etude théoriaue du pouvoir rotatoire. 


4. Résultats généraux de la théorie de M. Oseen. — Les structures 
mésomorphes sont, d'après M. Oseen, caractérisées par la condition 
générale d'équilibre suivante : 

Soit DUC X,, X,) un vecteur unitaire porté par l'axe de la molé- 
cule. Considérons l'intégrale étendue à tout le domaine occupé par la 
substance : 


LR ne orne rie re L'OREEES 
| LE | Jet tRib.rot L+ Ki(Lrot L}? + Ka,(div L)? 
(1) } Ca NÉ air PS + ) 

( + K,,{(L \) LP + 2K,, div L(L.rot L) du, 


où p désigne la densité du milieu, et K,, K,,, K,,, etc..., sont des 


constantes. On doit avoir : 
(2) dl — O0. 


La détermination de la structure d'équilibre du milieu se ramène 
donc à un problème de calcul des variations. 

L'expression (1), qui représente l’énergie potentielle du domaine, se 
déduit de diverses hypothèses sur la nature des forces intermolécu- 
laires. Si celles-ci sont purement électrostatiques, on a identiquement: 


(3) K,=K,, = 0. 


Si, par contre, on tient compte des forces de nature magnétique, ces 
coefficients sont différents de zéro. L'expression (1) suppose que la 
densité du milieu est constante ; lorsque celle-ci varie d'un point à 
l’autre du domaine, l’expression est plus compliquée. Mais, pour le 
problème que nous considérons, l’expression (1) est suffisante. 

M. Oseen suppose que, dans le cas des substances nématiques et 
smectiques, les forces intermoléculaires sont électrostatiques, c’est- 
à-dire que les conditions (2) sont vérifiées. Par contre, pour les 
substances cholestériques, il pose : 


(4) Kite 4 K\, #0! 


> 


Dans ces conditions, l'équation (2) est satisfaisante si l'on prend : 


(5) X,—= cos aZ, X,—sin «Z, 20, 
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, - 4 . . \ LA 1 1 
c'est-à-dire si la structure possède la forme hélicoïdale que nous avons 
décrite dans l'introduction. 


Nous supposons maintenant que l’ellipsoïde de polarisabilité de 


# Là » FE 
chaque molécule est de révolution autour de4,, Dans ces conditions, 
soient «, et c,, les constantes diélectriques principales, suivant deux 


Fast : À > 
directions rectangulaires, dont la première est confondue avec L. 
En o : 2 ; : 
Si E est le champ électrique porté par l'onde lumineuse, on peut 
exprimer la polarisation sous la forme : 

) + > > > 
(6) P = e,L(L.E) +:,M(M.E), 

are nn = ë Fra . 
où M est un vecteur unitaire perpendiculaire à L et sitüé dans le 


= 


A Re à 
plan (L, E). Si l’on remarque que l’on peut écrire : 
> > > > 
(7) — L(L.É) + M(M.É), 
on peut meitre l'équation (6) sous la forme : 


—+ 


= re MATTARER 
(8) P—2,E + (so —s,)L(L.E), 


et, par suite, on peut con-idérer la constante diélectrique comme un 
tenseur dont les composantes s’écrivent : 


(9) Ep —= (eo —2,)X;Xx + yes RES EE ee 


avec : 
dE = 0 si ES 


et : 


Dans ces conditions, les équations de Maxwell prennent la forme 
suivante : 


{ An Ep — €] Ne a dE 

Trot EH — : (LE)L+SS, 
(10) ve = 
rotÉ—=— +. 


L'examen de ces équations permet à M. Oseen de rendre compte 
des propriétés de la lumière transmise et réfléchie, et d'expliquer de 
facon satisfaisante le résultat des expériences de Grandjean. Nous 
n’entrerons pas jci dans le détail des calculs, pour lequel on pourra 
se reporter au mémoire original. Les seuls résultats qui nous seront 
utiles dans la suite sont les suivants : 
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a) La « zone » de réflexion sélective est définie par la relation : 
(1 1) — << w ne 
€ 


où w est la pulsation de la lumière incidente et c la vitesse de la 


lumière. , | 
b) L'équation qui définit les indices des ondes circulaires droite et. 


gauche composant la lumièretransmise et la lumière réfléchie s’ecrit : 
(12) Qi aQ?=-hb—=0, 
où l’on a posé : 


(15) 


w 


w 2 
n= a [ PT (& + e,)| ANT (e, — he 
La quantité Q est reliée à l'indice nr par la relation : 
u) 
(14) = nn En 
2. Expression du pouvoir rotatoire. — Nous calculerons le pouvoir 


rotatoire pour des longueurs d’onde situées hors de la zone d’absorp- 
tion sélective. Posons : 


(15) ee 
(16) St — 5; 
nous admettons donc la relation : 

27 1 
(17) où — * Core 

VE 

et par suite : 
(18) que _ VE- 


La longeur d'onde réfléchie sélectivement sera définie par la rela- 
tion (1): 


(19) Len ie 


(1) Disons, une fois pour toutes, que nous ne fixerons, dans ce qui suit, 
que des valeurs numériques approximatives, et seulement pour en indi- 
quer l’ordre de grandeur. 
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et par suite : 


ail 
(20) LS te 


Nous supposerons également que à est petit devant :. 

L'angle à est infini à l'état liquide : ceci correspond au fait que les 
orientations des axes moléculaires (définies par (5)) sont alors indé- 
terminées. Dès l’apparition de la phase cholestérique, « diminue et 
la longueur d’onde réfléchie sélectivement part de l’extrême ultra- 
violet pour se rapprocher du visible. Le pouvoir rotatoire de structure 
devient sensible alors que À, est encore situé loin dans l’ultra-violet. 
Un simple examen de la figure 8, p. 52, montre qu’il en est bien 
ainsi : pour la température 8—41°, c’est-à-dire 1° au-dessous du 
point d'apparition de la phase optiquement active, il est visible que 
la longueur d'onde caractéristique est encore située dans l’ultra-violet. 

De façon plus précise, représentons. en fonction de la longueur 
d'onde, le pouvoir rotatoire naturel p, en degrés par millimètre par 
une expression de la forme : 


A 
(21) Pn— = 


RES 
À — À) 


. 


Le tableau suivant fournit les valeurs de À, et de A déterminées, 
pour diverses valeurs de 4, à partir des courbes de dispersion rota- 
toire que nous avons mesurées, et dont certaines sont représentées 
sur la figure 8. | 


Taszeau IX 


] A ho 
4ro . 0,25 0,2: 6 
ko° RoUT 0,410 
3805 1,42 0,436 
375 1,63 0,443 


Corrélativement à la variation de « en fonction de 0, on observe 
une variation de la longueur caractéristique d des unités hélicoïdales. 
En effet, celle-ci est liée à À, par la relation : 


(22) 97 2VEd, 


et par suite, si l’on tient compte de (20) : 


(23) SES 
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Cette équation montre que les unités hélicoïdales sont telles que 
l'angle que font entre eux les axes moléculaires extrêmes est égal à x. 
Le pas de l'hélice est donc égal à 2d. Donnons encore quelques ren- 
seignements sur le domaine de variation de « : nous supposons que 


d : . : ; 
le rapport —, qui fixe la dimension transversale de la molécule, est 


une constante ; la valeur de ce rapport qui s'accorde le mieux avec les 
données que nous possédons sur le pouvoir rotatoire est : 


; d = £ 
(24) 779 A—0,9.107" Cm. 


n est le nombre d’intervalles entre les axes moléculaires d’une unité 
hélicoïdale. Le nombre de molécules d’une unité est donc égal à 
n +1. La valeur minimum de n (désignons-la par n,) est l'unité ; il 
lui correspond une valeur de « égale à : 


(25) a, A y1. 107: 


Il n’y a pas de sens, du point de vue physique, à envisager des 
valeurs de « supérieures à celles-ci. Lorsque + décroît, il se produit 
un recrutement progressif des molécules de lPunité : les molécules 
s’assemblent en amas hélicoïdaux de plus en plus gros. Quand la 
longueur d'onde sélective est située dans le visible, les unités compor- 
tent, comme nous avons dit, plusieurs centaines de molécules. En 
ce qui concerne l'oléate de cholestéryle, si l’on admet une valeur de 


E de l’ordre de 1,5, la valeur minimum de à (8 — 3705) est : 
(26) = 21.10 

Il lui correspond une valeur maximum de n : 

(2:) n, = 140. 


Ayant ainsi précisé le mode de variation des principales grandeurs 
que nous avons introduites Jusqu'ici, nous calculerons le pouvoir 
rotatoire à partir de l'équation (12), dont les racines Q; définissent les 
indices de propagation des ondes incidentes et réfléchies. Cette équa- 
tion peut s'écrire : 


(28) QUE 20 214, 
avec : 
(29) A=&—b= Lane + _ 1h 


compte tenu de (13), (15) et (16). 
Puisque à est petit devant e, et « bien supérieur a— VE, nous pou- 


vons écrire : 


(30) VE = (+ ge Je 


Bc?a?e 


j { # 


1 
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et par suite : 


(31): = (ie Ve) + 6 ë 


Seules, les valeurs positives de Q (correspondant à la lumière trans- 
mise) nous intéressent ici. Il vient : 


(32) TEE ! 
QT ER RE RARE TE 
A fe e D'HS2NE TN ER y 
c'aNVe GE 
\ c 


Le pouvoir rotatoire, exprimé en radians par centimètre, s’écrit : 


T 


(33) p— (nm —n)=—+(2,—0Q,). 


Si on l’exprime, comme nous l’avons fait au chapitre III, en degrés 
par millimètre, et si l’on tient compte de (32) en négligeant la partie 
du pouvoir rotatoire indépendante de &, la rotation a pour valeur : 


f wi? I 1 J 
34) — À - F RAR w 1 
( p 8T Cia e | a+ — Ve sl 


et par conséquent : 


9 
(35) CRU PA UNE WE)? 


Cette relation peut également s’écrire, compte tenu de (20) : 


2 
90? à I 


(36) tel AE REP PRET 


On voit que l'équation (36) diffère de (21) par le facteur — qui y 

figure. On a en effet : | 
og À 

(37) A AT ES 


eVe 


, 


qui prouve que À n'est pas une constante dans toute l'étendue du 
spectre. En fait, À varie peu dans le visible, et il est possible, en 


Ann. de Phys., 12e Série, t: 5 (Mai-Juin 1950). 2E 
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l ST 4 
adoptant une valeur moyenne de + (*) et en utilisant les valeurs de A 


et ?, du tableau IX, de déterminer, aux différentes températures, le 


&° | 


rapport a 
TaBceau X 
| É (ê?[ey e)rot 
r° 0,09 
U 0,89 
38°5 0,02 
3709 1,00 


x Ê m4 \ & 
On voit que ô?/e4/e reste à peu près constant quand 0 varie. Nous 
adopterons la valeur moyenne : 


(38) ER 0,007 


et, par suite (en supposant Ve = 1,5) : 
û 
(39) [2] 00078. 


Pour terminer, nous avons tracé sur la figure 42 {courbe I). en coor- 
données logarithmiques la variation de x avec 0, que l’on peut 
déduire, en utilisant l'équation (34), de la variation de o en fonction 


RETETTRRE [ Î À 
[ape din] | | log & | 


38 39 40 mn 42 43 


Fig. 4. — Variation de log & (courbe I) et de Ab} (éy. 83) (courbe Il) en 
louction de la température (La courbe en pointillés est la courbe expéri- 
mentale de la figure 14). 


() Nous avons adopté celle qui correspond à }—=5/6 mu, afin de ne com- 
mettre aucune erreur sur les constantes relatives à la raie verte du mercure, 
avec laquelle ont été exécutées nos mesures en champ magnétique, 


ru E Et vers 


LE 4 LA “ 
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de 6 représentée sur la figure 6, page 204. Les points marqués sont 
ceux qui correspondent aux valeurs de À, déterminées indépendam- 
ment à partir des courbes de dispersion rotatoire. On voit que les 
résultats sont concordants dans l’ensemble. 

| 


. 


UT. — Etude du champ moléculaire. 


4. Nature des forces intermoléculaires dans les structures mésomor- 
phes. — Nous avons indiqué plus haut qu'il paraît peu vraisemblable 
que des forces purement électrostatiques puissent donner naissance à 
des structures douées de pouvoir rotatoire. M. Oseen envisage la pos- 
sibilité de forces d’origine magnétique, sans en préciser la nature. 
Celle-ci est d’ailleurs bien difficile à déterminer. 

On sait que les substances mésomorphes sont toutes diamagnéti- 
ques. Depuis l'étude des substances nématiques et smectiques par 
M. Foëx {26|, on sait que les propriétés magnétiques spéciales de ces 
substances sont dues à une forte anisotropie magnétique, jointe à une 
orientation spontanée des axes moléculaires. Ceci fait de ces substan- 
ces, si l’analogie n'est pas trop hardie, les correspondants diamagné- 
tiques des substances ferromagnétiques. Cette analogie reste cepen- 
dant mystérieuse, car les molécules ferromagnéliques possèdent des 
moments magnétiques permanents, et l'existence de domaines 
élémentaires spontanément orientés peut s'expliquer par l’action de 
forces magnéto-statiques, ce qui n’est pas le cas pour les substances 
mésomorphes. 

Nous serions tenté de formuler l'explication suivante : la structure 
spontanée des substances mésomorphes pourrait être due à une action 
mutuelle des molécules de nature électrostatique (les substances 
mésomorphes sont toutes fortement polaires). Cette orientation spon- 
tañnée permet à l'action du champ magnétique de s'exercer plus faci- 
lement. : 

En ce qui concerne les substances cholestériques, dont l’analogie 
avec les substances nématiques a été soulignée par M. Friedel 
(cf. p. 201), et qui, par ailleurs, possèdent, dans beaucoup de cas, une 
phase smectique coexistant avec la phase cholestérique, on peut 
‘admettre que l'explication précédente est valable également. Mais la 

structure résultant des interactions électrostatiques est différente 
suivant que les molécules sont dissymétriques ou non. Il reste, cepen- 
dant, que l'interaction électrostatique des molécules, si elle peut 
permettre d'expliquer la structure à l’équilibre, est insuffisante pour 
rendre compte du pouvoir rotatoire. 

Nous calculerons donc le champ électrique interne subi par chaque 
molécule, en raison de l’action de son entourage, et nous montrerons 
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que le champ ainsi calculé rend compte, effectivement, de la position 
d'équilibre des axes moléculaires. Nous admettrons ensuite que le 
pouvoir rotatoire du milieu est celui que nous avons calculé à partir 
de la théorie de M. Oseen, ce qui revient à supposer que le couplage 
entre les moments de polarisation des molécules n'est pas purement 
électrostatique. Nous calculerons, dans ces conditions, la modification 
du pouvoir rotatoire produite par un champ magnétique agissant sur 
la structure cholestérique : chaque molécule est soumise simultané- 
ment au champ magnétique appliqué et au champ électrique interne 
qui assure son équilibre. Nous serons ainsi en mesure de comparer 
les formules théoriques obtenues avec les résultats expérimentaux du 
chapitre II. 

Les substances cholestériques sont à la fois polaires et diamagné- 
tiques. Il est donc à prévoir que l’action d’un champ électrique exté- 
rieur sera de nature très différente de celle d’un champ magnétique. 
Nous comparerons pour terminer les résultats que l'on peut attendre 
de ces deux types d'actions orientatrices. 


2. Calcul du champ électrostatique interne. — Les unités hélicoïdales 
que nous avons définies à I, $ 1 se présentent sous Îa forme de cylin- 
dres, de hauteur d et de diamètre 30 à 4o À. L'encombrement stérique 
empêche toute interpénétration des différentes unités (). Par suite, 
dans le calcul du champ électrostatique subi par une molécule 
incluse dans une unité déterminée, on peut, avec une bonne approxi- 
mation, négliger l’action des molécules appartenant aux autres unités. 

Nous supposons que chaque molécule possède un moment perma- 


pant pre porté par l’axe moléculaire L. L’enroulement hélicoïdal des 
axes est caractérisé par l’angle « introduit page 202 : l'angle que fait 
l’axe moléculaire situé à la profondeur z avec une origine convena- 
blement choisie est 4. Le champ produit par l’élément d’ordre q» 
situé en £, au point £, correspondant à l'élément d'ordre pa pour 
expression : 


— 
—> r —> —> L 

(40) Éne eL) SX 
l'pq Tpq 


En 
où r», est le rayon vecteur qui joint les deux éléments. 
Dans le cas présent on a : 


> > 
(41) NS ee 


(9) [l'est possible de réaliser un modèle de structure cholestérique en 
construisant des « unités » au moyen de bätonnets enfilés hélicoïdalement 
sur des épingles, et en les jetant à la surface de l'eau. On constate que ces 
unités tendent à se disposer côte à côte, sans aucune interpénétration 


(fig. 4r, p. 314). 
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(42) rm=|p—ql$, 


où n est le nombre d’intervalles entre les éléments de l’unité. On a 
également : 
_ ee 


LAN NRC 
(43) L,= (cos # q) u + (sin Æg)o, 
> > UD € 
où u et v sont deux vecteurs unitaires portés par Ox et Oy. Posons, 
pour simplifier : 


(44) SAS 


a est une constante liée à l’arrangement structural des molécules. 


- . D 2 e 
Les composantes, suivant les trois axes, du champ e s’écrivent : 


3 p—1 ñ 
otre cos gn >} cos gù 
ÉrAUEE ——— ——— , }, 
2 FT PETTRU (9 —p} 
g=Ù0 qg=p+1 
l r—1 
(45) AE Co Ÿ Sin qñ " D sin gn 
it (P—q$ (g — p} |’ 
g=0 g=p+1 
Pi 0: 
Nous calculerons, pour simplifier, e, + ze, : 
É ua | gs ei71 eiqn 
6 e FRE re 
(40) RSR ip — À. 2 (9 —P* 
Posons dans la première somme : 
7 Din) 
et dans la seconde : 
g = hN + y. 
Il vient : 
p È n—p : - 
& TELE e— 2" ein 
(a) tien) LT +27, 
VE VE 


Les sommes situées entre accolades décroissent très vite avec y; 
si p ou n — p sont supérieurs ou égaux à 5 environ, c'est-à-dire sion 
élimine les molécules situées au voisinage immédiat des plans limites 
(sur lesquelles, d’ailleurs, des actions indéterminées dues aux parois 
viennent s'ajouter), on peut écrire avec une bonne approximation : 

+00 
: uai ipn cos vn 
(48) tiger om Es. 


List | 
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On voit, par conséquent, que le champ agissant sur l’élément 
d'ordre p est porté par l'axe de cet élément, ce qui démontre que 


la structure considérée est en équilibre. La valeur absolue du champ e 
peut s’écrire : 


(49) LE 2.25 g(n) = ap. 5 e(n), 


où l’on a posé : 


(50) ANNEE. 


VE 


3. Calcul de 4(n). — «{n) est une série de Fourier dont il n’est pas 
facile de calculer directement la somme. Nous en obtiendrons un 
développement en série suivant les puissances de qui, d’ailleurs, 
converge rapidement. 

La méthode que nous utiliserons consiste à intégrer trois fois la 
somme : 


+ 
(51) S(n)= Ÿ sin Vi. 
: VÉI 
On a, en effet : 
5 " e cos vn 
(52) Sn ['s(mén+k = VE, 
E VE T 
" Vs 
Sin ÿ 
(53) MS | pans CR, 
NE 
(54) Sn)= [/'Ss(ndr + &, = gr). 
où nous avons posé : 
(55) k=5— Tr + Log 2, 
GLS 
(56) Ri—=i+5+S+ (3) 1,20210, 


$ étant la fonction de Riemann. 
Pour calculer S,, nous évaluerons d'abord la somme : 


1 ef 


+0 
(5) sn = Poin = 0. 
V=T 
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Par suite : 
sin n 


(58) Si(n)= 5m fn = 
11 vient ensuite : 
(59) S,(n) — : Log (1 — cos ) + - Log 2 — Log 2sin . : 


On a, d’ailleurs : 


+ 6 
6 mit fi St 
(60) Ut 2 —F+ Sas Det C.*': 2 


Qtn) 


Fig. 43. — Les fonctions v(x) (éq. 63) et Q{n) (éq. 82). 


Par conséquent : 


T2 n' ti 

{G1) : S(n)= Log n— 27 — 25% — 0 — 

On peut écrire maintenant : 

mr 7 Ni 

(62) SE A À EU qu mm mi rom TTL 7e 20080 AS 

Nous obtenons enfin : 

T2 3r° qu "6 T8 

(63) g(n) — 1,20210 + Fe Log ñ KA PROC E881E20186 4oo 10160640  ‘‘? 


La variation de v(r) lorsque x varie de o à x est représentée sur la 
figure 43 (courbe ]). La tangente au point d’inflexion, pour n——,a 
ul P n 2 


pour pente : 
— (2) = — 1,645. 
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IV. — Action du champ magnétique sur le pouvoir rotatoire. 


— 

Nous supposons que, sous l’action du champ magnétique, l'axe L 
d’une molécule tend à prendre une position différeute de celle qu'il 
occupe en l’absence de champ. Nous appelons k, et k, les perméabi- 
lités magnétiques de la molécule suivant deux directions respective- 


. . 4 Es 1% . . 
ment parallèles et perpendiculaires à L. Le champ extérieur induit 
dans la molécule un moment magnétique dont les composantes, rap- 
portées à un trièdre Ox’y'z', dont Oz’ est confondu avec Os et Ox' est 


. » . K7- 
dirigé suivant L, ont pour valeur : 


enter El, 
(64) LP che 1 
M1 — DS à Le 


Ce moment s'oriente à son tour sous l’action du champ, compte tenu 
de la force de rappel qu’exerce, sur le moment électrique perma- 


nd . - 
nent y, le champ électrique interne que nous avons calculé plus haut. 


A. — ACTION D'UN CHAMP LONGITUDINAL 


1. Formules générales. — Le champ magnétique, qui est, dans ce 
cas, parallèle à l’axe hélicoïdal des unités, exerce son action de la 
même façon sur chacune des molécules d’une même unité, puisque 
leur orientation par rapport au champ ne dépend pas de léur profon- 
deur. Une exception doit être faite pour les molécules situées au voi- 
sinage immédiat des parois (5 molécules environ, soit une couche 


d'environ 45 A); mais nous les négligerons. Les composantes de 
= b 
l’axe L s’écriront, au lieu de (5) : 


X, — sin 0 cos (az +e), 
(65) X,— sin 0 sin (az +e), 


KXSEE COS 0: 


0 et + sont les angles qui fixent la position de L dans le trièdre Oxye 
Remarquons que l’on peut négliger, dans tout ce qui suit, l'angle ®, 
car cet angle ne dépendant pas de z, on peut l’éliminer par un choix 
convenable du trièdre Oxys. Dans ces conditions, les équations (9), 


qui définissent les composantes du tenseur constante diélectrique 
AMTAE 
s'écrivent : 


(66) Ejx — (£o — &;) sin? OX,X} + CPE 
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Il faut porter &es valeurs dans les équations de: Maxwell, et 
résoudre celles-ci, en supposant, comme d'habitude, que les solu- 
tions sont des fonctions sinusoïdales de la phase. Le calcul est assez 
long, et nous n'en donnerons que le résultat. La variation du pou- 
voir rotatoire sous l’action du champ (calculée en supposant, comme 


è 
à la p. 320, que — est petit), a pour expression : 


< Q wi asè I 
(67) robe). 6, 
M — — € 
C 
et, par conséquent, en tenant compte de (35) 
Ao 14410 I 5 
(68) ES = — F; #5) D? .cos? à 
: : CEE" E S [ 


Il nous reste à calculer cos? 0. 


2. Calcul de cos? 6. — Avec les notations que nous avons adoptées, 


l'énergie de la molécule soumise à l’action simultanée du champ 
É . Er » . È EE . 
appliqué H, et du champ électrique interne e s'exprime par la rela- 


tion : 


(69) &——(k, cos? 6 + k, sin? 6)H$ + ue sin 8 cos », 
et, par suite, si nous posons : 
1 
(Æo — k1)H 

(70) DER C0 
et : 
= AM 
(71) = 
il nous est possible d'écrire : 

Lo LE s' Be 05° 8—b sin 8 cos Sin Édbde À 

0—0,/9=—0 


(72) cos? 5— 


va fe et cos? 6—6 sin 0 cos © sin dôde 
() 


Développons l’exponentielle en série, suivant les puissances de a, en 
nous limitant aux deux premiers termes ; il vient : 


RS TT) ob) I hp 0 
CS )cos 0 = ne Pro 5) a[ (6) — To) J4' 


où nous avons posé : 


FT ACIES TES ie arg—0 sin Ë cos & cos 20 sin OdÜde. 
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Les intégrales doubles I[,(b) sont, quand n est pair, des intégrales 
de Gegenbauer, du type de Poisson généralisé. Elles se calculent sans 
difficulté au moyen de la relation,({) : 


a (p ++ 
T 27 £ à s 
(75) p [ gi: Siu 0 cos © <os?r O sin 6dôde — RASE ee 
C=07/0—0 TER 
(+) 
où J_ (2) désigne la fonction de Bessel d'ordre p += . Posons : 
pts 
(16) si, 
et faisons successivement dans (55) : 
Home 


Il vient : 
3 


MAT LENS 
De à 
LT 
(77) Fran: 2 (0), 


3(27) 2 
LE) En 3, () 


On sait que les fonctions de Bessel d'ordre demi-entier peuvent 
s'exprimer en termes finis. On a, par exemple : 


a /sins 
site) = V2 ( VE } 
GD  (e=Vi(ss te), 
5 


Par suite, on peut écrire : 


HUeehe 
(19) L(6) = (ch 6 ©), 
or /3 sh b 
1,(b) — (= —* “ de sh b), 


(1) CF. G. N. Warson : Besse! Fanctions, Cambridge, 1922, 5r. 
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et enfin : 
(80) cos? 0 — P(b) + aQ(b), 
où l’on a posé : 
L(b) I ï 
(81). P(b)— 6) — (coth b — F) 


db) __Fuorp : 
&) O0) — le] — à (8 + À — 2 coth à — coth? ). 


Nous avons représenté sur la figure 44, les variations P(b) et de 


Q(b) en fonction de b (‘). 


Fig. 44. — Les fonctions P(b) et Q(b) (éq. 81 et 82). 


3. Interprétation des résultats. — Nous utiliserons l'expression 
de A9, qui se déduit de (67) et (80) : 
D Di nm Ur nom, 
(83) AP — 167 € eVe ‘ (#2 e) ( KT IE Q(b). “ 
pe) 


{‘) On remarquera sur la formule (80) que cos? 9 ne s’annule avec le 
champ H, que si b—>. Ce fait, que nous rencontrerons constamment 
au cours des chapitres suivants, s’explique comme suit : l’expression (35) 
qui définit le pouvoir rotatoire suppose essentiellement que les axes molé- 
culaires ont une orientation rigide. Elle ne tient pas compte, par consé- 
quent, de l'agitation thermique et des fluctuations des axes moléculaires 
qui en résultent. 7 


Le LNH PRE CE CELA RTE NN dde x MR ons Sc DLL ant RARE A a 2 D, En AE QU = 
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a) Variation de Ap en fonction de. la température. — La 
constante n que nous avons introduite pour le calcul du champ élec- 
trostatique interne a pour expression d’après (44) et (23) : 

ad T à 


(84) = Er: 


Par suite, n décroit de x à o quand la température diminue. 
Lorsque la longueur d'onde réfléchie sélectivement est située dans le 
visible, n est pratiquement nul. Si nous représentons la variation de 
Q(b) en fonction de n, nous obtenons la courbe représentée sur la 


figure 43 (courbe II). Le maximum de Q(b) correspond à n=— ‘ 


Dans ce cas, en effet, on a o(n)— 0 et, par suite, b —o. La valeur 
correspondante de « est : 


(85) Be ns LOT 10/4867 


Comme nous connaissons la valeur de As qui correspond à ce maxi- 
mum (cf. fig. 14, p. 214): 


(86) Apm=—= 5,62 d°/mm., 


il nous est possible de déduire la valeur de a : 


(87) a = (SE )i = 8,5: TO, 


avec H, — 26 400 gauss. 
L’anisotropie magnétique par gramme a donc pour valeur : 


(88) LH = EN = 2,08.10-1, 

où M—650 (masse moléculaire de l’oléate de cholestéryle). Cette 
valeur est en très bon accord avec les mesures de M. Foëx sur un 
certain nombre de substances smectiques [34]. 

Nous avons représenté sur la figure 42 (courbe IT), p. 322, la varia- 
tion de 4p, en fonction de 6, calculée à partir de (83); la courbe en 
* pointillé est une reproduction de celle de la figure (14); elle corres-. 
pond aux valeurs observées de 49,(0). On voit que l'accord avec l'ex- 
périence est satisfaisant. 

Le maximum de Ab, (pour 0 —6,,) correspond, d’après ce que nous 
avons dit page 319, à la structure hélicoïdale suivante : chaque unité 
comporte trois molécules, dont les axes sont mutuellement rectangu- 
laires. Il serait intéressant de calculer directement le pouvoir rota- 
toire de cette unité, en utilisant un modèle de Kuhn généralisé au 
cas de 3 oscillateurs couplés au lieu de 2. Le calcul présente cepen- 
dant d'assez grosses difficultés. 
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b) Variation de As avec le champ. — Nous avons négligé, dans le 


développement de cos? 6 en fonction de H,, les termes d’ordre supé- 
rieur à H£. 

En réalité, à partir de 20 000 gauss environ, les valeurs de A9» 
calculées au moyen de (83) s’écartent nettement des valeurs expéri- 
mentales, ce qui prouve que les termes d'ordre supérieur à Hi ne sont 
plus alors tout à fait négligeables. On peut, cependant, tirer de la. 
théorie des indications intéressantes en évaluant, à partir des résul- 
. tats expérimentaux de la figure 15, page 215, la fonction : 


(89) SAR ARR bi) pr Q(b6), 


où A9, représente la valeur de As, correspondant aux températures. 
les plus basses (c’est l’ordonnée du palier de la courbe de la figure 14), 
et b, la valeur correspondante de b : 


(go) b= ap reve 
avec : 
(g1) ; SN) 20210; 


Toutes les constantes qui figurent dans la formule(89) sont connues, 
à l’exception de b,. La comparaison des valeurs expérimentale et 
théorique de At permet, par conséquent, de déduire : 


(92) Q(:) — 4,46. 10, 
et, par suite : 
(93) Dior 


Si l’on tient compte de (go), on peut déduire de cette valeur de b, 
une estimation du moment électrique des molécules d’oléate de 
cholestéryle : 


0 ent 


valeur dont l’ordre de grandeur peut être considéré comme correct. 

Ainsi, notre théorie rend compte de façon satisfaisante des résul- 
tats expérimentaux que nous avons obtenus en champ longitudinal. 
Eùû particulier, l'existence un peu surprenante d’un maximum dans la 
variation de Ap, en fonction de 0 a pu être complètement expliquée : 
ce maximum correspond à une forme de la structure pour laquelle le 
champ électrique interne qui agit sur chaque molécule s’annule, le 
champ magnétique pouvant alors exercer plus facilement son action. 
Celle-ci reste, hien entendu, très petite (puisque, pour cette forme 


OR SU = 4 1 LAN does Ne Pis APR Pr Pa A RO PS ne LS BA 1 


2 


A 
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particulière de la structure, tout se passe comme si le champ magné- 
tique agissait sur un liquide diamagnétique) ; mais comme la rotation 
est, ainsi que le montre l'équation (67), très sensible à la moindre 
modification de la structure, on comprend que la variation du pouvoir 
rotatoire soit importsnte. Mais on comprend aussi pourquoi elle ne 
l’est pas davantage : c'est que. pour toutes les autres valeurs de 8. le 
champ électrique interne exerce, sur chaque molécule, une force de 
rappel qui tend à freiner l’action du champ magnétique. 


B. — ACTION DU CHAMP TRANSVERSAL 


L'action du champ transversal est plus difficile à interpréter, car 
les substances mésomorphes possèdent un grand pouvoir rotatoire. 
Dans ces conditions, l’angle que fait, en chaque point du milieu, la 
vibration incidente avec le champ magnétique dépend de la profon- 
deur de ce point. Par conséquent, la valeur du pouvoir rotatoire par 
millimètre en un point de la préparation s'écrira, en présence du 
champ magnétique : 


(95) e(H, 2, u)=—p, + Ap(H, 5, w), 
w étant l’angle que fait, avec le champ appliqué, la vibration qui 
tombe sur la préparation ; p, est défini par l'équation (35) et As par 
: l'expression : 
Ag(H, z, o) 


uw? 3 63 D nn mt 
(96) =—<. — HE: FE LES (e + w) |; 


—> ; 

6 et w sont les angles qui définissent l’axe L(s) dans un trièdre 

fixe Oxys dans lequel Ox est dirigé suivant le champ magnétique 

appliqué et Og suivant la direction de propagation. Dans ce trièdre, 

É champ électrique interne fait l'angle ©, avec le champ appliqué, et 
on a : 


(97) o0 = p(£, H, w)z + as +o. 


Nous calculerons d’abord sin: 6 cos? ©. 


4. Caleul de sin? 0 cos? © —. — Nous avons : 
sin? 6 cos? de 


asin?0 cos? © — {sin 8 cosv cos ve, + sinBsinvwsin®:) 
sin? Ücos? ve sin rose 
6=0./ v=0o 


(98) Se 0 
he a sin? 8 cos? © — b{sin 8 cos o cos ©, + sin 8 sin w sin 9) sin Üdôds 
[S] è 
op o,/ 9 —0 
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Nous développerons, ici encore, l'exponentielle suivant les puis- 
sances de a, en nous limitant aux deux premiers termes. I] vient : 


Ke b, 0) + aK{b vo) 
K,(6, Co) 3 akK:16, Co) 


sin? 0 cos? = 


ce L K2(6, 1 ) 


Le Jr z 
n K,1b, ©) { K;(, Po) +a K(0, MIT ©). (2 
où on à posé : 
FT 27 —b(sin Ü cos vw cos % + sin 0 sin sin ©oi 
(roo) + K2,(b, 05) — li fé e (sin 0 cos +)? sin 6dôde. 
0=0.'v—0 | 


Pour calculer ces intégrales, nous utiliserons une importante 
formule due à Gegenbauer (1) : 


(2e) _ por (sin cos o cos o,+sin 8 sin © sin ) 
SEE [ e C;(sin 9 cas o) cos" 8 sin 0dôde 
I 
(101) arr ( +) - o 4/0 


1 
= (=) * 'CY(cos Poly 4 r(2)- 


Dans cette équation, C’{(x) désigne la « fonction de Gegenbauer », 
c'est-à-dire le coefficient de {” dans le développement en série suivant 
les puissances croissantes de { de l'expression : 


(1 — 21x +) ?. 


ju I 
Pour calculer K:,(b, »,), nous ferons y — 7 dans la formule (101). 


Par suite, les fonctions de Gegenbauer coïncident, dans ce cas, avec 
lés polynômes de Legendre, et l’on a : 


1 
(102) C{x) Ce 
avec, en particulier : 
PAG OE—A 
P{x) = + (32? — 1), 


(103) 
P(x)— % (852' — 3ox° + 3). 


Nous ferons également : 
(104) ab, 
(1) CF. G. N. Warson, loc. cét., p.378. On y trouvera une formule un peu 


différente de celle que nous indiquons, mais qui s’en déduit par permuta- 


— 
ion circulaire des cosinus directeurs de l'axe L. 


( 


RCCEU, 2 par RATE PROPOS NO SPC ER MES EM PTE 
Û ’ ; 22 
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et nous écrirons, d’après (103) : 
| sin? 0 cos? y — _ [2P, (sin 8 cos e) + P, (sin 4 cose)|, 
(105) / sin‘bcos*v 
— _ [8P, (sin 8 cos &) + 20P, (sin 0 cose) + 7P, (sin bcose)]. 


Nous obtenons d’abord : 
% 
(27)\* 


(106) Ko(D, 90) — AMENTE cb), 

et d’après (77) : 

(Lo7) K,(B, 90) = Tu(). 
Puis : 


Ste 


(108) K,(b, 9) = 5 e P, (cos #,)J1(60) — ? P, (cos 20260) |, 
2 2 


et, par conséquent : 
3 
(27) 


(og) Kb) = CE [ #60) 4 sai | — cos! ao 66) 


Cette expression se simplifie à l’aide de la formule de récurrence (1): 


(110) J,_,(#) +4,49 = TJ{2). 
| Il vient, par conséquent : 
3 A “ 
(uns) K,(b, 80) = PE Ji (56) — PET cos! rola(60). 
()7 Ga? 


On peut écrire cette expression à l’aide de (77) : 


(112) K,(0, 90) = IL,(b) + R,(b) cos? 9, 


où nous avons posé : 


no) R(b) = + DL) = À (+ sh 6). 


b? 
Nous calculerons pour Res : 
8. 


er? 


Kb al re [Pi (cos ra o(66) — 20P, (cos #o)a(68) 
+ 7P, (cos #)T1 (Gb) | 
2 


(114) 


(1) G. N. Warson, loc, cit., p. 45. 
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d’où : 


LAURE de EA (éb)+J, :(i0)| LT QE Ja(66) | 
(115) (ib}? z 3 


— . cos? ra] 2:(60) + datée) | + cost »5J (tb) £ 
2 2 a 


et, en utilisant la formule (110) : 


3 Fi | 
C6) K{(b, »,)— sn J:(1b) — LEE cos? Polr(b)+ sn TS COS * Rodo(EB) 
: (be 5 GE 
Par conséquent, il est possible d'écrire : À 
(117) K,(6, #5) —1,(b) — 2 cos? o,R,(b) + cost #,S,(b), 


où nous avons posé : 
R,(b) — 51,(b) — 31,(b), 


(118) S,(6)= (6° + F)1tb) — 51,(6). 


2. Valeur moyenne de sin? 6 cos? + pour une unité hélicoïdale. — 
a étant très grand devant p, il est possible de calculer une moyenne 
de sin*6 cos?+, étendue à une unité hélicoïdale, qui ne fasse pas 
intervenir l’équation intégrale de la théorie générale, que nous avons 
donnée page 198. En effet, si l’on tient compte de (23) et de (97) et si 
l’on néglige p devant «, il vient : 


Fr 


f 
: ée 
\ con 7 , cos?(as+w)ds — E [. [i—cos2{(a5+w) ds = + $ 
(119) o 


a. PE 
cos pp | [1 —cos2(az +uw)}ds= TZ. 


Par suite, les équations (112) et(r17) se simplifient et l’on obtient : 
K,(b) —1,(b), 
KE) HE) RDS (SE + on) 
(120) K,(b) —=1,(b)—R,(b) + + SA) 
— (she +Bchb+pshb—Fchb+38sh6). 


Il vient finalement : 


(121) sin? 0 cos? » — P'(b) + aQ'(b), 


Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mai-Juin 1950). 22 


CNP EN PTT ENT 1e VAE ANNEES de dE 2h Mn à ri her ci ” 
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Pb) = Ep +17 cotb b), 


2 


8 /1 \ 1 \ 
Q()— 25 [3+3— + (mi) couh£] — #0). 


3. Expression de A6, et discussion des résultats. — Ilreste à calcu- 
ler, à partir dé (96) et (121), la valeur de la rotation étendue à toute 
la substance. lei encore, il est possible de simplifier en négligeant, 
dans le terme qui dépend de w, A9 devant p, et en calculant : 


(123) r f sin? (0,5 + w)d =; [x sin please l 4 ab]: 


où / désigne l'épaisseur totale de la DrPpErRE CES exprimée en milli- 
mètres. Il vient finalement : 


(124) Apt À Ji de | - — Fe r|3+ miSin pol cos (g,/+ 20) JaQ(6), 
x ot € 


et, en tenant compte de (67) : 


(125) = Apt. + [3 ox ; Sin pol cos (pyl + 2w) de 

Dans ces équations, les indices T et L se rapportent respectivement 
aux champs magnétiques transversal et longitudinal, 

a) Valeur du maximum. — Nous savons que le maximum de Ag 
correspond à une température pour laquelle b—o. Par suite, on 
peut prévoir que ce maximum se produit, en champ transversal. 
pour la même température qu’en champ Nr ue à : c’est ce que 
li expérience vérifie. 


En ce qui concerne la valeur absolue de ce maximum, on peut. 
écrire : 


(126) AT 


AU sin 2602 Q'(o1. 
Am [3 ME 2e 2p0l Q(o) ? 
dans cette formule, les sigues + et — correspondent respectivement à 


w —0o et b—— . Or nous avons : 


can 
(127) ” 1: 
Q(o)—= 3 - 


180 


D'autre part, pour /— 0,3 cm, pl est petit, et l’on peut écrire : 


sin 2p0/ 


200 


FR 1. 


4 À Fr $ 
L'ANISOTROPIE MOLÉCULAIRE DU POUVOIR ROTATOIRE NATUREL 339 


à 


Nous avons représenté dans le tableau XI les valeurs calculées et 
| Me Aok, 
observées du rapport U— Ar pour les deux valeurs de l’angle w que 
vn Ë 
nous avons utilisées : 


TaBzeau XI 


| 
w Uncalc. U obs. 
0 0,69 0,64 
go ; 0,39 0,29 


On voit que l'accord est excellent, surtout si l’on tient compte de 
toutes les simplifications que nous avons apportées à nos formules 
afin de pouvoir les utiliser. 

b) Valeur du palier Ao°. — Il est possible, de la même façon, de 
calculer la valeur du palier des courbes représentant la variation 
de As en fonction de 4. Nous avons .comparé, sur le tableau XII, les 


valeurs observées et calculées du rapport V — Éfhio : 
(Ap0)t 
TaBceau XII 
w V obs. V. cale. 
o 0,78, 0,81 
90 0,42 0,40 


L'accord est également très bon. En ce qui concerne la variation 
de Ap° en fonction du champ, nous ne pouvons comparer à nos for- 
mules théoriques que les résultats dans les champs faibles, puisque 
nous nous sommes limités, en raison de l’extrême complication du 


calcul, aux deux premiers termes du développement de sin? 0 cos’ + en 
fonction de H,. Nous pouvons déterminer la fonction : 
APo Q'lb) 


. I 
(129 AE Jim 2 9 (BE D AE 
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AL étant définie par (89), et #, possédant la valeur (93). On doit 
prendre, dans la formule (128), le signe + ou — suivant que w—0 
ou 90°. 


Le rapport © possède, d’ailleurs, la même valeur que le rapport V . 


du tableau précédent. Les valeurs expérimentales sont respectivement 
0,86 et 0,58 ; l'accord reste encore assez satisfaisant, quoique moins 
bc Mais est difficile de déterminer avec une certitude convenable 
les limites AT, car les courbes en champ transversal présentent une 
saturation très marquée. 


V. — Action du champ électrique sur le pouvoir rotatoire. 


Il nous a paru intéressant de comparer les résultats précédents à 
ceux que serait susceptible de fournir l’action d'un champ électrique 
longitudinal. En effet, tandis que le champ magnétique que nous 
avons utilisé agissait sur des molécules non douées de moment per- 
manent, le champ électrique exercerait son action sur des molécules 
possédant un moment électrique ; cette action serait donc de nature 
très différente. 

L’é d’une molécule soumise à l'action simultanée du champ 


+ 
électrique E et du champ moléculaire e s'exprime par la relation : 
(129) &— y(E, cos 0 + e sin 8 cos &), 


où + et 8 sont la longitude et la colatitude qui définissent la position 


—> 
de l'axe L dans le trièdre Ox'y'z" lié à la molécule que nous avons 
introduit p. 322. 
Nous poserons, ici encore : 


(130) 


et nous écrirons : 


T 27 à 
ete lee cosnge  (200s PPAInEGOS) Se 


(Lôr)cost 0 — - 
Jet —(acos60+bsin6 cos 2 REA bdôde 


oz 
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Pour calculer cette expression, nous utiliserons à nouveau la for- 
mule (101) de Gegenbauer; nous la modifierons cependant ponee 


en effectuant une permutation cyclique des cosinus directeurs de L: 
É 


{cos 8 cos dEsin 8 sin w sin 4) 


2T 
C(cos 0) sin°*’ 6 sin**—"  dêde 
(132) À artv, r( Ep fre 


\ =(?) i'C(cos )l y+r(e) 


à 1 ; 
Nous ferons à nouveau y — — dans cette formule, et nous poserons : 


( ig& cos db—— a, 
ne) À üs sin Ÿ —— 4. 
Par suite : 

(134) PAUL, 

avec : 
(135) | g=Var+ de. 

D'autre part : 

(136) | cos? + [2P;(cos 8) + Pi(cos 0)]. 


Il vient, par conséquent : 


3 


(ax)? __4rshæ 
(137) — ep PASS PTT à 
et : 
3 
ne ne [= 2P2 (£ hs (x) + Po 2 jte) | 
(138) 3 
| Ne TE [% i(X) + ae de LATE 
(iæ) ar ‘ 


et, en utilisant les formules (78) et (r10) : 


(39) NÉ (che) + RE EE + shæ). 


342 MAURICE LÉVY 


Nous obtenons donc finalement : 
2 34? 1 
(140) cos 0 —" (1-7) - (coth z——). 


Rappelons que, dans cette expression, on a posé : 


(141) = Var += VE + #, 
avec : 
(142) e— ap 2 q(n) (!). 


Comparons cette valeur de cos* 8 à celle que nous avons obtenue, 
p. 331, dans le cas d’un champ magnétique longitudinal. On voit 
tout d’abord que, si l’on fait «à — o dans (140), on obtient, mainte- 
nant comme alors : 


(143) (cos? 8)o — P(b). 


Nous avons représenté, sur le tableau XIIT, les valeurs de 


(cos? 4 — cos? 0) correspondant aux actions respectives du champ 
magnétique et du champ électrique, calculées à partir de (80) et (140), 
dans les deux cas suivants : 


1) b — 0, valeur qui correspond au maximum des courbes Ao(8). 
On a alors : 


7 tee 
(144) S 
Q(b) TT 


2) b—b,, valeur correspondant au palier As, des courbes Ap(8), et 
définie par (93). On a alors : 


(145) o(n) = 1,20210. 


(?) L'analogie de la formule (141) avec la formule (9) du chapitre suivant 
fournit une interprétation physique intéressante de la quantité € ; 2e est la 
distance des niveaux d'énergie qui résultent du dédoublement des niveaux 
fondamentaux par le champ électrostatique interne produit par l’arran- 
gement hélicoïdal des molécules. La structure relativement simple des 
substances cholestériques permet de calculer de façon explicite la valeur 


du champ « cristallin », ce qui n’est pas possible dans le cas plus général 
que nous considérerons au chap. VII. 
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TaBceaAu XIII 


cos*0 — cos? 0,. 
| Champ magnétique Champ électrique 
b= 0 8,12.10—7 2,84. 10—$ 
b=b 1,9),40-7 1,90.10—$ 


On voit, sur ce tableau, combien l’action orientatrice du champ 
électrique est plus forte et combien, par conséquent, il serait intéres- 
sant de l'utiliser. Malheureusement, les difficultés expérimentales, 
surtout si le champ est longitudinal, sont beaucoup plus grandes 
qu’en champ magnétique. 


Conclusion. 


Les théories assez complexes que nous avons exposées et dévelop- 
pées dans ce chapitre nous ont permis de rendre compte, d’une 
manière qui paraît satisfaisante, de la structure à l’équilibre, des 
propriétés optiques et de l’action d’un champ magnétique longitu- 
dinal et transversal sur le pouvoir rotatoire des sutistances chuolesté- 
riques. Il serait important que de nouvelles recherches soient effec- 
tuées dans ce domaine, qui permettraient de préciser et raffiner les 
explications et formules que nous avons données. Nous indiquons 
brièvement ci-dessous les points qui nous paraissent importants : 

a) De nouvelles précisions seraient souhaiïtables sur la structure 
de la phase cholestérique proprement dite. En particulier, la nature 
des forces intermoléculaires et le problème de l’existence effective 
des plans de Grandjean mériteraient d’être élucidés. Nous ne compre- 
nons pas très bien non plus en quoi peut consister la structure de la 
« phase smectique » des substances mésomorphes douées de pouvoir 
rotatoire. 

b) Les actions d'orientation des champs électrique et magnétique 
mériteraient d’être étudiées sur d’autres substances dont la structure 
à plans prend naissance sans mouvement préalable du couvre-objet. 

c) Enfin, la rotation magnétique des substances mésomorphes 
constitue un sujet encore neuf. Nous l'avons à peine abordé au cours 
de nos expériences et il nous a paru extrêmement intéressant. Les 
difficultés expérimentales soulevées par son étude seraient d’ailleurs 
à peu près nulles. 
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CHAPITRE VII 


Action du champ cristailin sur la rotation naturelle 
du sulfate de nickel hexahydraté. 


(Interprétation des résultats du chapitre IV). 
I. — Introduction. 


Au cours de l'étude précédente, nous avons été conduit à consi- 
dérer un type très particulier de champ électrique interne : celui 
produit par un arrangement hélicoïdal de molécules polaires. 
Nous allons, dans ce chapitre, examiner dans toute sa généralité 

le problème du champ électrique cristallin et de son action sur la 
rotation naturelle. Celle-ci revêt deux aspects importants : 

1) Les phénomènes d'orientation que nous avons seuls considérés 
au chapitre II n’ont pas la même forme que dans les gaz parfaits en 
raison de l'interaction des atomes paramagnétiques. Ce n’est que 
dans le cas exceptionnel où les atomes magnétiques sont dans un 
état S (sels de gadolinium), que la loi d’aimantation coïncide avec la 
- loi de L. Brillouin, et que, par suite, notre théorie peut trouver, sans 

modification, une possibilité d'application. 

2) Les déformations de la molécule, sous l’action simultanée du 

champ cristallin et du champ extérieur appliqué, produisent, de leur 
côté, une variation du pouvoir rotatoire. 

L'interprétation des résultats du chapitre IV nous sonduit donc tout 
naturellement à diviser cette étude en deux parties : dans une pre- 
mière partie, nous examinons la forme du champ cristallin du 
sulfate de Ni, la décomposition des niveaux d'énergie de l’état fonda- 
mental qu'il produit, et l’action sur l’aimantation qui en résulte. 
Dans une deuxième partie, nous utilisons les résultats obtenus dans 
la première, pour éclaircir la question de l’action du champ magné- 
tique sur la rotation naturelle, Enfin, on trouvera dans une note 
finale quelques considéraiions sur la variation du pouvoir rotatoire 
naturel avec la température. 


Il. — Étude de l’aimantation aux basses températures. 


4. Le champ cristallin. — MM. Penney et Schlapp [77] ont consacré 
un travail très important au champ cristallin des sels de Ni, Cr et Co. 
Son action sur les propriétés magnétiques de ceux-ci est plus grande 
que pour les terres rares. En effet, la couche incomplète qui est à 
l'origine du paramagnétisme des sels de Ni, Cret Co est composée 
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d'électrons 3d qui sont beaucoup plus sensibles au champ électrique 
que les électrons plus protégés de la couche 4f des terres rares. 
D'autre part, le couplage spin-orbite, qui détermine la largeur du 
multiplet, est plus faible que dans les terres rares; par suite, l’in- 
. fluence prédominante du champ cristallin a pour effet de détruire le 
couplage spin-orbite en produisant un effet Paschen-Back, sans toute- 
fois détruire le couplage de Russel-Saunders ; le couplage spin-orbite 
n'introduit qu'une petite perturbation au problème orbital, dans 
lequel on néglige le spin. Vis-à-vis de ce problème, les trois 
ions Nit+, CotF et Crtt jouent le même rôle puisqu'ils sont tous 
trois dans l’état fondamental 3 f. 

- Nous avons rappelé au chapitre IV (p. 78) que la théorie de 
MM. Penney et Schlapp 
. fait intervenir un champ 
à symétrie essentiellement 
octaédrique, auquel se 
-superpose un champ à 
symétrie orthorhombique 
plus faible, qui produit 
lPanisotropie. Ces hypo- 
thèses sont justifiées, 
d’une part, par la structure 
cristalline, des sels de Ni 
hexahydratés, d’autre 
part, par les résultats Drae G DAT 
concernant leur anisotro- 
pie paramagnétique rela- 
tivement faible [83]. On 
néglige, par ailleurs, les 
forces d'échange, c’est- 
à-dire le champ moléculaire de Weiss, ce qui est justifié pour les 
sels dilués comme les sulfates hexahydratés. Nous résumerons ici, 
de façon qualitative, les résultats obtenus en ce qui concerne les sels 
de nickel. 

L'action d’un champ à symétrie purement octaédrique a été étudiée 
par M. Bethe [7]. Le niveau 3F de l'ion libre Nit+ est, comme on:le 
sait, 7 fois dégénéré. La figure 45 représente schématiquement les 
influences respectives du champ octaédrique, du champ ortho-rhom- 

-bique et du couplage spin-orbite. 

Si l’on part (à l'extrême-gauche) de l’état de l'ion libre, on voit que 
le champ octaédrique le divise en trois niveaux distincts qui, avec 
les notations de M. Bethe, sont désignés par l,, P, et l'; et correspon- 
dent à trois représentations irréductibles du groupe cubique. Le 
piveau l, est simple, tandis que F, et l'; sont triplement dégénérés 
(lés distances entre ces 3 niveaux sont de l’ordre de 10* cmt). F,, est 


Fig. 45. — Décomposition du niveau 5F 
sous l’action du champ cristallin et du 
couplage spin-orbite. 2 
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situé bien au-dessous des deux autres ({), et n’est pas magnétique, 
c'est-à-dire que l'atome dans cet état n’a pas de moment orbital 
moyen. L'influence du champ à symétrie orthorhombique lève la 
dégénérescence du problème orbital (où l’on ne considère pas le 
spin) : F, resté simple, mais F, et l, se divisent chacun en trois 
niveaux simples : 


| l,—G;, 
(1) r,=G,+6G;,+6G,, 
F,=G, +G;+6G;,, 


Gi G:, G3, G,, étant quatre représentations unidimensionnelles du 
groupe orthorhombique. - 

Cependant, si l’on tient compte du spin, chacun des 7 niveaux 
précédents est lui-même triplement dégénéré (?). L'interaction spin- 
orbite lève cette dégénérescence de façon complète (la partie centrale 
de la figure 45 représente les 21 niveaux ainsi obtenus). La suppres- 
sion du champ orthorhombique réduit le nombre de ces niveaux à 9. 
Le niveau l, redevient simple, tandis que les niveaux F, et , sont 
divisés en quatre niveaux voisins. Le passage des 21 aux Y niveaux est 
indiqué sur la figure. Si D, est'le groupe de rotation du spin, on a, 
avec les notations de M. Bethe : 


l,D, =, 
(2) PO} FF, + Fr, + Le hres, 
TD, = Ps + T0, + FE 


On voit que, contrairement à la perturbation due au champ à symétrie 
orthorhombique, le couplage spin-orbite a pour effet de produire une 
interaction entre les niveaux F,, l, et l';, ce qui conduit à un par- 
tage de leurs propriétés magnétiques ; en particulier, il apparaît un 


moment magnétique orbital dans l’état T, (de l’ordre des ; Voir pour 


les notations p. 231). Il est important de souligner que seule la 
superposition du champ orthorhombique et de l'interaction spin- 
orbite peut lever la dégénérescence de l’état F,; l’une ou l’autre de 
ces perturbations prise séparément le laisse inaltéré. La séparation 
produite est d’ailleurs du second ordre en n. Nous n’entrerons pas 
dans le détail des calculs de MM. Penney et Schlapp. Nous en retien- 


(9 Cette position du niveau [, est seule compatible avec la très faible 
anisotropie magnétique des sels de Ni (cf. [83]). 


() On a en effet S— 1 pour le nickel, donc 3 valeurs possibles pour le 
moment magnétique de spin : — 1,0 et +r. N 
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drons seulement ce qui nous importe pour la suite : la séparation du 
niveau Le plus bas en trois niveaux très rapprochés et non dégénérés ;: 
les 18 autres niveaux sont silués considérablement plus haut (!). 


. 2. L’aimantation. — Celle-ci est définie, d’une façon générale, par 
la relation : 


W i 
VW 
pl oH 

i 


(3) CNP, 


> 
U 


les sommations étant étendues à tous les niveaux. 

Nous supposerons qu'aux basses températures, la contribution à 
l’aimantation des niveaux supérieurs peut être négligée. Nous ne 
considérerons que celle des trois niveaux rapprochés les plus bas. 
Nous avons vu que ces niveaux ne sont pas magnétiques par eux- 
mêmes, mais que deux d’entre eux sont liés et s’écartent symétrique- 
ment sous l’action du champ, donnant, aux hautes températures, un 
effet semblable à celui que produisait un niveau doublement dégé- 
néré, de moment magnétique w. Nous pouvons écrire les énergies de 
ces 3 niveaux : 

I 


| W,—=— —,H?, 


2 
(4) W,=—X— = v,H? + à, 
Was + 1——v,H? + 6, 
où À est racine de l'équation : 


PU PER À: 


(5) BH ee) Os 
c'est-à-dire : 
(6) x = VpPH? + 


Dans ces équations, 2e est l'écart des deux niveaux liés et à l’écart de 
leur moyenne au troisième niveau. 


(*) Les écarts entre les 3 niveaux les plus bas sont, comme nous le ver- 
rons, de l’ordre de quelques em=—1, tandis que les distances des niveaux l4 
et Ty au niveau fondamental sont de l’ordre de 30 cm". 
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On peut, en première approximation, poser (!) : 


(7) ME Ve te 
Dans ces conditions, les formules (3) et (4) permettent d'écrire : 
Nu°H sh a : 
LV (1 
(8) 5 — Er t 
ch a+ _ eh 
où l’on a posé : 
(9) EE 
et : 
(10) Na INNe 


De même, la susceptibilité magnétique y, définie par la relation : 
| nt 
11 = him 
Û ) x E—>0 H ? 


peut s’exprimer de la manière suivante : 


TE: 
DT 
\ € ET 
(12) Me ; QUE | 
gets ADR 
chrr+-e 


Développons en série le second membre de cette équation suivant 


: 1 = : 
les puissances de T - Îl vient (?) : 


ï 9 
(15) RE ma AT g A pe 
On en déduit, à l’aide de l'équation (22) du chapitre V : 


tee 1,999. 107. 
v— 2 654.10—?8, 
(14) U—= 2,032 X 10-20 2,20 ps 


= 4,05 (0=3,83-cmay. 


(‘) Cette hypothèse n’est peut-être pas absolument justifiée, comme le 
montre l'étude de la rotation magnétique aux très basses températures (que 
nous considérerons dans un travail ultérieur). La différence », — », est, 
toutefois, très petite. 


(?) Les formules (4) à (13) sont dues à M. H. A. Kramers, et nous ont 
été communiquées par M. J. Becquerel. 
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On peut également, en utilisant la rotation magnétique aux basses 
températures, obtenir la relation : 


(15) 6,25  (:—4;32 cmt). 


Nous possédons maintenant les données nécessaires pour inter- 
prêter les résultats de nos expériences ({). 


HI, — Action du champ magnétique sur la rotation naturelle. 


Le pouvoir rotatoire naturel du SO,Ni. 6H,0 est un pouvoir rota- 
toire de structure. Par suite, conformément à ce que nous avons dit 
au chapitre premier, p. 176. il est nécessaire, pour étudier son aniso- 


tropie, d'attribuer à la maille dans son ensemble, et pour chaque 
ie = 
transition v», deux vecteurs p°, et m?, représentant les composantes 


matricielles des. moments électrique et magnétique de la molécule 
non perturbée 

La «surface de gyration » liée à la molécule et à la transition a —b 
est donc représentée par la relation : 


(16) Ru © 9m | (a/pe/bX6/mla) — (a/polb).K(o|m/a).K ? 


4 


— sua à à 
où K est la direction de l’axe optique. 


A. — AGCrTIoN D'UN CHAMP LONGITUDINAL 


Nous examinerons successivement l’action orientatrice et l’action 
déformatrice du champ. 


4. Action d'orientation du champ magnétique. — Un calcul ana- 
logue à ceux que nous avons faits au chapitre Il, p. 186 nous permet 


d'écrire : 
(17) Ri— + RS + cos 0] + À Ko [1 —3 cos? 6}, 


où R°, est la force rotatoire en l’absence de champ et K4, une fonc- 
ion liée à la transition et définie par l'équation (64) du chapitre II. 


(:) Les données numériques (14) et (15) sont susceptibles d’être retou- 
hées pour l'étude de la rotation magnétique. Ces retouches n'ont pas 
l'importance pour l’effet que nous considérons ici. 
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fi 
Calcul de cos? 6. — Si l’on tient compte de la valeur (3) de l'ai- | 
mantation, on peut écrire, d’une façon générale : 


pes | 
cr H ) 
A je Fe 
(18) cost 7 F: 
Se 


 ) 
En utilisant les énergies des trois niveaux fondamentaux, qui sont 
données par (4) et (5), or peut écrire : 


LE) 1 
(9) Ga) = et +») H4, 
CC 


et, par suite : 


( un cha 2v.sh «a 


cos? 0—— + 


be ô 


a ti LT? * 2 Î kT 
(20) = ÿ L?T a a 2. 


ch a + 


Dans les champs faibles, il vient : 


(21) c062 0 = TH 
avec : 
pa € 2y € 
MNT TETE à 
(22) = y? nn 5 . 


Toutes les constantes qui figurent dans (20) et (22) sont connues. 
Nous négligeons, dans ce qui suit, les termes en v qui sont extrême- 
ment petits, même pour les champs les plus élevés, et nous adoptons 
les formules approchées suivantes : 


RU AU 
(23) cost se , 
STE ar eÿ/XT 
| ch = 
(24) ES, TR NET De 


AR PS UE 
ET TGa e°! 
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La variation de cos? 6 en fonction de H, pour T = 1036 K, est repré- 
sentée sur la courbe I de la figure 46. 

Interprétation des résultats expérimentaux. — Pour pouvoir- 
discuter les résultats expérimentaux, il nous faut adopter une for- 
mule de dispersion rotatoire en l'absence du champ. Comme le. 
sulfate de nickel possède un nombre’élevé de bandes actives, une: 
expression qui tiendrait compte des contributions de toutes les. 
bandes à la rotation naturelle serait absolument inutilisable, car elle 
nous conduirait à des calculs inextricables. Etant donné le domaine: 


H kgauss 
30 


Fig. 46. — Variation, en fonction du champ, de cos: 4 (courbe I) et de Apy 
calculé; dans le cas d’un champ transversal, à partir de l’équation (44} 
(courbes Il). | 


spectral que nous avons utilisé (de 436 à 578 mu), nous estimons 
qu’une formule simple à deux termes de Drude est suffisante. Nous 
adopterons celle qui a êté employée par MM. Underwood, Slack et 
Nelson [78] dans leurs tout premiers travaux sur la rotation natu- 
relle du sulfate de Ni : 

; AT) AalT) 


Re NA a DA Far ere 


Nous admettons que la variation de la rotation naturelle avec la 
température est due à la ‘variation, en fonction de T, des coeffi- 
Q " S) : Q ! Ca 4 5 ee 
cients A, et À,, les constantes X, et ?, restant inaltérées (*) et possé 
dant les valeurs suivantes : 


(26) D 001) 


X— 0,190. 


l 


(:) Ce qui n’est pas absolument exact. Voir la discussion de la qua- 
trième partie de ce chapitre. 
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Nous donnons dans le tableau XIV les valeurs des coefficients A, 
et A, en fonction de T (étant donné le petit nombre de longueurs 
d'ondes que nous avons utilisées, ces coefficients ont une valeur très 
approximative). 

Tagceau XIV 


| 
T Ai A9 
294,1 0,34 0,0950 
gs 0 543 0,032 
20,3 0,562 0,0514 
14,2 0,569 0,0515 
4,23 0,576 0,0495 
2,30 0,576 0,0499 
1,56 0,579 0,0494 - 
1,58 0,584 0,0496 
1,36 0,585 v,0494 


On constate que, tandis que A, décroît à mesure que T augmente, 
A, subit la variation opposée. Entre 14°2 et 1°36, ces coefficients ne 
varient, d’ailleurs, plus beaucoup. Nous admettons, pour simplifier 
la discussion, qu'ils conservent, dans ce domaine, une valeur 
constante moyenne : 

k ÂAy==0,970, 

(7) A, —0,0498. 


: En champ longitudinal, nous écrirons le pouvoir rotatoire de la 
manière suivante : 


3 ASC BUT ASE RS 
ar, =? |5 + ! 


(28) 


où B! et B£ sont des constantes liées aux coefficients K'», introduits 
précédemment, de la même façon que A et A° sont liés aux forces 
rotatoires en l’absence de champ. On a, par conséquent (!) : 


A,= + (AÏ + Bf), 
(29) HET EU 
A;= 7 (A2 + B:). 


(1) On notera ici, comme au chapitre VI, la variation de la rotation 
naturelle sous l’action du champ électrique cristallin, indépendamment 
de tout champ appliqué. On ne retrouverait une valeur de cos? 6 égale 
à 1/3 — qui rétablirait la valeur « naturelle » de la rotation hors du 


champ — que si & et Ÿ tendaient vers zéro, c’est-à-dire si l'influence du 
champ cristallin était nulle, 
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Nous poserons en outre : 


re 0 e 
io LCR É — 3B° d A3 — 3B3 
A RES CR CE 
On peut écrire, par suite : 
(31) APE T) == à cost6, 


Cette formule montre que, si l’on ne considère que J’action orienta- 
trice du champ, As,(H) doit varier comme cos? 0. Par suite, une 
comparaison des figures 28 et 46 (courbe 1) prouve que cette action 
ne suffit pas à sxpliquet à elle seule le comportement de Ap,{H),' 
puisque cos? Ü augmente de façon continue et tend vers une valeur 
constante, tandis que Ap, commence par croître, passe par un maxi- 
mum, puis décroît pour les grandes valeurs de H. | 

Il est donc nécessaire, comme nous l’avons dit plus haut, de faire 
entrer en jeu l'action déformatrice du champ. 


2. Action de déformation du champ magnétique. — Celui-ci a pour 
effet de modifier la structure géométrique de la maille cristalline. 
Nous ne savons à peu près rien de cette déformation, sinon qu'elle 
doit être assez petite et qu’elle ne dépend pas du sens du champ. 

Par suite, il est possible de développer la variation du pouvoir 
rotatoire qui en résulte, sous la forme : 


(32) A9) — Q,H2 + QUHE + . su 


Nous nous limiterons au premier terme qui, comme on le verra, 
suffit à interpréter nos résultats en champ longitudinal. Etant donnée 
la forme de ceux-ci, Ap) doit être négatif quels que soient le champ 
et la température. Nous poserons donc : 


(33). Q—— PQ"), 
et par conséquent : 
(31) pl) = — DOXT)HE. 
Par suite, la variation totale de la rotation naturelle sous l’action 
du: ‘champ peut s'écrire : 
(85) Anti) = cos ü — QUE] 


Nous allons comparer maintenant cette formule aux résultats expé- 


rimentaux. 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Mai-Juin 1950). 23 
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a) Valeur du maximum. — Pour les champs assez élevés, on peut 
ô 
FREE ; : ERA 1 kT 
négliger dans l'expression (23) de cos*0 le facteur = e devant 


ch a; par suite, il vient : 


u'H? à 
(28) PO Pa om CE 
Ap, passe donc par un maximum pour la valeur H,, définie par: 
e(u — Qe)7!/? 
(37) H,, Fa [ p2Q | . 


La valeur correspondante de Ap, s'écrit : 
2 
9 vue) 


IL est donc possible de déterminer, à partir des données que nous 
possédons, les valeurs de Q et de ®, pour les températures de l'hy- 
drogène et de l’hélium liquides et les trois radiations que nous avons 
utilisées, Ces valeurs sont représentées sur le tableau suivant : 


Tagieau XV 


On voit que, comme il fallait s’y attendre, demeure, pour chaque 
valeur de À, pratiquement indépendant de T. Nous adopterons pour 
les valeurs moyennes suivantes : 


Tagreau XVI 


” 
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On peut tirer de ces valeurs de ® les constantes qui interviennent 
dans (28). On obtient les relations : 


{Aï — 3B;) — 0,109, 


(39) 
(AS — 3B°) = 0,0448. 


Sfr] ce 


Par suite, on peut déduire de (29) et de (39) à 


A — 0,614, 
Bi=0;155; 
(4o). A%— 0,0647, 


B° — 0,00168. 


b) Résultats dans les champs faibles. — Dans les champs faibles, 
on peut écrire, compte tenu de (21), (31) et (34) : 5 


(41) | lim = DI(T) — QU(T)}. 
H 0 
La fonction l'(T} peut être calculée, à toutes les températures, à partir 
de la formule (22). On peut également, pour les températures de 
l'hydrogène et de l’hélium liquides, déterminer l à partir des résultats 
expérimentaux puisque ® et Q sont connus. Nous donnons, dans le 


. , I ù ; 
tableau ci-dessous, les valeurs calculées de q > et celles que l’on peut 


déterminer expérimentalement pour les 3 radiations utilisées par 
nous : 


Tagzeau XVII 


(HAPExDITOS fe 


T HrPrealc quo 
X=— 578 mu | 546 my 436 mu Moyenne 
1,36 23,54 23,2 23,8 24,1 237 
2,79 22,61 — 22,9 — 22,9 
4,23 21,38 21,0 21,6 22,1 21,6 
14,2 18,64 18,2 18,5 19,3 18,7 
| 20,3 16,92 16,0 16,8 — 16,4 


: On voit que, dans l’ensemble, l'accord est excellent, et prouve que 
Ja formule (35) représente de façon convenable à la fois la dispersion 
et la variation avec la température de Ap,(H). 
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B. — RÉSULTATS EN CHAMP TRANSVERSAL 


Un calcul analogue à celui que nous avons fait au chap. II permet 
d'écrire, en ce qui concerne l’action d’orientation du champ magné- 
tique : 

3 EU LE 
(42) Apa(H)9 = — — Ap,(H)0) ( 1— sin? ). 

Apr) est la variation du pouvoir rotatoire en champ longitudinal, et 
w l'angle que fait la vibration incidente avec la direction des Lignes 
de forces. 


Il s’y superpose une action déformatrice de signe contraire que 
nous ÉCrirons : 


(43) App (H)= QT), 


et, par suite, la variation du pouvoir rotatoire en champ transversal 
peut s’écrire : 


(4) Auf) — 59 [eos 6 (1 — Ésint w) — Q(TIHE]. 


Q' peut d’ailleurs être une fonction de w, 
Dans les champs faibles, on peut écrire : 


Gate off se) or] 


a) Position du maximum. — La valeur absolue de Ao,(H) passe 
par un maximum pour un champ H, défini par la relation : 


(46) H AE COTE | 


où nous avons posé : 
LME 1/2 
(7) A=(1—#sinto) 


Or, l'expérience montre que H,, ne varie pratiquement pas avec w 
(fig. 30), p. 240. Il en résulte que Q’ doit varier avec w, en gros 
comme À. La valeur de Ap, qui correspond au maximum est : 


M à 0e? 
(48) ai — + fa). 
d conserve la valeur que nous avons déterminée en champ longitu- 
dinal. Nous donnons dans le tableau ci-dessous les valeurs Q et de 
Apr (H) que l’on peut calculer à partir de (46) et (48), ainsi que les 
valeurs observées de A9Ÿ"(H) pour T — 1°36 et la raie verte du mer- 
cure. 
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TaBceau XVIII 


w degrés Q’. 10° A6!) cale. A6) obs. 
(et 0,718 0,30 0,31 
15 2,20 0,18 0,17 
90 0,916 0,08 0,09 


On voit que l'accord est bon dans l’ensemble, surtout si l’on tient 
compte des approximations que nous avons faites. En particulier, 
nous avons supposé que les variations du pouvoir rotatoire dues à 
l'orientation et à la déformation se superposent indépendamment, ce 
qui n’est vrai qu’en première approximation. En fait, la déformation 
de la molécule sous l’action du champ doit avoir pour effet de faire 
varier les constantes A!, B}, A!, B° des formules (28) et (30), et par 
suite, de modifier la valeur de ®. 

b) Résultats dans les champs faibles. — Nous calculerons, comme 
en champ longitudinal : 


(49) lim + [r(i—$ sin o)—Q"]. 


H— 0 


Pour les trois valeurs que nous avons données à w, nous connais- 
sons toutes les constantes qui interviennent dans (49); nous pouvons 
donc comparer la valeur de cette limite, calculée à partir de (49), à 
celle que l’on tire des résultats expérimentaux : 


TaBceau XIX 


A À 
w (ii FH cal. )rov ( lim Te obs. rot 


\ 
L'accord est encore satisfaisant, d’autant plus qu'il est difficile 
d'obtenir une grande précision en déterminant la limite (49) à partir 
des données expérimentales. 
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c) Résultals dans les champs élevés. — Nous avons porté sur les 
courbes I! de la figure 46, page 351, les courbes représentant la varia- 
tion de As, en fonction de H calculée au moyen de l’équation (44), 
ainsi que les points expérimentaux. On constate un écart assez net 
dans les grands champs, qui donne à penser que l’action de défor- 
mation n’est plus représentée avec une approximation suffisante par 
le premier terme du développement (32); une expression de la forme : 


(Go) 2e) = (QPH? — QH5) 


s’accorderait vraisemblablement beaucoup mieux avec l'expérience. 


IV. — Variation du pouvoir rotatoire avec la température. 


Nous avons indiqué page 235 les valeurs du pouvoir rotatoire 
naturel que nous avons mesurées, en fonction de la température, 
entre 29401 et 1°36 K pour les trois raies visibles du mercure, La, 
variation continue du pouvoir rotatoire ainsi décelée peut être attri-. 
buée à deux causes différentes, mais intimement liées : 

10 Une variation dans la position des bandes d'absorption qui sont, 
à l’origine du pouvoir rotatoire. 

29 Une variation dans leur énensité. 

Pour éclaircir cette question, nous disposons de quelques résultats 
obtenus par l’école américaine [78], sur le pouvoir rotatoire, l’absorp- 
tion et le dichroïsme circulaire du a-SO,Ni, 6H,0 à 90° et 294° K. Ces 
résultats, bien qu'’insuffisants pour élucider compiètement la question 
permettent toutefois d'obtenir des indications intéressantes. 

Le SO,Ni, 6H,0 présente au moins 6 bandes d'absorption dans le 
visible et les proches ultra-violet et infra-rouge. La première, qui n’a 
jamais été, étudiée directement, mais que l’allure de la dispersion 
rotatoire dans le proche ultra-violet laisse nettement pressentir, a son 
maximum vers 0,189 y.:Le maximum de la deuxième est à 0,3850 y. 
Les suivantes ont leurs maxima respectifs à 0,675, 1,175, 1,50 et 1,98 1. 
Il faut préciser d’ailleurs que ces bandes sont complexes : toutes les 
bandes dont elles sont la superposition né sont pas également actives 
pour le pouvoir rotatoire et, par suite, les longueurs d'ondes caracté- 
ristiques pour le pouvoir rotatoire et le dicnroïsme circulaire diffèrent 
légèrement des valeurs des maxima d'absorption indiqués ci-dessus. 
Par ailleurs, les bandes 5 et 6 sont des bandes de vibrations des 
molécules d’eau de cristallisation et n’interviennent pratiquement pas 
dans la rotation naturelle (!}. Nous donnons ci-dessous les résultats 


(2) Da bande 6 (1,98 x) produit cependant une petite anomalie dans la 
courbe de dispersion rotatoire, dont l’origine mériterait d’être précisée. Il 
faut remarquer, en effet, que les raisons qui empêchent les bandes infra- 
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obtenus par l’école américaine qui nous paraissent intéressants du 
point de vue qui nous occupe. 


Tagcrau XX 


Bande | Tr 3 k 5 6 

Position du maximum : 3L00K 0,675 1,190 1,50 1,98 

. d'absorption 90 0,65 1,19 x, Du 1,98 

Position du maximum \ 300 0,69 1,155 — — 

de dichroïsme | 90 0,66 1,14 — — 

Intensité de l’absorptian ( 300 BJ 84 20 8,8 

(coeff,/mm.) 1 90 2,7 3,0 1,9 8,8 
Intensité du dichroïsme { 300 n, 45 11,5 

(ellipticité en‘de/mm) t go 1,65 17,0 — — 


Êl 


: 


On voit donc que, pour les bandes (3) et (4), la variation d'intensité 
prime nettement le déplacement. Cependant, il faut remarquer que le 
pouvoir rotaloire est relativement plus sensible à une modification de 
la longueur d’onde caractéristique qu'à une variation de la force: 
rotatoire. Par ailleurs, la rotation naturelle dans le vert et le violet 
est fortement commandée par les bandes ultra-violettes (1) et(2), dont 
les maxima d'absorption et de dichroïsme circuläire n’ont pas été 
déterminés à 90 K. Pourtant, il semble que, pour ces bandes, le 
déplacement doit être plus important que celui des bandes visibles et 
infra-rouge et que, corrélativement, leur variation d'intensité est 
moindre. Il est vraisemblable, par conséquent, qu'en ce qui concerne 
nos mesures, les deux causes que nous avons énumérées jouent 
simultanément, et sont d'importance à peu près égale. 

Un troisième fait, que l'étude à go° K ne permet pas encore de 
déceler, est la réduction de la largeur des bandes, qui, aux très basses 
températures, devient très sensible (les cristaux, dont la couleur 
change nettement, deviennent aussi beaucoup plus clairs). Malheu- 
reusement, on ne possède à ce sujet aucune donnée relative au SO,Ni, 
6H,0. Nos mesures sur le pouvoir rotatoire naturel font intervenir un 
trop petit nombre de longueurs d'ondes pour qu'une conclusion 
valable puisse être tirée d’un examen des courbes de dispersion 


rotatoire. 


rouges d’être actives pour le pouvoir rotatoire moléculaire (voir, par 
exemple, [62], p. 312) ne sont pas valables pour le pouvoir rotatoire de 
structure. La meilleure preuve est l'exemple du quartz qui, à l’état cris- 
tallin, présente deux bandes actives pour le pouvoir rotatoire, dans l’infra- 
rouge assez lointain. Ceci pose, une fois de plus, le problème de l’origine 
du pouvoir rotatoire de structure, que les travaux de M. Born [11] ne 
nous paraissent pas suffire à élucider complètement. 
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V. — Conclusion. 


Il nous a été possible, en utilisant la théorie de la décomposition 
du niveau 3F de l'atome de Ni par le champ électrique cristallin, qui 
a été établie par MM. Bethe, Van Vleck, Penney et Schlapp de rendre 
compte de façon satisfaisante de nos expériences sur l’action du 
champ magnétique sur la rotation naturelle. L'interprétation de ces 
derniers résultats nous a permis, par ailleurs, de montrer la validité 
des formules générales sur la variation du pouvoir rotatoire sous 
l'action d’un champ extérieur, que nous avons données au chapitre Il 
(formules basées sur la théorie de l'anisotropie de la rotation natu- 
relle développée au chapitre premier). | 

Différentes questions restent cependant à préciser, en ce qui 
concerne Le SO,Ni, 6H,0 : 

19 En ce qui concerne l’action du champ magnétique sur le pouvoir 
rotatoire, de grands progrès pourraient être faits s’il était possible 
d'étudier plus complètement la dispersion rotatoire dans le visible, 
de pousser les mesures dans l’ultra-violet et d’y adjoindre des mesures 
de dichroïsme circulaires en présence du champ magnétique. 

20 Ces derniers résultats devraient être inséparables d'une étude 
détaillée de l'absorption jusqu'aux températures les plus basses (en 
l’absence et en présence du champ magnétique). En particulier, ure 
étude intéressante serait celle de l’action du champ magnétique aux 
basses températures sur l'intensité et la position des bandes 
d'absorption. 

Un tel programme est vaste et, dans l’ensemble, hérissé de diffi- 
cultés expérimentales. Nous pensons cependant que la question en 
vaut la peine, car le SO,Ni, 6H,0 est, à notre avis, le « cristal-type » 
sur lequel de grands progrès peuvent être réalisés en optique et en 
magnéto-optique. a 


CHAPITRE VIII 


Action d’un champ électrique sur le pouvoir rotatoire 
du sel de Seignette cristallisé. 


(Interprétation des résultats du chapitre V) 


4. Introduction. — L'interprétation de nos résultats concernant 


l’action du champ électrique sur le pouvoir rotatoire du sel de 
Seignelte va nous amener à considérer un nouveau type de champ 
cristallin : le champ « électrostatique » produit par les interactions 
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entre dipôles électriques. Les caractéristiques de celui-ci ne sont pas, 
a priori, différentes de celles que nous avons considérées au cours 
des précédents chapitres. Mais, cette fois-ci, le champ appliqué de 
l'extérieur est de même nature que le champ électrique interne, et les 
effets en sont quelque peu différents. 

L'interprétation des résultats que nous avons exposés au chapitre V 
se heurte indiscutablement à de très graves difficultés. Celles-ci sont 
de trois sortes : 

a) La compréhension théorique des phénomènes « ferro-électri- 

ques » est loin d'être bien claire. Différentes théories ont été mises en 
avant, qui toutes paraissent un peu simplistes et, de toute façon, 
restent très formelles. La plupart du temps, les auteurs se laissent 
guider par l'analogie ferromagnétique, alors que l’expérience etice 
qu’on sait de la structure du sel de Seignette montrent qu'il ne faut 
pas pousser trop loin cette analogie. 
* b) La nature même de la rotation naturelle du sel de Seignette 
rend difficile une application de la théorie de l’anisotropie du pouvoir 
rotatoire. En effet, le sel de Seignette possède très probablement un 
pouvoir rotatoire de structure qui se superpose au pouvoir rotatoire 
des molécules individuelles. La maille comprend 4 molécules, 2 à’ 
2 antiparallèles, ce qui fait que, du point de vue qui nous occupe, la 
force rotatoire globale est la somme de trois forces rotatoires diffé- 
rentes : deux sont relatives aux orientations des molécules de la 
maille qui ne sont pas anti-parallèles, la troisième correspond au 
pouvoir rotatoire de structure. 

c) La nature du dipôle électrique responsable des propriétés anor- 
males du sel de Seignette pose le problème de la rigidité de la molé- 
cule. En effet, comme nous le verrons, tous les physiciens et minéra- 
logistes sont d'accord pour attribuer la dipôle libre responsable de 
polarisation diélectrique anormale suivant OX à une liaison hydrogène 
qui relie un des atomes d'oxygène à une molécule d’eau. Il est à peu 
près impossible d'admettre qu’une rotation de ce dipôle sous l’action : 
du champ s'accompagne d’une rotation de la molécule entière. Par 
suite, intimement liée au phénomène d'orientation, la déformation de 
la molécule sous l’action du champ électrique doit entrer en ligne de 
compte. 

Les difficultés précédentes sont, dans l’ensemble, trop graves pour 
que l’on puisse espérer tenir compte de tous les phénomènes. De 
grosses simplifications sont nécessaires qui doivent être essentielle- 
ment choisies de façon à rendre le calcul possible et, par suite, 
revêtent un caractère partiellement arbitraire. Nous ne cherchons pas 
ici à dissimuler ce fait; il nous a semblé, malgré tout, qu'il valait 
mieux tenter de voir ce que donnait le calcul, plutôt que de renoncer 
à expliquer les effets, en raison de l'extrême complexité des causes. 
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9. La déformation de la molécule sous l’action du champ et l’origine 
du pouvoir rotatoire du sel de Seignette. — Remarquons tout d’abord 
qu'il existe une certaine analogie entre la structure du sel de Sei- 
gnette et celle de l'acide tartrique. Celle-ci vient d’ailleurs d'être 
confirmée par les récentes études aux rayons X de MM. Beevers et 
Stern [6]. On peut admettre que, comme dans l'acide tartrique, la 
plus grande partie du pouvoir rotatoire naturel est liée à une transi- 
tion d’un électron 2p de l'atome d'oxygène d'un grotpe OH (!). Les 
longueurs d'onde caractéristiques du pouvoir rotatoire sont {très voi- 
sines dans les deux cristaux. 

Pour expliquer la variation du pouvoir rotatoire avec l'orientation 
du dipôle électrique, nous proposerons l’hypothèse suivante : nous 
supposons que l’atome d'oxygène responsable du pouvoir rotatoire 
est très voisin du dipôle considéré; dans ces conditions, ce sont les 
atomes situés au voisinage immédiat de l'atome d'oxygène qui pro- 
duisent la plus grande partie de la dissymétrie électrostatique qui est 
à l’origine de l’activité optique; or, ces atomes sont suffisamment 
proches du dipôle pour l’accompagner plus ou moins rigidement 
dans ses rotations. Par conséquent, la déformation de la molécule 
n’a pas, sur le pouvoir rotatoire, d'effet différent de celui que produi- 
rait, sous l’action du champ électrique, une orientation de la molécule 
entière supposée rigide. Par ailleurs, chacun des deux types de . 
molécules que nous avons à considérer voit son pouvoir rotatoire 
modifié par le champ indépendamment de l’autre. Enfin, si l'on 
admet que la perturbation produite par le champ n'a d'effet qu'au 
voisinage immédiat du dipôle, on peut également supposer que le 
pouvoir rotatoire de structure n'est pas modifié par l’action d’orien- 
tation et de déformation du champ électrique. C’est sur ces bises, 
évidemment un peu fragiles, que nous construirons notre théorie. 


3. L’action du champ sur le pouvoir rotatoire. — Si nous admettons 
que la dispersion rotatoire dans le visible est limitée à un seul terme 
de Drude, comme dans le cas de l'acide tartrique, nous aurons à 
considérer deux valeurs différentes de la force rotatoire R correspon- 
dante, liées chacune à l’une des orientations que la molécule prend 
dans la maille : 

(1) Ne re pero) (1 — Mi COS Es \ Ed R(r— "1 A), | 


cos y Sa cos y 


o nf sens) 


Cos y 


(1) On se reportera à notre travail sur l'acide tartrique, qui doit paraître 
prochainement au Journal de Physique. 
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OÙ Mur Éys 9 E, Sont les angles que font avec l'axe optique les vec- 


AE 
teurs p, et m, de chaque molécule, y l’angle de ces vecteurs entre 
eux, et R la force rotatoire moyenne observable en solution. 


Le champ qui agit effectivement sur chaque molécule est le champ 
de Lorentz : _ 


— 


> + 
(3) F—É + 6P, 
où Best un facteur qui nl 4 c Ë 
qui, pour les gaz, vaut, mais qui, pour un 


. . jÿ . # , Fo ù 
cristal, diffère vraisemblablement de cette valeur. En général, F n’est 
pas parallèle à l’axe optique. Nous écrirons : 

> ns ee 
(4) F=F;k+F,), 

EE AE y . : Ka 

où Æ est un vecteur unitaire porté par l’axe optique et 7 un vecteur 


is; PLAT a > 
unitaire perpendiculaire a k. 


La force rotatoire R!, soumise à ce champ, sera modifiée de la 
manière suivante : 
D { R,—R)+H(3KI— RI)(1 — 3 cos? b,) 
2) GNEE ere 
@) + (1 — sin? 0 ](1—8 cos? 6) 


> + FAC 
où 0, et 0, sont les angles que font les vecteurs £ et 7 avec le dipôle 
électrique de la molécule considérée ; w est l’angle de la vibration 


A rt : y 
incidente avec 7 : nos mesures ont élé effectuées en nous assurant 


/ , 7 A FA 
que w— 0, ce qui correspond à une annulation de l'effet Kerr dû à F,. 
Nous avons, par suite : 


(6) R,=Ri+(3K/ — Ki)[2 — 3 (cos? 0, + cos? 0,)}, 


et une équation analogue pour R,. 
Soit p le pouvoir rotatoire, exprimé en degrés par millimètre ; son 
expression est la suivante : 


L 


rN v? 


(7) PRO es pes DES |, 
où nous avons désigné par R, la force rotatoire correspondant à la 
rotation de structure et par v, la fréquence caractéristique (proche de 
celle que nous avons déterminée pour l'acide tartrique). 

D'après ce que nous avons dit au $ 2, on a, en présence du champ: 


- 


(8) R,==R:; 
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et par suite |: 


(9) e— 60 + Ap, | 

avec : 

: “# 967N v? ë ô 

(ro) Po Re: po IR + RL RS), 
et: 


(ap x [BORA KŸ) — (RI + HI) 


x [1 — © (cos 9, + cos 5,)]: 


On vérifie que l’on a : A9 —0, si: 


I 
cos? 0, — cos? 0, — =. 


Il reste à calculer cos? 0, et cos? 6,. 


4. Calcul de cos? 8, et cos? 0,. — Nous effectuerons le calcul de 
cos? 0, et de cos? 0, de façon classique en évaluant les expressions : © 


1e cos? Be—@ COS Ô sin dB 


(l 


DR NE QE A D 
fre cos Ô sin 646 
0 


Ja cos? Pe-—42 COS 0 sin 640 
0 


RG CRT ED GE 
fe cos Ô sin 6d8 
û 


où nous avons posé: | 


(12) cos? 0, — 


(13) 008? 05— 


pF 
TS 
(14) 
a; —= UF 
kT 


Les intégrales (12) et (13) se ramènent à la fonction B'(u) que nous 
avons Ne au chapitre II, p- 189. Nous pouvons écrire en effet : 


(15) cos? 0, —L,(a;), 
cos Leds), 
où nous avons posé : 


(16) L,(x) = BE(x) = 1 — 2 x (eoth æ— +). 


( 
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Enfin, en tenant compte de (41) on obtient pour 4p l'expression sui- 
vante : 
192TN vè 


.——— >; (3(K? + K2) — (R + RÈ)] 


he 2 __ 2? 
AE NE 


xfa-i[+ (coth a) + (coth a) 


Le problème consiste maintenant à déterminer, en fonction du 
champ E, les quantités a, et a,, c’est-à-dire les paramètres qui défi- 
nissent le champ intérieur. 


Ap = — 


(17) 


5. Calcul du champ intérieur. — 1° Position du problème. — 
Puisque l’on a : 


(3 bis) FE + gP, 


il s’agit de déterminer la polarisation en fonction du champ. On est 
ainsi conduit à résoudre le principal problème de la théorie des pro- 
priétés ferro-électriques du sel de Seignette : le calcul de la constante 
diélectrique. Plusieurs théories ont été formulées pour résoudre ce 
problème : 

a) la théorie, dite du « champ interne », proposée par M. Muel- 
ler [68] et abandonnée depuis par son auteur. Cette théorie se laisse 
guider complètement, et de façon assez simpliste, par la théorie du 
ferro-magnétisme de Weiss. 

_  b) La théorie dite « d’interaction » par laquelle M: Mueller a rem- 
placé la précédente [69] et qui rejoint une théorie précédemment 
développée par M. Fowler [27]. Cette théorie rattache les anomalies 
de constante diélectrique aux propriétés élastiques très particulières 
du cristal, et aux propriétés piézoélectriques qui en découlent. Mais, 
comme le remarque M. W. P. Mason, les anomalies « ferro-électri- 
ques » du sel de Seignette sont dues essentiellement au comportement 
anormal de la constante diélectrique. Toutes les autres propriétés s’en 
déduisent de façon tout à fait normale. Par suite, la théorie d’inter- 
action de M. Mueller prend les effets pour causes et doit être rejetée, 
d'autant plus que certaines de ses prédictions sont infirmées par l’ex- 
périence. 

c) La théorie récemment développée par M. W. P. Mason [59], qui 

consiste en une formulation plus rigoureuse de la théorie du champ 
interne. Elle paraît rendre compte à peu près correctement de l'expé- 
rience, mais soulève cependant certaines difficultés (1). Nous la pren- 
drons pourtant pour base de nos calculs, puisqu’aussi bien, nous 
n’avons pas le choix. 


# 


(:) Difficultés que nous lèverons en partie dans la suite (cf, p. 367). 
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»° Théorie de M. Mason. — Le dipôle qui est à l’origine des año- 

malies de la constante diélectrique est dû à la liaison d’une m4 lécule 
d’eau à l’un des atomes d'oxygène. M. Mason admet que, dans son 
état non perturbé, le noyau hydrogène de cette liaison (dont la direc- 
tion fait un angle d'environ 25° avec l’axe OX) est soumis à un 
potentiel comprenant deux minima séparés par une barrière de 
largeur à. Il exprime la polarisation P sous la forme suivante : 


(18) P=Pe + Po. 


P; correspond à la polarisation produite par les élections et AO ESS : 
elle inclut celle qui résulte d’une variation de à sous l’action du champ: 
P, est produite par le dipôle de la liaison hydrogène. 

On peut admettre que P. est proportionnelle à F. M. Mason admet 
la relation suivante : 

(19) Pr = 47 p 


nn 


Bt 


En ce qui concerne P;, la formule à laquelle conduit la théorie 
LAN 4 = 
s écrit : 


; E P Ph 
(20) tœh AE + ) = XG> 


ù 


où N est le nombre de dipôles par centimètre cube, et où l’on a : 
(21) LE ACOS209, 


uw étant le moment dipôlaire effectif. A, est une fonction de la tempé- 
rature, qui s'exprime par la relation : 


(22) 


eëNp., 8 cos? 250 


DS PEU F: 
2kT 


et reste toujours peu différente de l'unité. Egale à r aux deux points 
de Curie, cette quantité prend une Pre maximum égale à 1,02 
pour une température de 39 C environ. 


Le champ interne F peui s'exprimer en fonction de E et de P, seule- 
ment par la relation : 


(25) F= 


Si l’on fait E —o dans l'équation (20), on obtient une expression 
de la polarisation spontanée P, : 


(24) | tgh 
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IL est toujours possible de développer le premier membre de cette 


F 
2 Etc : : s CRE 
équation en série, suivant les puissances de Ny * en se limitant aux 


deux premiers termes, ce qui donne : 


= P 2 
(25) dau 


Les constantes qui figurent dans (20) et (22) peuvent être détermi- 
nées directement, à l'exception de 6. à se déduit de< calculs de 
M. Huggins sur le potentiel d’un lieu hydrogène libre [31], en utili- 
sant la valeur de la distance O — H,0 mesurée à l’aide des rayons X 


par MM. Ubbelohde et Woodward |81]. On obtient : 


(26) Ô— 0,4655 À, 
et, par suite : 


(27) mo 1,110 X 10—18, 


On trouve, par ailleurs : 
(28) N= Sex 0 
La constante 8 est déterminée par la condition que A; soit égal à 1 


à lun des deux points de Curie. On trouve ainsi : 
\ 


(29) Ê— 4,07, 
_ valeur assez proche de, qui correspond à l’équation de Lorentz. 
6. Discussion de la théorie de M. Mason. — Avant d'utiliser les 


résultats précédents, nous discuterons d’abord l’ordre de grandeur 
des effets prévus par la théorie que nous venons d'exposer. La valeur 
maximum de la polarisation spontanée conduit, comme nous l'avons 
dit, à adopter pour la constante À, une valeur maximum de 1,02 envi- 
rou à 3° C. La polarisation spontanée correspondante est de l’ordre 
de 9420 u, e s. Par ailleurs d’après (27) et (28) on a : 


(30) Nu = 3 700 u. e.s. 
Donc : 
R= 
, (31) : (ne 025. 


La valeur correspondante du champ interne est d'environ : 


gp, 
(32) Fe kr 10! u.e.s. 
ïl 


ll ‘ 
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Montrons que cet ordre de grandeur rend compte de façon correcte 
des résultats que nous avons obtenus. En effet, le tableau VIT, p. 255, 
montre que la variation du pouvoir rotatoire sous l’action de la pola- 
risation spontanée est en gros égale à la moitié de la variation totale. 

Par suite, on peut écrire d’après (17) : 


(33) + (coth x — :) ra 0,49, 
avec : | 
; EF 
Il vient : 
(35) L LCARI,2: 


et, par suile : 
(36) FF 10* u.e.s., 


ce qui est correct. 
Montrons maintenant qu'il n'en est pas de même pour la valeur de 


saturation que nous avons oblenue : en effet, pour que cos? 0, et cos? 6, 
soient égaux, par exemple, à 0,9, il faut que æ soit de l’ordre de 10. 
Par suite la polarisation en présence d'un champ extérieur doit 
prendre une valeur 5 fois plus forte. On a donc : 


(37) PR Nye 3,710. 
Or, pour que l’on ait seulement : 


P, 
(33) Nu © 09 


il faudrait d’après (20) que l’on puisse écrire : 


(39) EN A 019, 


ce qui correspond à un champ de 7 500 u.e. s.! Cela signifie qu'on 
n'atteindrait jamais la saturation avec les champs réalisables les plus. 
élevés. On rencontre ici un désaccord complet avec les résultats 
expérimentaux que l’on possède sur la constante diélectrique dans les 
champs élevés. 

Pour conserver la théorie de M. Mason, il ne reste, à notre avis, 
qu'une seule possibilité : il faut supposer que la «censtante » A, définie 
par l'équation (22) varie avec le champ extérieur E et la tempéra-. 
ture Ü suivant une expression de la forme : 


(40) A(8, E)— A, (0) + A,(0, E). 
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Il suffit d'admettre que, pour 0— 3° C, A,(0, E) est égal à 0,45 
pour un champ extérieur de 2 u.e. s. pour que l’ordre de grandeur 
du champ intérieur soit rétabli conformément à l'expérience. 

La théorie de M. Mason, telle que nous venons de la modifier, n’est 
plus, somme <oute, que phénoménologique ; elle fait intervenir, en 
effet, une fonction inconnue A(0, E), dont les caractéristiques doivent 

_être déduites des données expérimentales. Celles que l’on possède sur 
la polarisation spontanée permettent de connaître A,(f), tandis que 
A,(8, E) se déduit des résultats expérimentaux sur la constante diélec- 
trique dans les champs élevés. Il convient cependant de remarquer 
que dans les champs très faibles, inférieurs à 5 volts/em., la constante 
diélectrique qui a été mesurée par M. Mason {58] s'accorde de façon 
satisfaisante avec l’équation (20), ce qui montre que l’on se trouve 
malgré tout ici assez près de la vérité. 

Ji est intéressant de se demander à quoi doit être attribuée la varia- 
tion de A, sous l’action du champ extérieur. 11 nous semble que 
l'hypothèse la plus vraisemblable est celle d'une variation avec E de la 
séparation à des barrières de potentiel de la liaison hydrogène. Cette 
variation est d’ailleurs admise par M. Mason, mais celui-ci l'inclut 
dans la polarisation P; de façon qui nous paraît assez incorrecte. 


7. Calcul de F, et F,. — Il nous reste à déterminer, à l’aide des 
données que nous venons de réuntr, les paramètres du champ inté- 
rieur que nous avons introduits au $ 4. 

D 'Le champ appliqué E suivant l’axe optique possède sur OX et OY 
les composantes suivantes : 


(FE; Etes Y, 


5) E,—E sin V. 
Les valeurs correspondantes du champ intérieur sont d’après (23) : 
Ex Px 
ce RE — 
(2) 1—#/(P+%) 
F, 7, kyEy 
avec : 
(43) ky= 9,8 (°). 
On a, par conséquent : 
pt cos V +4, E, sin V, 
7 1—8/(8+%) 
OR LA ANNEES k,E, cos V 


(1) CF. par exemple [15]. 
Ann. de Phys., 122 Série, t. 5 (Mai-Juin 1950). 21 
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P, est défini par la relation : 


(45) tgh Ÿ A, ER + À] (=. 


Au cours des expériences que nous avons effectuées, ies valeurs 
de E que nous avons employéés sont telles que E, est tout à fait 
négligeable devant P,. Nous pouvons simplifier les équations (44) 
et (45) de la manière suivante : 


(46) F=s/(s4 TE) 


RAT En 


où nous avons posé & 
(7) E(, E)=$E 
(0, E) est lié à A(0, E) par l’équation : 


__ Argth#(6, E) 
(48) A(P, E) = NETUE 

En ce qui concerne la polarisation spontanée, £{8, E) doit être rem- 
placé dans les équations précédentes par £(0) qui est relié à A,(8) par 
une équation analogue à (48). On déduit de (14) et (46) : 


Nu?6£(0, E) cos V. 


LT 


… efes/(8+)T 


(49) a, — Nu#fé(, E sin V 
2 ete (TT NÉ DUO CORNE mg ie . 
AT 
er[i-e/(8+5)] 
8. Comparaison avec l'expérience. — 1° Variation du pouvoir 
rotatoire avec la température. — Nous écrirons pour plus de com- 


modité l’équation (11) sous la forme : 


249 


3 3 
(50)  Ap—Ap, É Fe (coth di —;) — — (coth 2 — à), 
où nous avons posé : 


ra 384TN Ë 
Gi) a =. [3(R + KR? + RO. 


2 
2 
V — y 


SANTE ; : 
L ANISOTROPIE MOLÉCGULAIRE DU POUVOIR ROTATOIRE NATUREL 371 


D’après les résultats expérimentaux (cf. p. 255) on a pour les deux 
radiations que nous avons utilisées : 


TaBzeau XXI 


À my 546 578 


A0 PS — 3,03 — 2,65 


Toutes les constantes qui figurent dans les équations (49) et (50) 
étant connues, on peut calculer pour toutes les températures, à partir 
de A,(®), la variation As; de la rotation naturelle due à la polarisation 
spontanée. Ce sont ces valeurs calculées qui ont été utilisées pour 
tracer la courbe II de la figure 38, p. 252, en même temps que les 
points expérimentaux. On voit que l’accord avec l’expérience est 
excellent. 

20 Variation du pouvoir rotatoire sous l’action du champ exté- 
rieur. — Pour ajuster les formules générales (48), (49) et (50) aux 


A (@.E;t) 0=025 + 0,05 


INA ANS QUE ENT 
Nombre de piles . 
Fig. 47. — Représentation de _A;(9, E, r) en fonction de E, pour 


ÿ = 0025 + 0,05 et différentes valeurs de +. (L’échelle des ordonnées 
est de 0,2 par carreau). 


données expérimentales, il faut connaître la fonction A;(0, E), qui 
dépend d’ailleurs également du temps de charge +. Nous avons déter- 
miné cette fonction pour les diverses valeurs de 7 que nous avons utili- 
sées. La figure 47 représente A,(9, E) en fonction de E pour 0 — 093 ; 
les valeurs correspondantes de Ap sont celles qui ont été utilisées 
pour tracer les courbes de la figure 39, p. 254, où se trouvent en 
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même temps les points expérimentaux. L'accord est également très 
satisfaisant. 

Nous tenons cependant à souligner que cet accord est purement 
formel. En effet, pour que la comparaison entre la théorie et l'expé- 
rience puisse être réellement probante, il faudrait que A;(, E) soit 
déterminé de façon indépendante, à partir des données expérimentales 
sur la polarisation dans les champs élevés par exemple. Malheureuse- 
ment, on ne possède pas de données très précises à ce sujet, surtout 
lorsque des valeurs finies du temps de charge + sont utilisées. 


9. Conclusion. — Parmi les multiples possibilités qui se présen- 
taient à nous pour interpréter les résultats assez complexes que nous 
avons exposés au chapitre V, celle que nous avons choisie, en grande 
partie pour simplifier l’analyse, s'accorde de façon satisfaisante avec 
l'expérience. Cependant il convient de remarquer qu’'étant donné Île 
nombre élevé de paramètres dont nous disposions, cet accord n’a 
qu’une signification très relative (sauf peut-être en ce qui concerne la 
variation du pouvoir rotatoire sous l'influence de la polarisation spon- 
tanée, qui s'accorde bien avec les résultats obtenus indépendamment 
par M. Mason). 

Des résultats plus précis que ceux que l’on possède actuellement sur 
la polarisation diélectrique dans les champs élevés (pour des durées 
de charge assez courtes) permettraient vraisemblablement de rées- 
treindre beaucoup l'arbitraire de ces paramètres. Cependant, il faut 
prendre en considération l’état peu satisfaisant des théories actuelles 
de la « ferro-électricité » du sel de Seignette, et la complexité des phé- 
nomènes de polarisation rotatoire dans ce cristal (superposition des 
rotations moléculaires et de structure ; action déformatrice et orien- 
tatrice du champ électrique interne, etc...). Il nous paraît donc diffi- 
cile d'aller beaucoup plus loin, actuellement, dans la théorie des 
phénomènes dont nous venons de rendre compte. 


1 HE 
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CONCLUSIONS 


Arrivé au terme de cet exposé, nous voudrions examiner, d’une 
part, si le but que nous nous étions assigné a été atteint, d’autre part, 
ce qu’il est encore possible de faire dans ce domaine. 

L’anisotropie moléculaire du pouvoir rotatoire joue un:rôle impor- 
tant dans les phénomènes d’action d'un champ extérieur sur la rotation 
naturelle : l'interprétation théorique des trois phénomènes que nous 
avons mis en évidence au cours de ce travail l’a montré. Qu'il ait été 
possible d'intégrer ces phénomènes, si différents l’un de l’autre, dans 
le cadre général d'une théorie unique, basée sur la notion d’aniso- 
tropie moléculaire du pouvoir rotatoire, est, à notre avis, une preuve 
de l’existence de cette propriété, peut-être plus forte encore que la 
preuve directe constituée par l’étude de l’acide tartrique. 

Cependant, l'activité optique est une fonction si sensible aux 
moindres modifications extérieures (déformations de la molécule, 
action de la température et du solvant, etc.) qu'ilest difficile de dire 
si les calculs que nous avons faits qui, Si compliqués soient-ils, restent 
schématiques en regard de la complexité réelle des phénomènes, ont 
pu tenir compte de la plus grande partie des faits. Il est même 
probable que non. Une pure anisotropie de la rotation naturelle, qui 
se manifesterait, par exemple, dans un milieu formé de molécules 
allongées dont les axes seraient parallèles entre eux et bien indé- 
pendants les uns des autres, appartient au domaine de l'utopie. Les 
phénomènes de la physique moléculaire; comme ceux de toutes les 
branches non macroscopiques de la physique, s’enchevêtrent inextri- 
cablement. On en isole un, et on espère que l'influence des autres est 
négligeable. C'est, ou ce n’est pas, le cas. Seul un faisceau d'évidences 
convergentes peut le prouver : il n’est pas toujours facile de les ras- 
sembler. 

Naturellement, nos formules théoriques, dans l’ensemble, représen- 
tent correctement le résultat de nos expériences ; mais nous ne croyons 
pas que les théories aient un caractère univoque. Il faudrait expéri- 
menter longtemps et dans des conditions très diverses pour acquérir la 
certitude qu'une formule mathématique constitue la solution unique 
d'un problème posé par l'expérience. Ceci nous amène naturellement 
à parler de ce qu’il est encore possible de faire dans le domaine cou- 
vert par notre étude. 

L’anisotropie de la rotation naturelle n'apparaît que dans Îles 
milieux où règne une orientation spontanée (cristaux) ou induite 
(action d’un champ extérieur) : on ne sort pas de cette alternative. 
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1) En ce qui concerne les cristaux, nous pensons qu'il serait possible 
d'étudier d’autres cristaux que l’acide tartrique, à maille relativement 
simple. Les sucres, dont certains ne possèdent, eux aussi, que deux 
molécules par maille, constituent, à notre avis, un matériel de choix. 
Ils possèdent également l'avantage que le calcul du pouvoir rotatoire 
proprement dit — indépendamment de son anisotropie — se présente 
de façon assez simple, comme l’a montré le travail de MM. Gorin, 
Kauzmann et Walter [29]. 

2) En ce qui concerne les substances mésomorphes douées de pou- 
voir rotatoire, la voie est à peine ouverte et riche de possibilités. 
(CF. p. 343). 

3) L'étude des cristaux paramagnétiques actifs aux basses tempé- 
ratures n'offre malheureusement, en dehors des sels de Ni, que peu de 
possibilités, en raison des difficultés que nous avons signalées p. 222. 
Par contre, l’action d’un champ électrique aux basses températures, 
sur les cristaux formés de molécules polaires devrait donner des 
résultats intéressants. Il existé, dans ce cas, beaucoup moins d’objec- 
tions en ce qui concerne la stabilité et les possibilités de dédouble- 
ment des substances, puisque la plus grande partie des molécules 
actives est très fortement polaire. L'action du champ électrique 
pourrait même être tentée sur des liquides à la température ordinaire, 
puisque si, pour la carvone, les effets sont à la limite des erreurs 
expérimentales, il est possible de trouver des liquides aussi fortement 
polaires, mais beaucoup plus actifs (1). 

Les questions soulevées par ces recherches ne peuvent d’ailleurs 
être séparées du problème plus général posé par l'étude moderne de 
l’activité optique. Celle-ci a été, dans le passé, principalement orientée 
vers l'obtention de résultats expérimentaux sur la valeur du pouvoir 
rotatoire des liquides. Sans nier l'intérêt de ces mesures, qui four- 
nissent des possibilités d'identification des substances, et une indica- 
tion (purement négative d’ailleurs) sur la structure, on peut dire que 
cette méthode est maintenant complètement dépassée. En raison de 
l'absence totale de vues théoriques pour les accompagner, ces expé- 
riences sont actuellement presque inutilisables pour la compréhension 
des phénomènes d'activité optique. Les théories ont fait, depuis une 
quinzaine d'années, de grands progrès, qui ne sont d’ailleurs pas 
suffisants. Mais le problème qui se trouve posé maintenant est le 
suivant : il faut adapter mutuellement l'expérience et la théorie et les 
faire avancer de front, pour tirer de leur comparaison des résultats 
utilisables sur la structure moléculaire. 

Précisons d’ailleurs notre pensée : il est peu vraisemblable que la 


(1) MF, Wolfers nous en a donné récemment quelques exemples. 
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mesure et le calcul du pouvoir rotatoire permettent un jour de fixer 
la « configuration absolue » d’une molécule. Tout au plus, pourront- 
ils confirmer les résultats obtenus par d’autres méthodes. La déter- 
mination des structures cristallines au moyen des rayons X a fait, ces 
dernières années, de tels progrès qu’il est maintenant possible de fixer 
complètement la structure des cristaux actifs. De son côté, la spectro- 
scopie moléculaire commence, elle aussi, à aborder l'étude des molé- 
cules relativement compliquées que sont les molécules actives. Reste 
à déterminer ce que M. Debye a appelé la « structure électiique » de 
la molécule. La détermination du pouvoir rotatoire peut alors se 
montrer précieuse. Il n'est pas douteux, par exemple, que les nom- 
breuses recherches qui ont été faites sur le méthyléthyl-carbinol ont 
permis d'obtenir des résultats importants sur les ellipsoïdes de pola- 
risabilités des groupes, leurs orientations mutuelles, la place des 
moments électriques de polarisation et des moments magnétiques 
orbitaux, etc... Cependant, et c’est ce qui explique à notre avis le 
caractère inachevé et encore discutable des calculs effectués sur cet 
alcool, peu de progrès peuvent être espérés si l’on se borne aux 
liquides. Il faudrait conjuguer l’étude du cristal et celle de la solution 
correspondante. 

À ce point de vue, il nous semble que le calcul du pouvoir rotatoire 
des cristaux actifs n'est pas aussi limité qu’on pourrait le croire par 
la complexité des mailles de la plupart d’entre eux. Des cristaux dont 
le motif comprend trois ou quatre molécules(et ce sont les plus nom- 
breux) ne sont pas, a priori, inaccessibles au calcul. Il suffirait de pos- 
séder suffisamment de résultats expérimentaux. Un cristal dont on 
connaîtrait, par exemple, la structure aux rayons X, et (dans les deux 
états, liquide et cristallin) la dispersion, l'absorption, la dispersion 

 rotatoire et le dichroïsme circulaire dans un domaine spectral raison- 
nablement étendu (visible et ultra-violet jusqu’à 2 200 À par exemple) 
pourrait être étudié par le calcul, même s’il comportait quatre molé- 
cules par maille. 

C’est pourquoi nous pensons que, du point de vue du problème 
général de l’activité optique, notre théorie de l’anisotropie molécu- 
laire de la rotation naturelle, et nos exemples concrets d'interprétation 
des propriétés rotatoires les plus complexes à la lumière de cette 
théorie n’auront pas été inutiles. : 

Bien entendu, nous sommes conscient de l'insuffisance et des 
nombreuses imperfeëtions de notre travail : celles-ci ont été multi- 
pliées, d’ailleurs, par l'étendue du domaine embrassé. Mais peut-être, 
et c’est sur cet espoir que nous terminerons, le nombre même de ces 
imperfections contribuera-t-il à susciter de nouvelles recherches et 
de nouveaux résultats. | 
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SUR LES SPECTRES DE VIBRATION 
ET D’ABSORPTION ÉLECTRONIQUE 
D'UN SEL DE TERRES RARES 


Par J.-P. MATHIEU 


Laboratoire des Recherches Physiques de la Sorbonne. 


SOMMAIRE. — Le spectre de Raman de monocristaux du nitrate double 
de néodyme et de zinc donne des indications sur la structure de ce 
composé et montre des relations avec le spectre d'absorption électronique 
que ce composé possède dans le visible. 


Les nitrates doubles de formule générale (NO;):2M,M;, 24H0, où | 
M désigne un métal de terres rares, M'un métal bivalent (Mg, Zn, 
Co...) sont tous isomorphes. Certains s’obtiennent aisément en 
beaux cristaux ; c'est le cas du composé (NO;);:Nd:Zn:, 24H:0, qui a 
fait, avec le sel de magnésium correspondant, l’objet de notre étude. 


= 
+ 


* + 


I. — Faute de connaître la structure cristalline de ces sels au 
moyen des rayons X, on peut tirer de l’examen de diverses propriétés 
optiques certains renseignements relatifs à la disposition des ions. 
La forme des cristaux (1) a pour groupe de symétrie 3 2/m(D;). Nous 
n'avons pas trouvé de pouvoir rotatoire suivant l’axe, contrairement 
à ce qui a été dit (2). La biréfringence des cristaux est négative et 
faible : la méthode des spectres cannelés nous a donné la valeur 
no — 7, — 0,01 entre 0,60 et 0,65 y. Ce dernier fait montre que les 
plans des ions NO; ne sont ni tous parallèles à l'axe optique, ni tous 
normaux à cet axe comme dans les nitrates de sodium et de potas- 


sium. 


Nous avons étudié l'effet Raman transversal de ces cristaux, en les 
éclairant dans une direction parallèle ou normale à l'axe optique par 
de la lumière naturelle ou polarisée et en séparant la lumière diffusée 
en ses composantes principales. Le tableau I donne les nombres 
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d'ondes y, des raies observées, des indications sur leurs intensités et 
leurs types de symétrie dans la notation de Placzek. Dans le groupe 
3 2/m, seules sont actives en effet Raman les vibrations fondamentaies 
des types Ai, et E,. Il leur correspond des tenseurs de polarisabilité 
dont les carrés des composantes forment des tableaux d’intensité qui 
ont la forme la plus générale suivante : 


a? 0 0 Che’ 0e 
Ag 0 a? 0 E, c'e UGE 
0 0 b? dd? T0 


À chacune des raies observées, il est possible de faire correspondre 
un des deux tableaux d'intensités précédents, avec des valeurs rela- 
tives des coefficients indiquées dans la 3° colonne du tableau [, ce 
qui s'accorde avec la symétrie 3 2/m du cristal, mais serait également 
compatible avec d’autres groupes ternaires. 


L'hypothèse la plus simple que l’on puisse faire sur la structure 
des nitrates doubles est que la maille cristalline contient les divers 


composants en quantités représentées par la formule chimique 


(Z=:1); cette supposition est conciliable avec l’un des groupes 
infinis H 3 m, C 3 m ou R 3 m, isomorphes du groupe 3 2/m. Dans 
ce cas, les douze ions NO; peuvent ne former qu’une famille et ne 
possèdent plus alors aucun élément de symétrie. Les quatre vibra- 
tions fondamentales v, (1 050) et v: (830) simples, vs (1 4oo) et y, (700) 
doubles que possède un ion NO; en forme de triangle équilatéral 
centré (symétrie 6 2 m), donnent six vibrations simples par cessation 
de dégénérescence, lorsque les éléments de symétrie disparaissent. 
Chaque vibration simple, se répétant par rapport à tous les éléments 
de symétrie du cristal dans les douze ions homologues, doit produire 
par couplage (3) des vibrations de tous les types qui peuvent exister 
dans le cristal; en particulier, chacune d’elles donne une vibration 
de type A;,, et deux vibrations de type KE, actives dans l'effet 
Raman (4). Le tableau I indique la filiation des fréquences observées : 
on observe bien six groupes de raies correspondant chacun à une 


“vibration simple de l'ion NO;; mais ces groupes ne contiennent 


jamais plus de deux raies, une des raies E, prévues manque toujours. 
Toutefois, 11 faut remarquer que deux raies de même type n’auraient 
pu être séparées dans les conditions de nos expériences, si la diffé- 
rence de leurs nombres d’onde n’atteint pas 5 cm-!. La disposition 
des ions NO, sur laquelle nous avons raisonné n’est pas la seule qui 
soit compatible avec le groupe de symétrie du cristal ; mais la cessa- 
tion de dégénérescence des vibrations v; et v, rend certaine la perte 
de la symétrie ternaire pour l’ion NO;, et la relation b? 4 a? pour la 
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raie 1 047 montre que les plans de ces ions doivent être inclinés sur 
l'axe du cristal. 


Outre les raies précédentes, qui forment le spectre des vibrations 
« internes », il en existe, au-dessous de 250 cm—t, qui correspondent 
aux vibrations « externes » de la maille dans lesquelles tous les 
atomes d’un même ion ou d’une même molécule exécutent des mou- 
vements d'ensemble. 


« 


* * 


Il. — Les travaux de l’école de Gôttingen (2, 5, 6) ont montré que 
le spectre de raies d'absorption que possèdent dans le visible la plu- 
part des sels de terres rares cristallisés pouvait s’interpréter de la 
façon suivante : les raies les plus intenses, de fréquence v,, sont dues 
à des transitions électroniques à l’intérieur de la couche 4 f, soumises 
à l’action du champ cristallin ; un grand nombre de raies plus faibles, 
qui répètent les raies v, à des intervalles réguliers, ont été attribuées 
à des fréquences de combinaison v, + v,, v, désignant diverses fré- 
quences de vibration du cristal. Cette conclusion a été fondée, pour 
ce qui est des vibrations internes, sur la concordance entre l’ordre de 
grandeur des fréquences », et celui des fréquences moyennes obser- 
vées dans le spectre d'absorption infrarouge ou dans le spectre de 
Raman pour les molécules ou les ions complexes en solution. En ce 
qui concerne les vibrations externes, on a observé sur les cristaux 
de (NO; s>Nd22n3, 24H20 un spectre de réflexion infrarouge riche en 
bandes dans la région 160-400 cm! (2), sans qu’une correspondance 
numérique ait pu être établie entre les fréquences v», et celles de ces 
bandes. 


Le tableau I permet de comparer les fréquences v, déduites du 
spectre d'absorption électronique à celles des raies de Raman du 
- même cristal. Pour les raies internes, on trouve une analogie étroite, 
qui ne laisse aucun doute sur l'exactitude de l'interprétation donnée 
par les auteurs allemands. Mais cette analogie ne se maintient pas 
dans le domaine des vibrations externes. Ce fait peut se comprendre 
si l’on se rappelle, par exemple, que le spectre infrarouge et le 
- spectre de Raman d’un cristal du groupe 3 2/m ne doivent avoir en 
- principe aucune fréquence commune ; mais que, dans le cas actuel, 
les vibrations internes de ces deux spectres se déduisant comme on 
l’a vu de celles des ions NO, et des molécules d’eau, leurs fréquences 
_ pourront en fait être très voisines, sans que la ressemblance qui en 
résulte ait de raison de subsister pour les vibrations externes. On 
peut conclure du tableau 1 que dans l’ensemble les fréquences v, ne 
coïncident probablement pas avec les fréquences vx. On ne sait pas 
si ces fréquences coïncident avec celles des bandes d'absorption infra- 
rouge. Les règles de sélection relatives aux combinaisons y, + v, res- 
tent encore à établir. 
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TABLEAU Î 
Inten- 
Type Vo (5) vu (6) sité 
ARE À 
DRE D 
A bP> a? 
Hire: 76 76 
E c'>d° 103 99 f 
E ç? z d 
AA RE 
A a #0 127 f 
E CZ d 133 
152 149 m 
A 167 165 F 
177 179 F 
Ed 185 m 
199 m 
202 F 
A 207 268 
234 231 F 
A 
LÉ 2 716 m 
A 729 f 
E €? <a? 746 d m 
815 tr 
825 LÉ 
red 1 046 F 
A L? 4 a? 1 OI F 
AMD 1310 f 
Bree d? 1430 f 
Ab a? 1 460 f 
A ba  (164o)(?) S) 


(1) Notations : F — forte, m — moyenue, f— faible, tf — très faible. 
(?) Dans le nitrate de néodyme. 
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SUR QUELQUES SCHÉMAS 
DE DESINTÉGRATION 
PAR LA MÉTHODE DES COINCIDENCES 


Par G. A. RENARD 


Assistant au Laboratoire de Chimie Nucléaire du Collège de France. 


SOMMAIRE. — L'étude des schémas de désintégration permet la con- 
naissance de divers niveaux d'énergie des noyaux et participe ainsi de la 
spectroscopie nucléaire. 

Nous nous sommes attachés à l’étude des schémas de désintégration de 
divers nuclides. Pour cela nous avons utilisé entre autrés la méthode des 
coïncidences. 

Dans une première partie nous avons rappelé le principe, la théorie des 
mesures, les limites et tendances d’utilisation de la méthode. Dans une 
seconde partie, nous avons discuté de la pratique des mesures. 

La radioactivité de 5? V a été étudiée : nous avons mis en évidence un 
groupe d'électrons mous. Ces électrons ne sont pas couplés aux rayons B. 
Un schéma de désintégration a été proposé pour interpréter l'origine de 
ces électrons : transition isomérique du 5 V avec la période de 3,74 min. ; 
la transition conduisant au 5?Cr ayant une période de 2,5 min. et étant en 
équilibre de régime avec celle de la transition isomérique. Le rayonne- 
ment y de cette transition aurait une énergie de 250 keV environ et serait 
presque entièrement ou totalement converti. 

Nous avons également étudié le nuclide Au. La simplicité de son 
spectre a été confirmée par nos mesures de coïncidences 6-7. Les coïnci- 
dences y-y montrent qu’un seul rayon y de 0,4 MeV suit la décroissance. 
Ce rayon y est converti, le coefficient de conversion interne de ce rayon y 
a été trouvé égal à + 5 0/0 en bon accord avec les déterminations d'au- 
tres auteurs. Sur la possibilité de désintégration par capture K nous 
avons effectué diverses expériences par la méthode d’absorption et de 
réflexion sélective, ainsi qu'avec la méthode du compteur proportionnel. 
La capture K si elle existe est de l’ordre de 1 o/o du nombre de désinté- 


grations. 
Ann. de Phys., 128 Série, t. 5 (Juillet-Août 1650). 25 
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Dans le cours de notre travail nous avons été amenés à établir la courbe 
d'efficacité des compteurs à rayons y, à paroi d'Al, Cu, Au, dans le 
domaine d'énergie 0,4-3 MeV, par la méthode des coïncidences et des 
mesures absolues directes. Nous avons utilisé les divers rayonnements 
des nuclides : 5V, AI, 1#Au, 51Cu, ThC”. La connaissance de l'efficacité 
peut donner une présomption de validité d’un schémä de désintégration. 


INTRODUCTION 


Un nuclide, abstraction faite du phénomène de radioactivité, peut 
se trouver dans divers états discrets d'énergie. L'état d'énergie mini- 
mum est l’état fondamental. Un noyau dans un état excité reviendra 
à son état fondamental en libérant en un ou plusieurs sauts l'énergie 
supplémentaire qu'il possède ; ces sauts déterminent des niveaux 
d'énergie. 

Entre autres, la désintégration d’un noyau radioactif À en noyau B 
par émission d’une particule P, peut laisser le noyau résiduel dans 
un état excité instable. Ce noyau peut libérer cette énergie supplé- 
mentaire par l'émission d’un ou plusieurs quanta et ainsi retrouver 
son état fondamental. 


Onar 


A —B*+P 
B*—_B +} 


L'étude des schémas de désintégration participe ainsi de la spec- 
troscopie nucléaire. 

La spectroscopie nucléaire, branche de la physique nucléaire, 
jusqu'à maintenant, n'apporte que des résultats expérimentaux non 
reliés dans le cadre d’une théorie, elle est en cela sœur de la spectro- 
scopie des rayons X, Pendant toute la période qui couvre la fin du 
siècle dernier, cette dernière a accumulé des résultats d'expériences 
et ce n'est qu’au début de ce siècle que les théoriciens, dont Bohr, ont 
relié les divers faits expérimentaux à la théorie atomique. 

En spectroscopie nucléaire, s’il n’y a pas encore de théorie du 
noyau, les résultats expérimentaux sont déjà nombreux. 

Dans ce travail nous nous sommes attachés à l'étude du schéma de 
désintégration de quelques nuclides. Nous avons été amenés à mettre 
en œuvre la technique des compteurs, de la chambre d’ionisation, du 
compteur proportionnel. Nous avons utilisé des méthodes de mesure : 
absolues, en coïncidences, par effet de transition, par absorption et 


ELU k fl 
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réflexion sélective, par spectroscopie par compteur proportionnel. Ce 
travail a été dirigé par M. le Professeur Joliot. 

Lorsqu'il nous a accueilli à la Libération nous avons été heureux de 
contribuer, si peu que ce soit, à la renaissance du laboratoire. Les 
soucis, les travaux des premières années, étaient presque exclusive- 
ment techniques. Puis nous avons eu le matériel nécessaire pour 
expérimenter. Graduellement le laboratoire reprend sa tradition. 
C'est pour la plus grande part grâce à M. Joliot; qu'il trouve ici le 
témoignage de notre reconnaissance. Nous désirons le remercier pour 
les conseils qu'il nous a donnés au cours de ce travail, nous voudrions 
lui dire ce que d’autres ont déjà exprimé avant nous : « |’ atmosphère 
de camaraderie et de bonne entente qu’il veille à maintenir parmi 
les membres du laboratoire facilite et rend plus agréable la tâche de 
chaque chercheur ». 

C’est un plaisir pour nous de remercier chacun des membres du 
laboratoire, car tous, chercheurs et personnel, nous ont grandement 
aidé. 

Ce n’est pas seulement à l’intérieur du laboratoire que nous avons 
trouvé des concours. À FInstitut du Radium, Mme Joliot-Curie nous 
a conseillé utilement, et nous a prêté des étalons précieux. Divers 
chercheurs ont préparé pour nous des sources radioactives. Nous 
voulons remercier également le Commissariat à l'Energie Atomique 
pour l’accueil cordial que nous y avons trouvé et l’aide qui nous y a 
été donnée. Que ce soit au Collège de France, à l’Institut du Radium, 


ou au C. E. A., ceux que nous remercions sont trop nombreux pour 
être cités tous, ils sauront bien se reconnaître ; nous voulons toutefois 


| Mai 


faire une exception pour dire notre reconnaissance à M. Berthelot, 
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PREMIÈRE PARTIE 


LA THÉORIE DES MESURES EN COINCIDENCES 
ET L'ÉTUDE DES SCHÉMAS DE DÉSINTÉGRATION 


Dans le cours dé ce travail, nous avons fait un large emploi de Ia 
méthode des coïncidences ; en conséquence, la première partie sera 
consacrée à l'étude de cette méthode et à ses utilisations. 

La seconde partie traitera de l’appareillage utilisé, et de la pratique 
des mesures. 

La troisième partie comprendra les mesures faites et les résultats 
obtenus. 


CHAPITRE PREMIER 


Le développement de la méthode des coïncidences. 


Depuis une dizaine d'années l’emploi de la méthode des coïnei- 
dences s’est généralisé. Dans ce premier chapitre, après avoir donné 
le principe de cette méthode, nous en verrons rapidement l'historique. 


$ 1. Principe de la méthode. — On dit qu’il y a coïncidence entre 
plusieurs événements lorsque ceux-ci sont simultanés. Les événe- 
ments qui nous occupent ici sont des émissions de particules détectées 
par des compteurs ; ces compteurs sont reliés à un dispositif électro- 
nique d'enregistrement des coïncidences. Les appareils détectent les 
événements émis simultanément, la simultanéité n’étant définie qu’à 
la précision des appareils. 


$ 2. Historique. — Nous ne rappellerons que les grandes étapes du 
développement de la méthode. Ce sont Bothe et Geiger (7), en 1925, 
qui ont les premiers utilisé cette méthode dans l'étude de l'effet 
Compton par lesrayons X ; ils ont montré la simultanéité de l’éjection 
de l’électron et de l'émission du quanta diffusé. A l’occasion de ce 
premier travail on examina les coïncidences qui se produisent lors- 
qu'un rayon Ê traverse deux compteurs placés à la suite l’un de 
l’autre. En 1928, Bothe et Kolhôrster (8) en tirent une méthode pour 
déterminer l'absorption des électrons secondaires créés par un 
rayon y. Bothe (9) remplace l'enregistrement photographique des 
coïncidences par un dispositif électronique, de même il remplace les 
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compteurs à boule par des compteurs de Geiger-Müller. Rossi (64} 
perfectionne le dispositif électronique et étend son fonctionnement à 
des coïncidences multiples. En 1935 nouvelle application, Bothe et 
von Baeyer (10) comptent les coïncidences entre les protons et les 
photons émis dans la réaction $B + £He = C + {H + +. Les coïnci- 
dences obtenues entre deux rayons y indiquent sous certaines condi- 
tions qu'ils sont émis en cascade. Bothe et ses collaborateurs étudient 
les coïncidences entre les rayons $ d’un spectre et les rayons y émis 
simultanément. Norling (53) est le premier à travailler avec des 
corps radioactifs artificiels. 

Ensuite, le nombre des travaux augmente, la méthode devient 
d'usage courant et se perfectionne du point de vue technique. Vers 
1940 paraissent plusieurs articles de base par Dunworth (25), Nor- 
ling (53), Maier-Leibnitz (43), Mitchell, Langer et Mc Daniel (50). 
Dans les nouvelles applications de la méthode il faut citer l'étude de 
la corrélation angulaire de deux rayons y émis en cascade, la mesure 
des coefficients de conversion à l'aide des -coïncidences B-électrons de 
conversion ; amorcée par Norling, cette application est développée 
par Wiedenbeck et Chu (72); indépendamment de ces derniers nous 
l'avons également utilisée. Enfin, citons un article d'ensemble récent 


de Mitchell (51). 
CHAPITRE Il 


Utilisations de la méthode. 


$ 4. Les diverses coïncidences. — On distingue deux sortes de 
coïncidences : 

a) Les coïncidences de première espèce produites par une particule 
traversant plusieurs compteurs (fig. 1), la particule déclenchant 


ee Ce ce 


Fig. 1. — Coïncidences de première espèce. 


simultanément une impulsion dans chaque compteur qu’elle traverse. 
On obtient ainsi des renseignements sur la direction de l’émission et 
-le parcours de la particule. 

b) Les coïncidences de seconde espèce produites par la détection 
simultanée de diverses particules émises simultanément ou quasi- 


Li) TS 
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simultanément, chacune étant recueillie dans un compteur différent 
(fig. 2). Les expériences concevables en utilisant ces coïncidences de 


e C2 


C; 
SN 


og 


Fig. 2. — Coïncidences de seconde espèce. 


seconde espèce sont innombrables, mais nous sommes limités par les 
possibilités techniques (!). . 

Ce sont ces coïncidences de seconde espèce qui nous occuperont 
désormais. 


$ 2. Théorie des mesures en coïncidences. — Considérons le cas 
de coïncidences doubles de seconde espèce, le dispositif expérimental 
comportera une source et deux compteurs (par exemple fig. 2a, 2b, 
24), nous ferons l'hypothèse que chaque compteur n’est sensible qu'à 
une espèce de rayonnement. Dans une seconde hypothèse nous sup- 
poserons que les émissions de particules se produisent isotropique- 
ment, en d’autres termes qu'il n’y a pas de corrélation angulaire 
entre les différents rayonnements. Pourtant, théoriquement il est 
prévu un effet de corrélation angulaire lors de l’émission de deux 
quanta successifs d’un même noyau excité (32, 31), de même entre 
les négatons d’un spectre et les rayons y émis dans la même désinté- 
gration (27), le problème a été également traité dans le cas général 


{(:) Voir p. 407. 
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de diverses particules (74). Des résultats expérimentaux positifs ont 
été obtenus concernant la corrélation angulaire des quanta succes- 
sifs (13, 14). Mais il est nécessaire d'attendre des résultats plus 
nombreux pour pouvoir tenir compte de l'effet éventuel de corrélation 
dans les nuclides que nous avons étudiés. 

Tenant compte des hypothèses précédentes nous pourrons écrire 
les formules suivantes : | 


102 


où N est le nombre de désintégrations par unité de temps, 
N, le nombre d’impulsions provenant du compteur 1, 
N: le nombre d’impulsions provenant du compteur 2, 
N, le nombre d’impulsions en coïncidences, 
e1 et p2 étant respectivement les rendements des compteurs 1 et 2, 
c'est-à-dire les probabilités globales de détection des particules 
émises par la source. 
Dans notre travail ces particules sont de deux sortes, rayons B et 
rayons y. Nous désignerons par rayons Ê le rayonnement électro- 
nique, des spectres continus, et des raies électroniques. 
Nous allons expliciter le rendement p d’un compteur dans le cas des 
rayons Ê et des rayons Y. 


$ 3. Rendement des compteurs. — Dans le cas du compteur à 
rayons , il est nécessaire que le rayon Ê soit émis dans un angle 


solide tel qu'il soit dirigé vers la partie utile du compteur ; soitog 


cet angle solide effectif ; il faut, d’autre part, qu'il soit suffisamment 
énergique pour pouvoir traverser la paroi du compteur, appelons ag 


le coefficient de transmission à travers cette paroi; enfin une fois 
entré dans le compteur le rayon £ a une certaine probabilité p d’être 
‘détecté par le compteur. La probabilité globale de détection où ren- 
dement du compteur est donc le produit de ces diverses probabilités. 


On a ainsi : 


GE 


Avec les compteurs utilisés les diverses mesures-de la probabilité p 
donnent une valeur très voisine de 1, pour simplifier les formules 
nous ométtrons ce terme p en nous rappelant que les (2 mesurés 
sont en réalité des asp. Nous n’avons considéré jusqu’à maintenant 


que des rayons monoénergétiques, si nous avons affaire à un spectre f 
simple ag définira un coefficient moyen de transmission relatif à une 


\ 
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épaisseur de paroi donnée; dans le cas d’un spectre complexe, les 4, 
seront les intensités relatives des diverses composantes du spectre, 


avec ÿ a — 1, les a, ; seront les coefficients de transmission corres- 
8, 
t ; DS 
pondants, et l'on aura pour un spectre complexe peus 2, Ge 


L) 

Pour le compteur à rayons y par effet paroi, le rayon y émis doit 
également se trouver dans l'angle solide effectif w., il faut ensuite 
qu'il donne lieu dans sa traversée de la paroi à un électron secondaire 
d'énergie suffisante et de direction adéquate pour pénétrer dans le 
compteur; c’est ce que nous appelons l'efficacité du compteur, soit e,. 
Notons que pour un compteur à paroi épaisse, seuls les électrons 
créés à moins d’une certaine distance de la paroi interne du compteur, 
égale au parcours maximum de ces électrons secondaires, ont une 
probabilité non nulle de pénétrer dans le compteur. Remarquons 
que <, dépend de l'énergie du rayon y. D'autre part, il faut tenir 
compte d’un facteur d'absorption du rayonnement par la paroi du 
compteur, soit £. Æ sera de la forme : 


Un 


ù 


où est le coefficient d'absorption massique dans la paroi du comp- 


teur et m la masse superficielle moyenne traversée. Nous avons tous 
les éléments pour écrire le rendement : 


dans le cas de plusieurs photons d'énergie différente on a : 
{! 


Ve k, 


PY E re 
J 


Ces formules sont suffisantes pour étudier divers cas particuliers. 


. $ 4. Essai de classement des schémas de désintégration. — Nous 
rangerons ces divers cas par ordre de complexité croissante. On peut 
distinguer quatre grandes catégories illustrées par les schémas de 
la figure 3. 
A. Spectre Ê simple, un quantum non converti par désintégration. 
B. Spectre & simple, plusieurs quanta non convertis en cascade 
par désintégration. 


C. Spectre & double, un quantum non converti par désintégration. 
D. Schémas plus complexes. 
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A) Spectre 8 simple, un quantum non converti par désintégra- 
tion. — Les seules coïncidences possibles sont des coïncidences BY. 
On a les formules : 


= NT 
NéNoge Nouts 
No ef 


D Nogo.age k. 


+ 


fo) 
Ye” 
Y 
D’ 
Fig. 3. — Schémas de désintégration classés par ordre de complexité. 


Si nous interposons des écrans entre la source et le compteur à 
rayons À le coefficient de transmission variera, nous aurons une 


Ne. 


variation de N, et de Na, mais le rapport == restera constant. En 
ù LE (6) 


D 


effet on a : 
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avec Ne nombre de rayons 5 détectés, N:,, nombre de coïncidences £-y 
et o, rendement du compteur à rayons Y. 

Le nombre de coïncidences £-y par rayons & est indépendant de 
l'énergie des rayons £. La constance du rapport est la condition de 
simplicité du spectre. 

B) Spectre B simple, plusieurs quanta non convertis émis en 


cascade par désintégration. — Nous pouvons tout d’abord effectuer 
des coïncidences 8-;; on a les formules : 


Ne == Npg —= Noçag 
Ne Sn Ne, total — No, à ei 


Ne, = Noge, total = Nogo,ao Ù eh, 
j 
ici aussi en absorbant le rayonnement 8 par des écrans interposés 


entre la source et le compteur à rayons 0 nous remarquors que le 


Ne, 
fs 


Ng 


rapport reste constant : 


Là encore la constance du rapport est la condition de simplicité du 
spectre. 

Si nous faisons des coïncidences ÿy avec un dispositif géométrique 
symétrique et des compteurs identiques, nous aurons dans le cas 
simple de deux rayons y successifs : 


N, — No, iole No,(e,, fi + c. hr) 
dans l’un et l’autre compteur. Et : 


N,,— 2No,, (ef X 2) 
on en tire : 
‘ } N,, ya lei X< =, ke 


C) Spectre double, un quantum non converti émis par désintée- 
_gration. — Dans ce cas les formules s'écrivent : 


Ne = Nr rouat = Noglats + aa] 


« et a étant relatifs aux négatons les plus énergiques, 


r 4 
PAT e 0e TO 
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LA L Là Le # . » , 
æ et ag étant relatifs aux négatons les moins énergiques, avec 


Œ + QT. 
N Ne, = No,s, fe 


LI . ! A 
Si nous partons d’une absorption o nous avons : Aa —ag— 1; d’où : 


lorsque les négatons du spectre le moins énergique seront absorbés 


nous aurons. ae O avec : 
1 

Ney 

0 

Na 


a 
de 


ce A0) 


Na, 
N - NOUS AUTONS : 
re 


l 


et si nous considérons le rapport 


Ne, 
= —= Os 
Ne CR 


1 


Le rapport décroît de w,& pour l’absorbant o (43 —1) jusqu’à 6 
lorsque tous les rayons. sont absorbés. Les deux rapports donnent 
donc les limites des deux composantes du spectre. 


D) Schémas plus complexes. — Les phénomènes deviennent de 
plus en plus difficiles à interpréter et l’on doit souvent se contenter 
de résultats qualitatifs. Notons en passant que pour de tels schémas 
on peut utiliser, si l'intensité de la source est suffisante, la méthode 
des coïncidences en connexion avec la méthode de spectrographie 


(Siegbahn). 


$ 5. Conversion interne. — Dans certains cas simples on peut à 
l’aide de coïncidences déterminer des coefficients de conversion 
interne. 

Soit un schéma de désintégration comprenant un spectre £ simple 


- suivi d’un rayon y converti; si nous appelons x la proportion d’élec- 


trons de conversion et 1 — x la proportion de quanta dans le rayon- 
nement total aget a, étant respectivement les facteurs de transmission 


des négatons du spectre et des électrons de conversion, nous aurons 
les formules : 


Na a = Nug(as + La.) 
N,=N( — æ)w,e # = Ni — xp p, 
Na, = No,égael 1 — LC). 
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Supposons Ê;- <E ; si l’on absorbe les e— sans absorber FO les 8 
E.- et Eg étant l'énergie de la raie électronique, et l'énergie maximum 
du spectre ; Ne, Na, ae étant les valeurs du nombre de rayons 6, de 
coïncidences, et le facteur de transmission des rayons Ê pour une 
telle absorption on a : 


le L 
Ne. Noyurag(i — L) 
d’où . 
Ne, 
à —(1— x), —=7", 
le 


si l’on connaît l'efficacité :, d’où o., on obtiendra x. 


\ 
D'autre part, si l’on ne connaît pas l'efficacité à l'absorption o, 
on à : 


non (1 — x) : F 
N8,0 Pr 1+x L 
d’où sans connaître p, : 
| FRA 4°} 


De même nous pouvons calculer x à partir des coïncidences 8-e— 
et nous aurons d’ailleurs une précision bien meilleure du fait du. 


rendement des compteurs, bien supérieur en rayonnement B qu’en 
rayonnement y. On a: 


Ne — Nog(ag + æas-) 
N3 — Nog(as + ts) 
Ne = Nogilagn + age 


si le dispositif est symétrique on a : 


RAS 2 
Ne 2Nw eva pe 


Pour l'absorption o, on a : 


" 


ee 
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Nous pourrions développer cette partie mais elle n’a d'intérêt que 
par le fait qu’elle nous montre la manière de procéder. En effet, 
devant le probième réel de détermination d’un schéma il faut pro- 
céder différemment et l’on ne peut classer les nuclides qu'à posteriori. 


$ 6. Intensité absolue d’un rayonnement. — Dans certains cas de 
spectre Ê suivi de l’émission de quanta non convertis, la méthode 
des coïncidences est une des méthodes de mesure de l'intensité d’un 
rayonnement, pour une absorption o les formules donnent en effet : 


Ng Dune 
Ne. 


di] 


$ 7. Etude des états métastables à vie courte. — Cette méthode 
est basée soit sur des mesures avec un temps de résolution variable 
(65, 72), soit par un déphasage des impulsions provenant de l’un des 
compteurs (22). 

En conclusion la méthode des coïncidences, rien que dans le 
domaine où nous l’avons employée, est une méthode d’investigation 
très souple ; mais comme toutes les méthodes, les renseignements 
qu’elle donne ont besoin d’être complétés par des renseignements 
obtenus par d’autres méthodes. 


DEUXIÈME PARTIE 


APPAREILLAGE ET PRATIQUE DES MESURES EN COINCIDENCES 


CHAPITRE PREMIER 


L 


Appareillage. 


_ S 4. Compteurs. — Ce sont tous des compteurs Geiger-Müller à fil, 
auto-coupeurs, remplis du même mélange (1 cm d'alcool, 49 cm d’ar- 
gon). Nous avons utilisé plusieurs types différents. 

a) Compteurs $ standards, du type dit parisien (fig. 4). — La 
coque.est en duraluminium de o,1 mm d'épaisseur sur une longueur 
de 4 cm; elle a un diamètre intérieur de 17 mm, le fil en tungstène 
dé o,1 mm a une longueur utile de 4 cm entre les pièces de garde en 
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sk ML 
laiton, il est maintenu et centré par deux pièces en pyrex, l’une 
permet le passage du tube de remplissage, l’autre amène la tension 
au fil par l'intermédiaire d’une fiche banane. 


Fig. 4. — Compteur à rayons Ê standard. 
Coque Al o,1 mm épaisseur, fil tungstène 0,1 mm. 


a,a', rondelles de pyrex : b,b', pièces de garde ; €, fiche banane; d, tube. de 
remplissage. 


b) Compteurs à fenêtre. — De mêmes dimensions que les comp- 
teurs standards précédents, nous avons utilisé un compteur laiton 
de 1 mm d'épaisseur percé dans sa partie médiane d'une fenêtre 

rectangulaire de 1 cm? recouverte d’une 
feuille d’AI de 4,9 mg/cm°?. Nous avons 
également utilisé deux compteurs stan- 
dards dont la coque a été percée de 50 trous 
ayant une surface totale de 2,042 cm? ; les 
trous répartis sur un côté du cylindre sont 
recouverts d’une feuille d'Al de 5 mg./cm?. 

Ces deux compteurs ont un grand ren- 
dement pour les rayons $ peu énergiques. 

c) Compteurs à rayons y. — De dimen- 
sions identiques aux compteurs standards 


d'Al, d'épaisseur 1 mm. et 2 mm., des 
compteurs à coque de Cu de 0,1, 0,2, 0,5, 
1, 1,9 et 2 mm. (ce dernier a un diamètre 
Fig. 5-2 Compteur intérieur de 16 mm.) des compteurs à 
sans paroi. coque d or, constitués par une feuille d’or 
a, compleur : b, disque enroulée à l'intérieur d'un compteur 8 
porte-écrans ; €, masse- standard ; nous avons ainsi trois comp- 
lottes de fer doux: d,ro- teurs ayant des feuilles d’or d'épaisseur : 
binetpermettantlepom- 0,5 mm., 10 w et 5 m; dans les deux der- 
page et le remplissage  niers les feuilles sont maintenues par un 
du compteur; S, source. fil de Cu formant une hélice de trois spires 
environ. D’autres compteurs à coque de Cu 
ont été utilisés, ils ont un {diamètre extérieur de 20 mm., une lon- 
gueur utile de fil de 5 cm , deux ont des épaisseurs de paroi de 
1,2 mm. et deux une épaisseur de 2,4 mm. 


nous avons utilisé des compteurs à coque 


Ï 
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d) Compteur sans paroi. — Il est constitué par un compteur forme 
cloche, de diamètre intérieur 20 mm., de 65 mm. de longueur utile 
de fil, la boule de verre terminant le fil à son extrémité inférieure est 
à 5 mm. de l'extrémité du compteur et à 20 mm. de la source. La 
coque est enduite intérieurement d’Ag colloïdal formant cathode. 
L'ensemble est placé dans un dessiccateur rempli du mélange utilisé 
pour les compteurs précédents. Un disque porte-écrans intercepte le 
rayonnement émis de la source vers le compteur ; sur la circonférence 
de ce disque trois masselottes de fer doux permettent de commander 
$a rotation extérieurement par un aimant. Le disque comporte six 
écrans d’Al ayant comme épaisseur re ourenent 2184, 1044, 58 uw 
21. k, 6 p et o (fig. 5). 


$ 2. Dispositifs de mesure. — a) Support compteurs. — Les comp- 
teurs peuvent être fixés en différents logements situés à des distances 
fixes de la source permettant diverses combinaisons tout en évitant 
des erreurs de repérage des distances (fig. 6). 


Tension fil compteur 


Plexigless 


Dr) 


55mm. 55mm. 
- 60mm. 80 mm. 
| Fig. 6. — Support compteurs. 


Bi: S2, S5, emplacements possibles des sources : A, B, C, D, E, EF, G, H, I, J, 
_ emplacements possibles des compteurs ; e/, e”, ee, etc. emplacements 
possibles des écrans. 


RL M 
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b) Dispositif de coïncidences B-électrons de conversion. is Les 
deux compteurs à fenêtre sont séparés par une feuille de Pb d épais- 
seur et de dimensions suffisantes pour éviter les fausses coïncidences ; 
de même le support est éloigné de tout matériau (fig. 7). 


F f 


Source 


5cm 


Plexi glass SRE ne pes 


Fig. 7. — Dispositif de coïncidences B-électrons de conversion. 


c) Dispositif de coïncidences B-électrons de conversion avec des 
compteurs sans paroi (fig. 8). — Il est constitué essentiellement 
par deux compteurs en bout sans paroi, placés en regard à linté- 
rieur d’un ballon contenant le mélange habituel de remplissage des 

compteurs ; le ballon fermé par un robinet à large voie est sur- 
monté d’un tube muni d’un rodage; la source radioactive est fixée à 
l’intérieur de ce tube sur une tige porte-source, ayant une masselotte 
de fer doux à son extrémité supérieure; le mouvement de la source 
est commandé magnétiquement de l'extérieur. Un ajutage latéral 
est relié à un banc de pompage et de remplissage ; la source étant 
placée dans la partie supérieure, on fait le vide dans cette partie, puis 
on la remplit du mélange alcool-argon, une fois le robinet ouvert la 
source est descendue entre les deux compteurs ; entre la source et 
l’un des compteurs deux séries d'écrans Al peuvent être interposées, 
leur mouvement est commandé magnétiquement de l'extérieur. Les 
épaisseurs d'écran sont pour le porteur d'écrans n° 1 : 2; 0,100 , 0,005; 
0,020; 0,900 mm. et pour le porteur d'écrans n° 2 : 0,200; 0.090; 
0,000 ; 0,010; 1 mm.; une quinzaine d’épaisseurs d’absorbant de o à 
3 mm. peuvent être ainsi utilisées. Dans le cas d’un nuclide à décrois- 
sance rapide, si l’on n'attend qu’une demi-minute pour l'obtention du 
vide et un temps égal pour la diffusion du mélange, l'introduction 
d’une source demande 2 minutes, et nous avons pu commencer les 
mesures 3 minutes après la fin de l’irradiation, étant donné qu'il faut 
1 minute pour apporter la source du cyclotron à l’appareil. 


Annales de Physique ANCHE Î 
120 Série, t. 5 (Juillet-Août 1950). G. A. Renarp 


Bobine 3000 * 


Age pérte- 
SOURCE EST 


- : 
vers pompage 

PAS 
et remplis- & 
sage 


Bobine 


EEE Er} 
Écrans Compteur 


— Dispositif de coïncidences B-électrons de conversion 
avec compteurs sans paroi. 
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$ 3. Appareils et dispositifs auxiliaires. — Un compteur à xénon 
pour rayons y mous par effet gaz nous a été prêté ; nous avons 
également utilisé la chambre d’ionisation construite et étalonnée par 
Savel, ainsi qu’un compteur proportionnel rempli à la pression atmo- 
sphérique. Comme ces divers appareils ne nous ont servi qu’occa- 
sionnellement, ils seront étudiés dans le cours des expériences. 


$ 4. Appareillage d'amplification et de numération. — a) 4 mplifica- 
teurs à coïncidences. — Nous avons construit avec l’aide de A. Ber- 


Fig. 9. — Amplificateur à coïncidence prototype. 


 thelot un amplificateur à coïncidences (schéma fig. 9). Cet appareil a 
été utilisé pendant plus de deux ans et nous a donné entière satisfac- 
tion. Il a servi de prototype pour la construction des premiers amplis 
à coïncidences construits par le C. E. A.('). Actuellement nous utili- 
sons un ampli à quatre coïncidences construit par le GC. E. A. qui a 
peu de différences avec le prototype ; les adjonctions d’une entrée 
plus sensible et d’une self plus faible dans le circuit-grille des lampes 

de Rossi ont abaissé son pouvoir de résolution de 1,2.10— sec. à 

5.107 sec. Chaque ‘compteur peut être branché par l'intermédiaire 
d’un préamplificateur à cathode follower. 


(:) Commissariat à l'Energie Atomique. 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Juillet-Août 1950). 26 
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Chaque canal comporte une sortie séparée, et à la sortie placée 
après le dispositif de coïncidences un contacteur à positions multiples 
permet la numération soit des impulsions de chaque canal, soit des 
coïncidences doubles, triples ou quadruples ; ces impulsions peuvent 
être comptées sur un numérateur incorporé à l'appareil ; une sortie 
spéciale permet de les enregistrer à l'aide d’un système de numération 
extérieur. 

b) Préamplificateurs. — Les préamplis construits par le C. E. A. 
utilisent une lampe à cathode follower placée près du compteur et 
transforme la liaison à haute impédance compteur-préampli, en 
liaison basse impédance préampli-ampli. 

c) Système de numération. — Nous avons utilisé successivement 
un numérateur rapide type Berthelot (5). une échelle de 10 type Ber- 
thelot (5), puis des échelles de 10, 100 et 1 000 construites par 
le C. E. A.; nous pouvons dénombrer simultanément le nombre 
d’impulsions dans chaque compteur eten coïncidences. 

Enfin l’emploi du compteur proportionnel nous a amené à utiliser 
un ampli linéaire du C. E. A., ampli dont nous avons légèrement 
modifié l’entrée et la bande passante. 
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CHAPITRE Il 


Pratique des mesures en coïncidences. 


$ 4. Mesures au compteur. — a) Paliers. — Tous les compteurs de 
Geiger-Müller que nous avons utilisés sont remplis du même mélange 
alcool 1 cm. de Hg, argon 9 cm. de Hg. Leurs seuils sont dans la 
région de goo à 1 000 volts, leur pente est en moyenne de 1 o/o du 
nombre de coups pour une variation de la tension de 10 volts (les 
paliers étant mesurés pour un taux de comptage de l’ordre de 
4:000 coups/min.); tout compteur ayant une pente de 2 0/0 ou plus 
est refait et rempli de nouveau; la longueur des paliers des divers 
compteurs varie de 150 à 300 volts. La plupart de ces compteurs 
conservent leurs caractéristiques pendant plus d’un an. Les paliers 
des compteurs ont été faits avant et après chaque série d'expériences. 

b) Préumplificateurs. — Dès que nous avons pu utiliser les pré- 
amplificateurs construits par le C. E. A. nos mesures ont été facili- 
tées : auparavant la liaison compteur-amplificateur était faite par un. 
cordon blindé, isolé par perles de stéatite, nous avions remarqué que 
la longueur du cordon et même sa position influait sur le fonctionne- 


ment; avec les préamplis nous sommes maintenant affranchis d’une 
telle difficulté. 


par le C. E. A. Cet appareil 


did) di 
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Les compteurs sans paroi du dispositif à coïncidences n’ont fonc- 
tionné qu'avec préamplis. 

Lors d’un remplissage de ce dernier dispositif le palier avec pré- 
ampli d’un des compteurs 
? S: A ! La 
était extrêmement réduit ; 
nous avons utilisé un préam- 
pli à temps mort construit 


rend le système insensible 
pendant un temps supérieur 
au temps mort du compteur 
(fig. 10). On a ainsi des per- 
tes mais que l’on peut éva- 
luer, et l’on évite les coups b 
multiples. Dans ces condi- 
tions le palier de notre comp- 
teur est devenu bien meil- 


Fig. 10. — Effet de l’utilisation 
d’un préampli à temps mort. 
a) Sans préampli à temps mort; em 


leur (fig. 11). Cependant nous  . hointillé seuil de sensibilité de l’ap- 
n'avons pu continuer à utili- pareil de numération ; deux impul- 
ser ce préampli à temps mort sions sont enregistrées. | 

puisqu'il exige des taux de  b) Impulsion avec préampli à temps 
comptage trop faibles pour mort ; une seule impulsion est enre- 
nos mesures en coïncidences. gistrée. : 


Il s’est trouvé que le remplis- 
sage du dispositif était défectueux et le fonctionnement du compteur 
est redevenu normal après un nouveau remplissage. 


1 Een: ] Sr PA Ne pen SUN 
900 1900 1100 1200 1300 S00 1000 1100 1200 1300 Volts 


‘ig. 11. — Utilisation d’un préampli à temps mort. 


a) Palier du compteur sans préampli. 
b) Palier du compteur avec préampli. 


x 
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c) Taux de comptage. — Dans les mesures en coïncidences on a 
intérêt à opérer avec une intensité notable. Cependant on est limité 
par les pertes de comptage et de numération ; on s’affranchit des 
pertes de numération en employant des échelles, on ne peuts ares 
chir des pertes dues au temps mort du compteur, qui est de l’ordre 
de 10-* sec. pour les compteurs ÿ standard. <° 

Nous avons essayé d'évaluer les pertes en utilisant les formules 
théoriques, soit celle de Volz(70), de Berlovich (4) ou plus récemment 
celle de Ertaud et Mercier (non publié); cette dernière formule est 
une synthèse des deux premières (fig. 12). Nous avons également 
essayé de mesurer expérimentalement les pertes par des décroissances 
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Fig. 12. 
a) La particule, arrivant dans la première partie du temps mort, n'est pas 
comptée. 


b) La particule, arrivant dans la deuxième partie du temps mort, est 
comptée. 


de périodes connues. Les courbes expérimentales ne sont pas cohé- 


rentes. Toutefois les formules théoriques et les courbes expérimen- 


tales donnent des pertes inférieures à 1 o/o pour des taux de comptage 
inférieurs à 10 000 c/min. Dans nos expériences nous n'avons pas 
tenu compte des résultats obtenus avec un taux de comptage supé- 
rieur. 

d) Mesures. — Chaque mesure a été encadrée par des mesures 
d’étalons et une mesure de mouvement propre; ainsi une défaillance 
de l’appareil a moins de chances de nous échapper. 


$ 2. Mesures en coïncidences. — a) Pouvoir de résolution. — Les 
coïncidences vraies sont des phénomènes relativement rares. On a 
intérêt à diminuer le nombre des fausses coïncrdences. Celles-ci sont 
de deux sortes, les coïncidences dues aux cosmiques, de l’ordre 
de o,1 c/h., les autres sont les coïncidences fortuites, leur nombre est 
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proportionnel au pouvoir de résolution. On a donc intérêt à diminuer 
ce pouvoir de résolution. 

b) Coëncidences fortuites. — Les coïncidences fortuites dans le 
cas de coïncidences doubles sont données par la formule : 


N; _— 27N1Ne. 


N; est le nombre de coïncidences fortuites par unité de temps, 
r le pouvoir de résolution, 

N, et N: le nombre de Diticules ayant déclanché un coup dans le 
compteur, c'est-à-dire dues au rayonnement étudié plus le mouvement 
propre. 

La mesure du pouvoir de résolution permet la détermination du 
nombre de fortuites. Nous avons opéré de la manière habituelle : 
deux compteurs éloignés l’un de l’autre sont soumis au rayonnement 
de deux sources indépendantes. Nous avons utilisé deux sources de 
RaE n’émettant que des rayons £ et deux compteurs à rayons B pour 
différents taux de comptage (<Z 10 000 c/min.). Il est nécessaire de 
s'assurer avant et après chaque série de mesures de la constance de 

ce pouvoir de résolution, faute de l'avoir fait nous nous sommes 
aperçus plusieurs mois après de résultats erronés. Le pouvoir de réso- 
lution de notre amplificateur était passé de 5.10" sec. à 2.10 sec., 
le nombre de fortuites avait quadruplé et nous les comptions comme 
des coïncidences vraies (58). 

La mesure du temps de résolution par cette méthode étant une 
mesure longue, on peut lui substituer une mesure de contrôle plus 
rapide. 

La première méthode consiste à déphaser les impulsions d’un 
compteur par rapport à l’autre ; ainsi les coïncidences cosmiques et 
les coïncidences vraies ne sont plus comptées, seules des coïncidences 
fortuites en nombre égal seront dénombrées. La méthode que nous 
avons utilisée est basée sur le phénomène des battements. Nous 
injectons des impulsions de multivibrateur semblables aux impul- 
sions de compteur ; un multivibrateur injecté ses signaux à la fré- 
quence f dans un canal de l’amplificateur, un second multivibrateur 
injecte à la fréquence f” voisine de fses signaux dans le deuxième 

canal. On obtient des paquets de n coïncidences séparées par le 
temps {; connaissant f— 1/T, mesurant n et {, on a : 


avec : Tocr<(+i) 


les fréquences doivent être voisines, et pour éviter l'accrochage entre 
les deux multivibrateurs l’un est blindé et alimenté sur batteries, 


jai Adtiths 
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l’autre sur secteur. Cet appareil permet un contrôle fréquent et rapide 
du pouvoir de résolution. Le pouvoir de résolution donné par cette 
méthode est légèrement différent de celui obtenu par la méthode des 
sources indépendantes, et cela est dû vraisemblablement à la forme 
des impulsions injectées. Cependant la constance du + mesuré par la 
méthode rapide indique avec une grande probabilité la constance du 
+ mesuré par l’autre méthode. 

c) Paliers en coïncidences. — Il est intéressant de diminuer le 
nombre de coïncidences fortuites en diminuant le pouvoir de résolu- 
tion. Cependant comme l’a montré Cohen (16), le retard entre le 
passage de l’argent ionisant et l’impulsion étant de l'ordre de 10° sec. 

un amplificateur ayant un 

pouvoir de résolution de cet 

Ï ordre risque de ne pas enre- 

gistrer toutes les coïncidences 

s vraies. Il suffit que certaines 

Ï soient retardées par rapport 

a aux autres. Le fait d'augmen- 

ter la tension appliquée à l’un 

des compteurs équivaut à 

réduire le retard entre le pas- 

sage de l'agent ionisant et 

x l'impulsion. En traçant le 

réseau des isovaleurs du nom- 

bre des coïncidences, les tén- 

ÿ sions appliquées aux comp- 

Fig. 13. — Test de Norling. teurs étant portées l’une en 

a) Mesure avec écran ajouré. abscisses et l’autre en ordon- 

à) Mesure avec écran plein. nées, nous avons obtenu un 

réseau similaire à celui de 

Cohen. Toutefois notre + étant de 5.10" sec. contre 2,2.10-" sec. pour 

celui de l'appareil de Cohen, le plateau est notablement plus étendu. 

Nous nous sommes placés près du coude supérieur de chaque palier 
pour être dans des conditions optima de comptage en coïncidence. 

d) Test de Norling (53). — C’est un test de bon fonctionnement de 
amplificateur à coïncidences. On a des coïncidences de première 
espèce avec une source de RaËE par exemple; un diaphragme percé 
d’un trou remplaçable par un écran plein peut être inséré entre les 
deux compteurs (fig. 13). | 

On compte le nombre de coïncidences C et le nombre de conps N 
dans le compteur le plus éloigné de la source avec un écran puis avec 
l’autre. Le rapport des différences doit être égal à 1 aux fluctuations 


près. 
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$ 3. Corrections dans les mesures. — Nous pouvons éliminer facile- 
ment les rayons & dans un compteur destiné à compter les rayons y. 
La plupart du temps on utilisera une coque d'épaisseur suffisante 
pour arrêter les rayons $; cependant dans les mesures de photons 
mous il sera nécessaire d'utiliser un champ magnétique. 

Pour corriger les mesures de l'effet dû aux rayons y dans les comp- 


_teurs à rayons £ on opère en évaluant cet effet. On peut extrapoler la 


part due aux rayons y d’une courbe d'absorption &, ce qui donne une 
limite supérieure. 

En effet le rendement du compteur pour les rayons y considérés est 
optimum pour une épaisseur de paroi égale au parcours maximum 
des électrons secondaires qu'il peut créer. Pour des rayonnements y 
énergiques l’épaisseur de la paroi est nettement au-dessous de cette 
valeur (dans la mesure où le compteur sera éloigné de toute masse 
pouvant donner un effet parasite). Pour les rayonnements mous la 
paroi aura une épaisseur supérieure au parcours et la paroi absorbera 
les photons avant qu'ils parviennent à l'épaisseur optimum. D'autre 


part le rendement des compteurs à rayons y étant environ cent fois 


k 


plus faible que celui d’un compteur à rayons £ les corrections ne 
sont jamais importantes {de l’ordre de 1 o/o). 


CHAPITRE II 


Limites et tendances de l'utilisation. 


$ 4. Limites d'utilisation. — Pour augmenter la sensibilité de la 
méthode nous pouvons augmenter l’intensité de la source et les divers 
rendements, mais nous sommes limités par les pertes dues au comp- 
teur. NS 

Pour augmenter les rendements on peut augmenter l'efficacité, 
dans le cas des compteurs à rayons y en employant une coque en 
matériau de Z élevé et une épaisseur de paroi optimum (conf. p. 52); 
pour les compteurs à rayons Ë en utilisant des compteurs à paroi 
mince ou sans paroi pour augmenter le facteur de transmission ; de 
toutes façons on gagne peu, il ne reste plus qu'à augmenter les 
angles solides mais là aussi on est limité par les réflexions et les 
fausses coïncidences, par exemple celles dues à un rayon y déclen- 
chant un coup dans un compteur, le quanta diffusé déclenchant un 
deuxième coup dans le second compteur. î 

Enfin rappelons la limitation du pouvoir de résolution, due aux 


retards produits dans les compteurs. ! 


$ 2. Tendances de l'utilisation. — La limitation la plus importante 
provient de l’appareil de détection utilisé, le compteur Geiger- 


Müller dont le temps mort est trop long. L'on s'engage actuellement 
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vers le remplacement du compteur par des appareils ayant un temps 
de réponse nettement plus court. C’est ce qu'ont fait Brady et 
Deutsch (13, 14) dans leurs expériences de corrélation angulaire en - 
employant des photomultiplicateurs. De même pour s’affranchir des 
extrapolations de l’épaissèur de la paroi jusqu’à l'épaisseur o on tend 
à utiliser des compteurs sans paroi, c’est ce qu'ont fait indépendam- 
ment de nous De Benedetti et McGowan (22). ; 


TROISIÈME PARTIE 


ÉTUDE DES SCHÉMAS DE DÉSINTÉGRATION 
DE QUELQUES NUCLIDES 


CHAPITRE PREMIER 


Mesures sur le nuclide °° V. 


$ 4. Introduction. — Le nuclide 5?V radioactif Ê— a été mis en évi- 
dence par Fermi et ses collaborateurs (29) avec une période de 
3,75 min.; Walke (71) trouve une période de (3,9 0,1) min. 

L'étude de ce noyau a été reprise au Collège de France. 
T. Yuasa (75), par la méthode de la chambre Wilson, obtient un 
spectre P— simple dont l'énergie maximum est 2,7 MeV ; elle observe 
également des paires d'électrons de matérialisation correspondant à 
des photons y de(1,5—+0,1) MeV. | \ 

Martelly (47) confirme la période de ‘?V trouvée par Fermi en 
obtenant (3,74 0,01) min.; il mesure l’énergie du rayonnement y 
par absorption dans Fe, Cu et Pb et trouve (1,45—0,05) MeV. Par 
_ numération des photons à l’aide de la chambre d’ionisation (66) et 

par numération des électrons à l'aide d’un compteur de Geiger- 
Müller, il détermine le nombre de photons émis par chaque désinté- 
gration et le trouve voisin de 1/3. 

Ainsi on a d’abord déterminé un schéma de désintégration simple, 
à savoir : l'émission d’un rayon £— d’un spectre simple, suivi d’un 
rayon y de 1,46 MeV. Mais la dernière expérience de Martelly est 
incompatible avec ce schéma. 

Nous avons repris par la méthode des coïncidences l'étude du cou- 
plage des rayonnements B et y (57). Nous avons également et toute 
cette série d'expériences a été faite en collaboration avec R. Boù- 
chez (11), repris l'expérience de numération simultanée des rayons Ê 
et des rayons y. En outre nous avons mis en évidence un groupe 
d'électrons mous à l’aide d’un compteur à rayons à paroi mince. 
L'étude de l’origine de ce rayonnement mou a été entreprise en effec- 


. 
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tuant des coïncidences 8-8 et des coïncidences y-y. Nous avons aussi 
essayé d'observer un rayonnement ÿ responsable de ces électrons en 
étudiant la variation des coïncidences B-; en fonction de l'absorption 
du rayonnement y et en utilisant la méthode de l’effet de transition. 
Enfin dernièrement, avec le dispositif de coïncidence 8-8 sans paroi, 
nous avons repris la mesure de la décroissance avec et sans écran 


après des irradiations de durées différentes. 


$ 2. Mesures et résultats expérimentaux. — A) PuRETÉ pu PRODUIT. 
Nous avons utilisé de l’oxyde de vanadium V,0:. Nous l'avons 
fait analyser spectroscopiquement par le C. E. A. Les résultats de 
cette analyse sont donnés dans le tableau I. Il semble très improbable 
que nos expériences soient perturbées par une impureté radioactive. 


Tagzeau lI 


C. E. A. FORT DE CHATILLON | PROCÈS-VERBAL 
— d'analyse spectrographique 
: d'un échantillon 
LABORATOIRE DE SPECTROGRAPHIE d'acide vanadique 
e y Merck 
PROCES-VERBAL No 209 C. E. A. Div. 115 


Echantillon remis le 12 janvier 1949. 
Analyse semi-qualitative. 
Comme nous ne disposons pas d'échantillons de vanadium dosés, les chiffres 


donnés ci-dessous ne sont que des approximations grossières et doivent cons- 
tituer des limites supérieures (rapport métal/métal). 


Echantillon AI Ag As Ca Cr Cu 


CEA 
DIV 115 10— T0 5.18 ÉATO pDAto’ 10—6 


|lEchantiHon Fe Mg Mn Na Ni Si Ti 
| CEA k 1 à) 
DIV 115 pros 10 péros 10: 10— 10— 10— 


é ir ér : t terres rares. 
Eléments douteux (interférences) Ê Mo, Zn Zr, W,'Ce, Th e f 
Eléments recherchés mais non détectés : B, Ba, Be, Bi, Cd, Co, Ge, K, Li, 


Nb, P, Pb, Pt, Sb, Sn, Ta. 


Chatillon, le 26 janvier 1949. 
J. ARTAUD. 
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B) Coïncrbences B-ÿ; ÉTUDE DE LA COMPLEXITE DU SPECTRE. — La 
source est constituée par de l’oxyde de vanadium déposé sur un film 
d’acétate de cellulose : on verse sur une plaque de verre quelques 
gouttes d'une solution d’acétate de cellulose dans l’acétone (5 g. 
d’acétate de cellulose pour 100 cm? d’acétone), on recouvre d’un cadre 
de plexiglass, et à l’intérieur de ce cadre on dépose environ 10 mg. 
de V:0;; après évaporation de l’acétone, on détache à l’eau tiède, on a 
ainsi tendu sur le cadre de plexiglass un film résistant contenant le 
vanadium et ayant une épaisseur de l’ordre de 10 y.. La source est 
irradiée pendant 10 minutes par les neutrons lents du cyclotron du 
Collège de France. Les mesures débutent 1 minute-1 min. 30 après 
la fin de l'irradiation. 

Nous avons utilisé le dispositif de mesure de la figure 6 avec un 
compteur à rayons £ standard et un compteur à rayons y de 1,2 mm. 
de Cu. | 

Dans une première série de mesures, nous avons établi la courbe 
d'absorption du rayonnement 6 dans l’aluminium (fig. 14). La période 
de °?V étant brève, la durée des mesures ne peut être prolongée 
au delà de 20 minutes, aussi chaque activation ne permet que la 
mesure de l’activité avec un écran déterminé et celle sans écran prise 
comme mesure de référence. 

Dans une seconde série d'expériences (fig. 14), nous avons dénom- 
bré simultanément le nombre de coïncidences et le nombre derayons 8 
en interposant les différents écrans entre la source et le compteur à 
rayons $. Du nombre de coïncidences observées nous déduisons les 
coïncidences fortuites, et du nombre de rayons 8 nous déduisons la 


part due au rayonnement secondaire produit dans l’absorbant par les 
rayons y. 


En reprenant les notations de la deuxième partie nous avons les 
formules : 


Ni Ne, 
Ne, Nogey 


Ne; N,, Ns, étant respectivement les nombres de rayons 6, de rayons y- 
détectés, et le nombre de désintégrations de la source, par unité de 
Lemps : pe, p, étant les rendements des compteurs à rayons 6 et à 
rayons y. 
Ces formules sont valables si le spectre B est simple et suivi par 
Res d’un rayon y. Le fait que la courbe de la figure 14 où 
ê 


v 
Ü 


est porté en fonction de la masse superficielle traversée est 


horizontale, montre que chaque rayon 8 des différentes parties du 


Fe gt eus 
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spectre est lié à un nombre constant de rayons B, et prouve ainsi que 
le spectre est simple. 
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Fig. 14. 


a) Courbe d'absorption du rayonnement de *V dans l’AI. à 
b) Nombre de coïncidences 6-y par rayon B en fonction de l’absorption du 
rayonnement Ê. 


C) CoïNGIDENGES Y-Y; POSSIBILITÉ DE PLUSIEURS RAYONS Y EN CASCADE. 
— Avec le même dispositif, mais en remplaçant Île compteur à 
rayons ® par un compteur Cu de 1,2 mm., nous avons essayé de 
mettre en évidence des coïncidences yÿ-y. La source était constituée 
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par environ 0,5 g. de V:0; fixé sur une plaque de plexiglass percée 
d’un trou et serrée entre deux feuilles de cellophane. Nous n'avons 
pas obtenu de coïncidences y-Y ; toutefois la faible efficacité des comp- 
teurs utilisés pour des rayonnements peu énergiques, ne pére pas. 
de conclure sur Fexistence de tels rayonnements. De toutes manières, 
il n'y a qu’un seul quanta d'énergie > 1 MeV, c'est celui de 1.46 MeV. 
Compte tenu d’un rayonnement mou possible, ce résultat est en 
désaccord avec la numération de Martelly. Nous avons repris la 
détermination du nombre de photons et du nombre d'électrons. 


D) DÉTERMINATION DU NOMBRE DE RAYONS Y ET D'ÉLECTRONS ÉMIS 
PAR 52V, — Un sachet de cellophane contenant 1 à 2 g. de V,0; est 
bombardé pendant 10 minutes par des neutrons lents. Après chaque. 
irradiation une quantité variant de 0,5 à 1 g. sert à déterminer le 
nombre de photons y; simultanément quelques milligrammes sont 
prélevés pour l’étude du nombre d'électrons (Les irradiations ont été 
effectuées à l’aide du cyclotron du Collège de France). 

1) Délermination du nombre de photons y: — 1° Méthode de la 
chambre d'ionisation. — Nous avons utilisé une chambre d’ronisa- 
tion remplie d’argon à une pression de 8 kg./cm?, fermée par une 
fenêtre d'Al de 15/100 de millimètre d'épaisseur. Angle solide d’uti- 
lisation 1/2 000 stéradian environ. Elle est reliée à un amplificateur à 
lampe électromètre. L'ensemble de l'appareil a été construit et éta- 
lonné par. Savel (66). La précision de la méthode est de l’ordre de 
5 à 10 0/0. Cet appareil permet de mesurer des courants jusqu’à une 
intensité de 107$ u. e. s. Avant et après chaque mesure, une mesure 
d’étalon de Ra a été effectuée. 

L'oxyde de vanadium actif est introduit dans un cylindre de verre 
fermé à une extrémité par une feuille de cellophane mince de 
3.mg./cm°. 

Le nombre de photons y s'obtient à partir de l'intensité totale pro- 
duite dans la chambre d’ionisation par le rayonnement global (8 et y). 
Cette intensité a été trouvée, avec notre dispositif expérimental, 
environ cinq fois plus grande que celle produite uniquement par le 
rayonnement y. 


Le nombre N, de photons est lié à l’intensité I qu’ils produisent 
par la relation : 


AT: ne .60 


Ny= KWiTA EE Ja + Geja 


dans laquelle : 

N,, nombre de photons par minute, par gramme de V,0; et à la fin 
de l’irradiation pris comme temps:zéro ; 

Ï, intensité extrapolée au temps {—0; 
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P, poids de matière utilisée dans l’expérience et exprimé en milli- 
grammes ; 

K, efficacité de la chambre pour te rayonnement étudié. On l’ob- 
tient à partir de la courbe donnée par Savel (66); 

W, énergie du rayonnement y; 

Las Tas Ge, Coefficients d'absorption par effet photo-électrique, de 
matérialisation et d'absorption vraie par effet Compton ; 

a, absorption du rayonnement y entre la source et le gaz de la 
chambre ; 

À, constante indépendante du rayonnement y, dépend uniquement 
de l’angle solide utilisé, des dimensions de la chambre d’ionisation, 
de la pression et de la nature du gaz qu’elle contient. 

Dans le cas d’un rayonnement y simple de 1,5 MeV l'erreur rela- 
tive moyenne sur N, est de l’ordre de 10 à 15 0/0. Les résultats des 
mesures sont indiqués dans le tableau II, colonne 1 dans le cas où 
l'on suppose un photon y de 1,5 MeV émis par désintégration (hypo- 
thèse 1). 

29 Méthode de N. Marty. — La détermination du nombre absolu 
de photons a été effectuée également à laide d’un compteur y de 
1,2 mm. Cu (épaisseur suffisante pour arrêter les électrons émis par 
EN). 

Le rendement du compteur pour le rayonnement étudié a été 
obtenu en utilisant la méthode de N. Marty (48). Cet auteur a bien 
voulu effectuer à l’aide de son dispositif quelques mesures simulta- 
nément aux nôtres. Ses résultats sont en accord avec ceux obtenus 
par la méthode de la chambre d’ionisation. 

2) Détermination du nombre d'électrons à l'aide d'un compteur 
à paroi d'Al de 1/10 de millimètre d'épaisseur. — Le nombre d’élec- 
trons émis par le ?V et le nombre d'impulsions mesuré au compteur 
sont liés par la relation : 


dans laquelle : 
Ne est le nombre d’impulsions mesuré, déduction faite des élec- 


trons secondaires dus aux rayons y, des électrons réfléchis par le sup- 
port de source et les matériaux environnant le compteur, du mouve- 
ment propre; 

N., nombre d'électrons émis par les atomes de **V dans les mêmes 
conditions ; 

v,, angle solide moyen; nr 

p, probabilité de détection d’un électron ayant pénétré à l’intérieur 
du compteur; : 

GEP coefficient de transmission tenant compte de l’absorption des 


électrons dans la matière même de la source et la paroi du compteur. 


D 


> 


AA G. A. RENARD 


Toutes ces valeurs s'entendent pour l’activité de 1 g. de V:0; par 
minute à la fin de l'irradiation prise comme origine des temps. 

On estime le nombre d’impulsions dues aux électrons secondaires 
produits par le rayonnement. y de la manière suivante; on canalise 
les électrons à l’aide d’un écran d’Al d'épaisseur suffisante pour les 
arrêter et percé d’un trou de quelques millimètres de diamètre. Soit 
N, le nombre de coups/minute ainsi mesuré, on remplace l’écran d'Al 
par un écran plein de même épaisseur; soit N; le nouveau nombre 
de coups/minute mesuré. En supposant que le nombre d'électrons 
secondaires créés dans les deux écrans est le même, N: représente la 
contribution dans le nombre N; du mouvement propre et des élec- 
trons secondaires dus au rayonnement y. 

Lorsqu'il n’est pas possible de canaliser on estime le nombre d'im- 
pulsions produites par les électrons secondaires créés uniquement 
dans la paroi du compteur à partir de la courbe d’absorption du 
rayonnement (8 + y). Dans ce dernier cas avec uu rayonnement y de 
1,9 MeV, N, est négligeable devant N, ; & <T 10° pour un compteur 
à paroi d'Al de 1/10 de millimètre d'épaisseur. Ces deux méthodes 
donnent des résultats concordants. En ce qui concerne les électrons 
réfléchis, on diminue au maximum leur nombre, d'une part, en 
déposant V,0; actif dans une cuvette formée d’un cadre mince de 
plexiglass percé d'un trou au fond duquel est tendue une feuille de 
cellophane de 3 mg./em? (On utilise aucun matériau pour couvrir la 
source, celle-ci étant employée en position horizontale) ; d'autre part, 
on évite le voisinage d'éléments lourds autour du compteur (le mou- 
vement propre qui était sous plomb de 8 c./min. atteint dans ces 
conditions environ 25 c./min.). 

‘ag est estimé par extrapolation à zéro du début de la courbe d’ab- 
sorption tracée en utilisant des écrans d'Al placés près de la paroi du 
compteur. On trouve avec un compteur d’AI de 1/10 de millimètre 
. d'épaisseur ag 90 0/0. On détermine wg X p—56 en utilisant plu- 

sieurs sources de référence d'intensité comparable à celle du ‘?V. 

Celles-ci sont des sources de RaD + RaE + Po en équilibre de 

régime et dont on à mesuré le rayonnement « du Po; l’on admet 
qu'un rayon « correspond à une désintégration $ du RAaE (ce qui est 

exact à 2 0/0 près environ); elles ont été comparées à deux sources 
étalons. Nous exprimons notre gratitude envers le professeur I. Curie 
pour avoir mis à notre disposition ces précieux étalons. 

L'intensité des sources utilisées est de l’ordre de 1/10 et1/100 u.e.s. 

Pour comparer avec une bonne précision l’activité de 5?V et de RaB 
on utilise des sources V,0; de dimensions très petites (4 mm. de dia- 
mètre) et d’un poids de l’ordre de 10 mg./cm?, celles de RaE étant 
quasi ponctuelles et déposées sur un support de cellophane mince. 

On a alors : 


No — Nacar 
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N,, nombre d'impulsions par minute mesuré en se plaçant dans les 
mêmes conditions expérimentales que pour le 5?V: 

Nx, nombre d'électrons émis par minute dans 4 par la source de 
RaE utilisée ; 

&n, absorption des rayons 8 du RaE dans la paroi du compteur : 
on-la détermine par extrapolation à zéro du début de la courbe 
d'absorption. Une série de plusieurs mesures donne (44 + 1) 0/0. 

Le nombre N, cherché est donc : 


Les résultats des mesures sont indiqués dans le tableau II, 
colonne 2. La moyenne pondérée (tableau II, colonne 4) des rapports 


NG d HAT : CET AU fs 
N, » dans l'hypothèse 1 où l'on suppose un rayon y par désintégra- 


tion E est : 


Expérience 


LE. 
ca 
3: 
&. 
be 
6. 
Ds 
8 

9. 


Valeur moyenne 
pondérée 
Erreur (en 0/0) . 


{1} Valeurs obtenues par la méthode N. Marty. 

(2) Ne l'erreur est plus importante © 15 0/0. LUN Ô 

(#} Les indices 1, >, mis aux quantités No, Ne, Ng/Ne indiquent qu'elles ont 
été déterminées dans les hypothèses 1, 2. 


Ce rapport étant inférieur à l'unité, nous essayons de le déterminer 


par une autre méthode. 
3) Détermination du nombre d'électrons à l'aide de la méthode 


4. Éd FE 
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des coincidences. — On réalise des coïncidences 6-7 en utilisant un 
compteur de 1/10 de millimètre de Al (compteur Ê) et un compteur. 
de 1,5 mm. Cu (compteur y). Le compteur d’AÏ a une efficacité pra- 
tiquement néglig œeable pour les photons + de 1,5 MeV, celui de Cu 
est pris d’une épaisseur suffisante pour arrêter tous les électrons. La 
source est placée entre les deux compteurs, à des distances telles que, 
le rendement du compteur y soit grand et les réflexions des électrons 
sur le compteur y peu none De fait, en utl'sant une source 
étroite, située à des distances telles que les angles solides correspon- 
dants wgeto, soient environ 5.10? et 20.10—° (en supposant p voisin 
de l’unité), le nombre d’ impulsions dans le compteur 5 dues aux 
réflexions des électrons sur le compteur y, est environ de 8 o/o pour 
le 5V et le RaE. 

Soient Ne le nombre d’impulsions produites dans le compteur f 
(corrigé de l'effet des rayons y, du mouvement propre, des réflexions), 
N, le nombre d’impulsions produites dans le compteur y, Ne, le 
nombre de coïncidences, correction faite du mouvement propre, des 
coïncidences fortuites. 

Si l’on suppose le spectre & simple et le rayonnement y formé uni- 
quement de photons de 1,5 MeV couplés aux particule: £, en rappe-! 
lant les formules de la page 8, nous pourrons déterminer N par la 
connaissance de &g ; ON à : 


Ni de 

ë 5 

T N A s 
N,= No, — No, 


Na MIND ROMA 
P? AR TT 4 


Wan —= 
le 


La moyenne pondérée des valeurs obtenues est : 


—= (4,34 0,2) 107 


wear 
ï ; 
d’où l’on déduit : 


TON 


or la valeur directe de w, obtenue par comparaison à des sources 
de RaE d'intensité comparable est : 


VOTE 


(3,0 + 0,3). r07?. 


Ces valeurs sont des moyennes portant chacune sur dix mesures. 
Elles ne se recouvrent pas. En rapprochant ce résultat, inexplicable 
PARA AS ; N 
a priori, avec le nombre de photons émis par électron Nine 0,65=0T$ 
pis 
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et après retalonnage des sources de RaE, nous concluons que l'hypo- 
thèse des rayonnements B et y, simples et couplés l’un à l’autre est 
insuffisante. 
4) Détermination du nombre d'électrons à l'aide d'un compteur 
: 
5 


à parot d'Al de 4,9 mg./em?. — Les valeurs à° 


2 


— vgag et ue rede- 
viennent cohérentes si l’on prend pour a; un nombre plus grand que 
l'unité. C'est-à-dire si l’on suppose que les impulsions N; ne sont pas 
dues uniquement aux électrons du spectre 8. 


 Feroi compteur 
: fenétre 


À Paroi compteur 
l/l8mm Al 


L 

90 
RE 
RG NC 
as 
É 
Lo] 
$ 
È 70 
% 
: 
S 
Ÿ 60 

0 50 100 200 mg /cm° 
Al 
Fig 15. — Courbe d'absorption dans l’Al, du rayonnement de #V. 


En pointillé : extrapolation du spectre Ê d'énergie maximum 2,7 MeV. 


Nous avons réétudié le début de la courbe d'absorption avec le 
compteur à fenêtre fermée par une paroi mince. La courbe (Hg. 15) 
obtenue présente dans ce cas une remontée du nombre d impulsions, 
à partir de 50 mg./cm° environ, due à un rayonnement électronique 
mou. L'énergie maximum de ces électrons est estimée grosso modo 
à 250 keV. Une partie de ces électrons traverse la paroi du compteur 
de 1/10 de millimètre d'Al augmentant le nombre des impulsions 
attribuées aux négatons du spectre continu $ du V; toutefois le 
nombre d'électrons mous ayant ainsi traversé la paroi de 1/10 n’est pas 
assez considérable pour les mettre en évidence avec un tel compteur. 

D'après la courbe d'absorption on peut estimer le nombre d’élec- 
trons mous à environ 25 pour 100 rayons À du spectre continu. 


Ann. de Phys., 12€ Série, t. 5 (Juillet-Août 1950): ‘27 


su dés Ti à 
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* { n 
Les. expériences suivantes ont été faites en vue de déterminer 
l’origine de ces électrons mous. 


E) Erupe DU GROUPE D'ÉLECTRONS MOUS PAR LES COÏNCIDENCES D: 
— 1° Dispositif employé. — L'étude des coïncidences B-£ est entre- 
prise avec un dispositif symétrique formé de deux compteurs identi-… 
ques à paroi d’Al de 1/10 de millimètre d'épaisseur (à défaut de deux 
compteurs à fenêtre du type décrit plus haut). La source est placée 
entre les deux compteurs, les angles solides d'utilisation étant très 
voisins et de l’ordre de 7.10-? environ ; les fausses coïncidences obte- 
nues quand un électron, ayant déclenché le premier compteur, est. 
réfléchi et vient déclencher le second compteur, sont peu importantes : 
elles ont cependant été estimées à partir de sources de RaE, d'inten- 
sités comparables à celles du *?V ; nous avons négligé dans ce terme 
correctif la différence d'énergie de électrons de ?V et du RaE. Ces 
fausses coïncidences sont inférieures à une coïncidence 8-6 pour 10*8 
dans un des compteurs. 

20 Mesures. — Les mesures obtenues sont indiquées dans le 
tableau III. La moyenne pondérée des résultats est 1,5 +o,3 coïnci- 
dences $-8 pour 10° 8 dans un des compteurs. En étudiant, d'autre 


Nsg 


part, la variation de Fe en fonction de l'absorption du rayonnement 
en interposant Reine des écrans entre source et compteur, 


Nes 


on observe que a tendance d’abord à décroître puis augmente 


ensuite pour des épaisseurs d'écran suffisantes par suite de l’appari- 
tion des coïncidences 6-7. La présence des coïncidences £-Y ne permet 


pas de préciser davantage la variation da rapport . 


Tagzeau III 


: 7 
Expériences . Erreur absolue Epaisseur d'écran 
P (mm. Al) 


[SA . 
a 
[e] 
| 
CO 


EL SR DER ER D 


10/10c0 
20/100 
4o/100 
5o 100 
10/100 


©0000 0CcOoo©0© 


I 
a 
3 
4 
5 
6 
7. 
8 
9 
0 


em 


4 
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Si l'on suppose que les électrons mous, dont une partie traverse la 
paroi des compteurs utilisés dans cette expérience, sont émis quasi 
simultanément aux négatons du spectre continu 8 du ‘?V on peut 


N 
calculer la valeur de ne pour le dispositif utilisé et la comparer à la 
P 


valeur expérimentale. Supposons que la source émette N négatons 
primaires et Nx électrons mous avec des coefficients de transmission 
respectifs ag et a,, on peut écrire : 


Ne — Nog(as + æa—) — Nusagra 


das l'un ou l’autre compteur : 


8 
Ngg 20GaR Ta — | 
No aa+xa © À 


Dans ces expériences &g — 7/10"? à 10 0/0 près pour les deux 
compteurs. Les quantités dy Ty Ge estimées à partir de la courbe 
d'absorption du rayonnement électronique dans le compteur à paroi 
de 20 y d’AI donnent : ag 0,9 ; &rv 25 0/0 ; & 0,60. On obtient : 
Nes 
à 
valeur expérimentale. 

Les électrons mous et les négatons du spectre"B continu ne sont 
donc pas émis quasi simultanément. 

Toutefois le petit nombre de coïncidences f-8 observées pourrait 
être dû à des réflexions, à une sous-estimation du nombre des fausses 
coïncidences. 

Dans les expériences suivantes nous avons essayé de mettre en 
évidence un rayonnement ÿ mou dont la conversion partielle serait 
responsable des électrons mous observés. 


— 15 à 20.10%, ce qui est d’un ordre de grandeur supérieur à la 


Ney 
F) Erupe Du RAYONNEMENT y. VARIATION DU RAPPORT Ne 


5] 


AVEC L’'ABSORP- 


- TION DU: RAYONNEMENT y. — 1° Principe de la méthode. — Supposons 
un rayonnement y dur et un rayonnement y mou. Soient C, et C les 
courbes respectives d'absorption, et C celle du rayonnement global 

N 9 
(fig. 16). Le rapport ce en fonction de l’absorption du rayonnement y 

; Ex 
décroît (courbe T) suivant C;, ou C; selon que le rayonnement est 
lié au rayonnement y dur ou y mou. Dans ces deux cas les courbes F 
et C sont différentes. Elles sont confondues si le rayonnement est 

 Jié à la fois au y dur ét au y mou. Si ÿ mou n’existe pas, les courbes l, 

C et C, sont confondues. 
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20 Mesures et interprétations. — On détermine les coïncidences By 
à l’aide du dispositif précédent, mais la distance de la source au 
compteur y est augmentée pour permettre l'emploi d'écrans de Pb. 

On trouve que les courbes C et l (fig. 17) sont confondues. Ge 
résultat permet de supposer soit que les deux rayonnements y sont 


— 
œ Ce 
==) 


[#1] on 
& =] a a 


Activite unités arbitraires 
o 
nn 
ee) 


0 4 8 12 165 mm Pb 


Fig. 16. — Schéma de l’absorption du rayonnement dans le Pb. C4, rayon- 
nement y de 1,5 MeV ; C, rayonnement y de 0,250 MeV ; C, rayonnement 
complexe. 


liés au rayonnement Ê, soit que le rayonnement y mou n’existe pas. 
Or, d’après les conclusions du paragraphe précédent les électrons 
mous ne’sont pas liés au spectre £ continu, il en est donc de même 


Activité unites arbitraires 


0 2 4 6 8 10 12 


Fig. 17. — Absorption du rayonnement y de #V. Points : rayonnement 


simple. Cercles et barres d'erreur : rapport du nombre de coïnci- 


dences 6-/ au nombre de rayons B. 


du rayonnement y mou associé. Nous sommes amenés à conclure que 
le rayonnement y mou n’existe pas. Toutefois s’il avait une intensité 
inférieure à 10 0/0 de celle du rayonnement y dur nous n’aurions pu 
le mettre en évidence: ; 

Afin de confirmer cette première conclusion nous avons effectué 


deux autres expériences : l’une par l'emploi des coïncidences YY> 
l’autre en utilisant la méthode de l'effet de transition. 
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G) INTENSITÉ DU RAYONNEMENT y MOU. ÉTUDE DES GOÏNGIDENCES Y-y. — 
En éliminant le rayonnement électronique par un champ magnétique 
le dispositif réalisé est celui indiqué par la figure 18. Le compteur C. 


arrête tous les électrons issus de S, 
le champ magnétique (5 200 gauss) 
et les écrans KE, et E empêchent les 
électrons de parvenir en Ce. 


Le nombre de coïncidences obtenu 
est diminué du mouvement propre 
et du nombre de coïncidences for- 
tuites. La connaissance de ce der- 
nier nécessite celle du temps de 
résolution + de l’appareil détecteur 
des coïncidences. Pour les taux de 
comptages variables utilisés dans 
ces expériences (N; æ 5.10 * et 
N:= 5.10" par minute au débutde EUR 
la mesure) : + a été déterminé en Fig. 18.— Schéma du dispositif 


: d’étude de coïncidences y dur 
soumettant les compteurs Ce et C, à 5 dences y dur, 
; Y mou. 

L 


des impulsions indépendantes. 

Finalement nous avons trouvé 
(o,1 0,3) coïncidences y-y pour 10° impulsions dans le compteur 
Ce ce qui ne permet pas de conclure. 


7 Be (450 Kev) 


Activité unités arbitraires 
S 


100; Une 
5 Au 


2y (1,5 Mev) 
Fig. 19. — Effet de transition Al-Au. 


* H) INTENSITÉ DU RAYONNEMENT Y MOU; MÉTHODE DE L'EFFET DE TRANSI- 
mon Al/Au. — La méthode de l'effet de transition utilise le rétablis- 


sement de l'équilibre entre le rayonnement y primaire el ses photo- 


Æ 
F4 
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\ 


(22 7 @ A RENARD 
électrons secondaires quand le rayonnement y passe d’un milieu dans 
un autre, ici de l’AI à l’Au. La source de photons y est recouverte 
5 d’un écran d'Al d'épaisseur supérieure au parcours des électrons 
: | secondaires et l’on étudie l'absorption de ce rayonnement complexe 
(y primaires et électrons secondaires) dans des écrans d’Au. 

La forme des courbes obtenues dépend du dispositif expérimental 
utilisé, celui-ci a été étalonné par le rayonnement ÿ de 450 keV 
provenant de ‘Be. La courbe (fig. 19) obtenue avec *V indique qu'il 
n'y a pas de rayonnement y mou où du moins, s'il existe, que son 

intensité est inférieure à 10 0/0 de celle du rayonnement principal. Ce 
or qui confirme notre première conclusion. 


$ 3. Discussion des résultats expérimentaux. — Nous avons résumé 
dans le tableau IV les résultats expérimentaux que nous possédons 
sur V. Le rayonnement électronique ne peut être formé de positons ; 


TaBceau IV 


| Energie Pre) ; 
Rayonnement (en MeV) Intensité Auteurs Observations 


T. Yuasa. Spectre continu 
simple, Wilson. 
T. Yuasa-Martelly.| Wilson : paires, 

AT 1 absorption. 
he || Electronique. Bouchez et Renard.|Probablement 
Lu sp cire bêta. G.1., absorption. 
Gamma mou.| + 0,25 [Très faible id. Très converti; 

1/18 total non observé. 

O0) EU 


Fig. 20. — Schémas de désintégration du 5?V. 
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Yuasa observa, en effet, dans la chambre Wilson, des positons, mais 
la proportion du nombre de positons par rapport au nombre de 
négatons observés est très inférieure à celle observée dans nos expé- 
riences : quelques unités pour 100 contre environ 25 o/o ; en outre, 
les expériences effectuées à l’aide de la chambre d’ionisation à Argon, 
en vue de détecter un rayonnement d’annihilation, ont été négatives. 

Nous devons également éliminer l'hypothèse d’un spectre 8 
complexe ; elle est incompatible avec les résultats de T. Yuasa. 

On est ainsi conduit à admettre que ce groupe électronique est 
formé d'électrons de conversion interne produits par un rayonne- 
ment y mou fortement converti. 

Ce rayonnement pourrait provenir d’un état métastable du ‘?Cr 
(schéma 204). Le nombre de rayons $ ou de rayons y de 1,5 MeV 
devrait être inférieur ou au plus égal au nombre de rayons y mous et 
d'électrons de conversion, ce qui est infirmé par nos expériences. Il 
ne reste plus que l'hypothèse d’un état isomérique de *?V (schéma 2oc). 


$ 4. Etude de Ia transition isomérique du ‘?V. — Soient T, et T, les 
périodes de la transition isomérique et de la désintégration B 5?V>52Cr. 

Nio et N:o les nombres des noyaux ‘?V' et 5*V présents au temps 
1{— 0, fin de l’irradiation. 

N; et N; les nombres des noyaux °?V* et ’V présents au temps # 
après la fin de l'irradiation. 
: Pour tout ce groupe d'expériences la durée de l’irradiation a été 
Ü— 10 minutes. 
. Ces expériences ont montré que le rapport r des intensités obser- 
vées avec des compteurs, d’une part, à paroi mince (+ 20 y) et, d’autre 
part, à paroi de 3/10 de millimètre d'épaisseur (arrêtant le groupe 
d'électrons mous) était sensiblement constant au cours de la décrois- 
sance et égal à 1,25. Les mesures ont été effectuées au temps 
==: 1 minute, au temps {—20 minutes après la fin de l’irradiation 
(au bout de 20 minutes l’activité, 100 à 200 c./min., n'était plus assez 
intense pour continuer des mesures précises, erreur relative 10 0/0 
environ). Le compteur à paroi mince utilisé ne permettait pas des 
mesures d’une précision supérieure à 10 0/0. 
- On aura : ; 
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Ne ; Ne sont respectivement les nombres de coups dans chaque 
4 œ 


compteur par unité de temps. 
og, et up, les angles solides effectifs. 


a.—, a, les facteurs de transition des électrons mous et des néga- 


tons dans le compteur à paroi mince. 
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a. le facteur de transmission des négatons dans le compteur 


3/10 d'aluminium. 
On obtient : 


T1 20e 0800: 
Les formules générales donnent : 


N; — Niser 
T ==} Ja us) — + 

No = Nage tu Sn Morse va 

No — (1 = ge) 


| F4 —he An EN du 
ARR tes 


LES SIR 
se e } 

NX et NX’ sont respectivement les nombres de noyaux **V' et 52% 
à la saturation (irradiation de durée infinie). 

Premier cas. Ti T2. — Ce cas ne peut être retenu parce que, 
d’une part, les électrons mous n’accompagneraient pas les négatons 


2e 
| 


pendant toute la durée de la décroissance, d'autre part 5 varierait 
très sensiblement: 

Deuxième cas. T; >> T:. —.La période 3,795 minutes serait celle de 
la transition isomérique. Les résultats expérimentaux indiquent alors 
que l'on a déjà sensiblement atteint l'équilibre de régime au temps 
t— 1 minute. Et nous obtenons : 


heNe De 3 
RSS Ron 0.2 
N, rss, NY (a 


d’où : 
Aa 0,272 0,040 et To — 2,95 +0,10 minute 


tenant compte des formules précédentes les rapports » aux temps 
{— 1 minute et é — 20 minutes sont sensiblement égaux à 1,25 

Li 
pour de l’ordre de 5. 

Influence de la durée de l'irradiation. — Nous avons effectué des 
mesures avec un échantillon irradié pendant des temps allant de 
4o secondes à 20 minutes. Nous avons utilisé le dispositif de coïnci- 
dences 6-5 avec compteurs sans paroi. 

Le nombre de coups dans le compteur 1 sans écran nous permet de. 
suivre la décroissance du rayonnement électronique mou et ‘du 
rayonnement Ê" ; le nombre de coups dans le compteur II avec un 
écran de 0,3 mm. d'aluminium interposé entre la source et le comp- 


teur nous permet de suivre la décroissance du rayonnement £— seul 
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(fig. 21). Les mesures durent 5o secondes avec arrêt de 10 secondes 
pour les lectures. Le début des mesures, avec ce dispositif, a pu 
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Fig. 21. — Décroissance de ®V dans dispositif 


avec compteurs Sans paroi. 


I. Compteur sans écran. 
JL. Avec 0,3 mm. d'Al irradiation de 10 secondes. 


commencer moins de 3 minutes après la fin de l'irradiation. Nous 
avons étudié la variation du rapport : 


N; et Ny sont respectivement les nombres de coups dans chaque 
compteur. 
w, et or les angles solides eflectifs (déterminés à partir d'une 
décroissance sans écran pour l’un et l’autre compteur et d’une mesure 
| avec une source de RaE). 
ag est le facteur de transmission du rayonnement £— à travers 


l'écran de 0,3 mm. 


Dans les conditions expérimentales nous avons : 


MR PM 
N_— Lil L'ÉEN 4 


Les moyennes des résultats portant sur une dizaine d'expériences 
, sont portées dans le tableau V (fig. 21, exemple d’une décroissance). 


FAC | 
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PAL TABLEeaAu V 


N;/Nir NiN/rr 
bmin: début des mesures | fin des mesures Erreur En20,0 
0,66 1,23 1,39 3 
1 1,29 1,34 10 
2 1,29 1,936 10 
De 10 1,32 1539 10 
1 20 1,35 1,34 5 


; ReNe Nec J6! 
On en tire les valeurs de — , celles de — et celles de — . 
MNa N:0 JT 
Les résultats sont'en accord avec ceux effectués avec le dispositif 
expérimental précédent. 


On déduit : 


et : 
\ ré 


16 o/o environ des noyaux bombardés le sont sous forme de *?V° 
et 84 0/0 dans l’état fondamental *?V. 


j $ 5. Accord avec la théorie. — Indiquons que d’après la théorie de 
la conversion interne, à l’aide de la formule non relativiste de Dancoft 

et Morrison (21), une transition dont l'énergie est environ 250 keV et 
2 1 (N. et N, étant les. 


Ne: 
Ne + N, 
nombres d'électrons et dé photons provenant de la transition pendant 
. l'unité de temps), peut émettre un rayonnement y 2* polaire élec- 
LH HtrIqUe. | 

La période de la transition isomérique serait dans ce cas de l’ordre 
de 10° secondes ce qui est comparable à la période du 5?V. 


le coefficient de conversion interne 


CHAPITRE Il : 


Mesures sur ‘Au. 


$ 4. Introduction. — Nos premières mesures datent du 10 juin 1947. 
Nous avions choisi ce nuclide comme élément de référence pour notre 
étude de l'efficacité des compteurs à rayons y. En effet, à cette époque, 


‘ 
‘ 


QUELQUES SCHÉMAS DE DÉSINTÉGRATION 427 


le’schéma de désintégration était peu controversé. Mis en évidence 
par Fermi et ses collaborateurs (29), en 1934, avec une période de 
2,7 Jours, il avait été étudié par divers auteurs (15,18, 19, 28,33, 39, 
1,53, 56, 62, 63, 68; 69); de nombreuses techniques avaient été 
utilisées : mesures à la chambre de Wilson, mesures de spectrogra- 
phie P. Tous auteurs S’accordaient sur la simplicité du spectre B. Les 
divergences ne se manifestaient que sur deux points : sur le nombre 
de quanta émis par désintégration ainsi que sur leur énergie. 
Toutefois, le travail le plus récent de K. Siegbahn (68) concluait à 
l'émission d’un seul quanta (fig. 22a). Nous nous proposions de 
vérifier le schéma de désintégration et d'utiliser le résultat de cette 
vérification dans nos mesures d'efficacité. Le deuxième point de 
divergence concernait la possibilité d’un mode de désintégration par 
capture K, suggéré par Sizoo et Eykman (69), et par Jnanananda (53). 
L'intensité très faible d’un tel mode de désintégration, compte tenu 
de son existence, n’aurait pu perturber nos mesures. 


Fig. 22. — a, b, c, d : a, Siegbahn (1947); b, Norling (1941), Wiedenbeck 
et Chu (1947) : c, Lévy et Greuling (1948); d, Sizoo et Eykman (1939), 
Jnanananda (1946). Les énergies sont exprimées en MeV, les intensités 
en 0/0. 


Depuis l’époque où nous avons commencé nos expériences de nom- 
breux travaux (17, 24, 35, 36, 4o, 42, 45, 46, 51, 67, 72, 73) ont été 
publiés, nous avons été amené à confronter nos résultats avec ceux 
de ces auteurs. 

Actuellement ces résultats peuvent se classer en 4 types différents 
(fig. 22) : 
a) spectre £— simple, émission d’un quanta ; 
. b) spectre — simple, émission de deux quanta en cascade ; 

c) spectre Ê— complexe, émission de trois quanta ; 

d) possibilité d’une capture #. 

(Remarque dans la figure 22 : le schéma d peut dans sa désintégra- 
tion 8— être un des schémas a, b ou c, nous avons représenté le plus 
probable). 

Ajoutons que la conversion interne de quelques 0/0 du quanta de 
0, MeV trouvée par quelques auteurs, n’a pas été infirmée. 

D'autre part, Madansky et Wiédenbeck (42) ayant signalé un état 
métastable du quanta de-0,4 MeV, ce résultat a été infirmé par les 
mesures de Mandeville (45). 
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$ 2. Période. — Diverses feuilles d’or d'épaisseur 20, 10 et 0,9 y ont 
été irradiées, soit par les neutrons lents, soit par les deutons. Dans 
le cas des neutrons la décroissance montre une période pure de 
(66 + 0,5) heures due à ‘Au. Dans le cas des deutons les 1rradiations 
nous ayant donné dans les premières mesures une activité trop grande 
nous avons dû attendre 48 heures avant de pouvoir commencer les 
mesures, l’activité décroît alors avec la période précédente ; dans une 
mesure récente nous avons diminué le temps d'irradiation et l’activité 
montre une décroissance complexe provenant de la superposition de 
_ la période de 66 heures due à ‘Au et d’une période de 25+5 heures 
due vraisemblablement à ‘Hg de période 23 heures (créé par réac- 
dion d, 2n). À la fin de l’irradiation l’activité de cette impureté était 
de l’ordre de 20 o/o de l'activité de ‘Au. | 

Nous ne tiendrons compte ici que des mesures effectuées sur des 
échantillons irradiés par neutrons lents. 

$ 3. Etude de la complexité du spectre £—. — L'étude de l’absorption 
du rayonnement & dans l’Al avec un compteur d’Al de 0,1 mm. 
d'épaisseur donne un parcours maximum de (0,95+ 0,03) MeV en 


1 PR 
30 40 50 mg/cm 2 


Fig. 23. — Absorption du rayonnement & dans l'A]; 
ordonnées : activité en unités arbitraires. 


accord avec les déterminations récentes. L'étude du spectre avec un 
compteur sans paroi (fig. 23) montre une composante dont on peut 
estimer l'intensité à (5 + 1) 0/0 de celle du spectre de 0,95 MeV, et. 
dont l'énergie maximum correspond à (70 7) keV. Cette composante 
peut provenir soit d’un spectre partiel, soit d’une raie électronique. 
La courbe d'absorption ne montre pas de discontinuité en dehors de 
cette composante. Nous avons effectué des coïncidences B-Y : le rapport 
du nombre des coïncidences £-y au nombre de 8 est constant en fonc- 
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tion de l'absorption dans le compteur & de 0,1 mm. d'Al (fig. 24); 
mais la précision des mesures ne permet d'affirmer qu’à 10 0/0 près 
que le spectre est simple. 


0 100 200 300 400 


mg/cm? 


Fig. 24. — Rapport I — Ng.,/Ng en fonction de l'absorption dans l’Al. 


$ 4. Etude du rayonnement y. — a) Mesures au compteur. — La 
courbe d'absorption dans le Pb et l’Al des rayons ÿ émis montre un 
rayonnement complexe d’une énergie voisine de 0,38 MeV. Du fait 
du dispositif employé et de la faible activité qui en résultait ces 
mesures sont très imprécises. 

b) Mesures à la chambre d'ionisation. — Les mesures faites à la 
chambre d’ioaisation déjà décrite (66) sont plus précises. La courbe 
d'absorption se décompose en deux droites correspondant aux éner- 
gies (0,400 + 0,050) MeV et 70 + 10) keV. 

Nous avons recherché l’existence d’une raie dure de 2,5 MeV envi- 
ron, trouvée précédemment par Sizoo et Eÿkmann (69). Nous avons 
comparé l’absorption du rayonnement de ‘Au à celui de ThC” 
(fig. 25). Les trois points expérimentaux, moyenne d’une dizaine de 
mesures chacun, s’alignent selon une droite qui correspond à une 
énergie de l’ordre de : MeV. Cependant l’activité étant de l’ordre du 
mouvement prépre nous ne pouvons conclure. 

c) Coïncidences y-y. — Les mesures récentes que nous avons effec- 
tuées donnent les valeurs du nombre de coïncidences y-y par rayons y 
reportées dans le tableau VI. 

Nous avons soigneusement tenu compte des coïncidences fortuites 
qui avaient perturbé nos premières mesures (conf. p. 405), la correc- 
tion du mouvement propre en coïncidence a également été faite. 


I. 
DA 
3. 
4. 


HHHHE 


Valeur la plus probable 


emPe | È 
Fig. 25. — - Absorption du rayonnement + de au, 
à la chambre d'ionisation. : à 


ourbe 1 ‘rayonnement de que en pointillé, mouvement prop re. 
ourbe II : rayonnement d’une source de RTh (ordonnées en u ités 
_traires, celles du RTh doivent être none 1 10. pou ét e co 
rables avec celles de :#Au). | 
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Les mesures ont duré plusieurs dizaines d'heures sur chaque échan- 
üllon. 


$ 5. Mesure du coefficient de conversion interne. — Nous avons 
également cherché si les rayons y émis étaient convertis ; s’il en est 
ainsi, les électrons seront en coïncidences avec les négatons du spec- 
tre, et le rapport coïncidences 8 — e-— par £ doit varier avec l’absorp- 
tion. Nous avons utilisé deux compteurs à rayons B à fenêtre de 19 p 
d'Al; et obtenu la courbe représentée figure 26. Dans le cas du 
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Î 
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Fig. 26. — Rapport N'=Ne./N3 en fonction de l’absorption dans l’AI. 


schéma du type 22b et en admettant une distribution isotrope des B 
et des électrons de conversion, nous avons : 


Ne, — Noi(ag, + Ta) ; No, = Nu:(as, + Le) ; 
Ne, 


ee Noiv(as tas + Ag Le) : 


où N est le nombre de désintégrations No, No, ceux des décharges 
F 


dans les compteurs 1 et 2, et N; ,_ le nombre de coïncidences, w;, we 
ï 


EE 
les angles solides effectifs des compteurs, x le coefficient de conver- 


sion interne, @s,, Aous Gers Aer les facteurs de transmission par les 
6. : 


parois des compteurs, des négatons du spectre et de la raie électro- 
nique. La valeur des rapports Ne, e/Ne, prise, d’une part en extra- 


polant jusqu’à l'absorption zéro (ag, == 1), et prise lorsque la 
raie de conversion est absorbée (a——o), permet d'obtenir 
æ—(5+2) 0/0. La figure 26 montre que la raie électronique 
d'énergie (0,4 +o,1)MeV, provient de la conversion du y de 0,4 MeV. 

Nous avons repris ces mesures à l’aide du dispositif de coïnci- 


dences 6£ avec compteur sans paroi. 
La valeur de x obtenue est (4,8+ 1,5) 0/0. 
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$ 6. Etude de la possibilité d’un mode de désintégration par cap- 
ture K. — Rappelons que p. 44 nous n'avons pu conclure sur l'exis- 
tence d'une raie y dure dans la désintégration de Au. Nous avons 
donc cherché à mettre en évidence la capture K possible par le rayon- 
nement K de fluorescence Ptainsi que par le rayonnement Auger cor- 
‘respondant. Or nous avons trouvé le rayonnement y de 0,4 MeV 
converti; donc on observera le rayonnement K de flucrescence du Hg 
et le rayonnement Auger correspondant. : 

Dans la courbe d'absorption du rayonnement électronique nous 
avons observé (58) un rayonnement de (70 + 7) keV qui peut pro- 
venir d’un rayonnement Auger. Dans la courbe d'absorption du 
rayonnement y par la méthode de la chambre d’ionisation nous avons 
observé un rayonnement y de (70 +10) keV, ce rayonnement peut 
être un rayonnement K de fluorescence. 

Nous avons étudié le ou les rayonnements K par absorption et 
réflexion sélective (61), et la ou lès raies Auger correspondantes à 
l’aide d’un compteur proportionnel {6o). 

a) Absorption el réflexion sélective (55). — La source radioactive 
est située à 10 cm. de la fenêtre (Al 4 mg./cm?) d’un compteur (3 cm. 
d'alcool, 17 cm. de xénon, point de fonctionnement 2 150 volts); sur 
le trajet des rayons sont interposés successivement des écrans de 
3 cm. sur 1 Cm. et d'environ 250 mg./cm? d'Au, Os, Ta et Lu; dans 

le cas de la réflexion sélective un cylindre de Pb arrête les rayons 
allant directement de la source au compteur. 

Après une première série d’expériences, pour tester la sensibilité 
de la méthode nous avons utilisé une source de ‘*?]Ir dont 30 0/0 des 
désintégrations sont accompagnées du rayonnement K du Pt. Nous 
avons mesuré par la technique des coïncidences le nombre de désin- 
tégrations de ‘Au et ‘Ir. 

On a:N —NN,/Ne, ; où N, Ne, N,, Ne, sont respectivement par 
unité de temps le nombre de désintégrations, d'électrons, de rayons 
et de coïncidences B-y. On obtient : 


Niu=60.10f désint./min. et Ni —5,8.10 désint./min., 
soit : 
JS CPR ° AE : 
Nigg = 9: 10$ désint./min. et Nxy = 1,79. 10$ désint./min. 


avec une erreur de l’ordre de 10 0/0. _ 
Le rayonnement K dû au Hg (conversion interne (x—5 0/0) d’un y 
suivant la désintégration £- de ‘‘Au) montrera une discontinuité 
entre le Ta et l'Os. 
Le rayonnement K dû au Pt (soit conversion interne (4 — 30 0/0) 
; ù au ; x Le d 
ua y Suivant la désintégration 8 de Ir, soit capture K possible de 
. BAu) montrera une discontinuité entre le Lu et le Ta. 
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Fig. 27. — Compteur proportionnel à pression. 
a) Entrée du fil, avec anneau de garde ; b) coque ; c) fil; d) dispositif de 
remplissage : e) support ; f, f', f'') isolateurs. 
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_ Les moyennes des résultats en nombre de coups par minute sont 
figurées dans le tableau VII. 


Tagzeau VII 


Absorption! 740 148 | 500 + 100 162 

1re série.[Au 
Réflexion .|297,1 Æ 3,25|296,8 Æ 3,25|374,6 
Fee HE TT ee 302 + 8 374 


2® série , 


Ir [nétsin NUM Br 90 


Tenant compte de l'intensité absolue des deux sources et des dis- 
continuités signalées, on a une augmentation du nombre de coups de 
79/8.10°— 26.10" par photon Kw et de 46/1,75.10$— 26.10 par 
photon K}; dû à l’Ir. Dans le cas de ‘Au la probabilité de désintégra- 
tion par capture K sera 0,3/26.10—6 X 60.10— 2.107" et au maxi- 
mum en tenant compte des erreurs 6,8/26.10—% X 60.10 —#4.10-. 

b) S'pectrographie $ par compteur proportionnel. — Le principe 
de cette technique de mesure (20, 37), est d'utiliser un compteur 


proportionnel relié à un amplificateur à gain élevé, le compteur fonc- 


tionne dans une région où le facteur de multiplication est suffisant 
pour que l’ionisation produite par un électron donne une impulsion 
décelable à la sortie de l’amplificateur; d’autre part, les dimensions 
du compteur sont telles que le parcours des électrons que l’on désire 
étudier est tout entier dans le compteur. Pour ces électrons la hau- 
teur de l’impulsion sera une fonction croissante de l’énergie. 

Nous avons utilisé un compteur constitué par une coque en duralu- 
minium de go cm. de long et de 18,5 cm. de diamètre intérieur, le fil 
est une tige de laiton de 2 mm. de diamètre et de 50 cm. de longueur 
utile (fig. 27) sur laquelle sont déposés : 1) l'or radioactif de période 
66 heures; 2) du ‘Cd de période 6 h. 7 donnant du ‘°7Ag+ la transi- 


tion, en équilibre de régime, de {Ag+ donnant une raie de 93 keV. 


qui sert à l’étalonnage. Le compteur est rempli d’argon pur à 2 o/o à 
une-pression de 1,25 atm ; une tension négative de 2500 volts est 
appliquée à sa coque donnant ainsi un facteur de multiplication de 
l’ordre de 10°; le fil est relié à la grille d’un préamplificateur (lampe 
gland 954), puis à un amplificateur à neutrons, légèrement modifié, 
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du C. E. A. L'enregistrement a été effectué : soit photographique- 
ment, avec un oscillateur mécanique à spot lumineux, soit par l'inter- 
médiaire d’un discriminateur et d’une échelle de 100. 

Les mesures ont été effectuées le plus tôt possible après les 1rra- 
diaticns (statistique fig. 284, rayonnement dû à l'or et à l'argent) et. 
également plusieurs Jours après (statistique fig. 28b, rayonnement 

dû à l’or seul). Le pic I décroît 


80 I Il de a à b avec la période de l'or, 
10 il est donc dû à la désintégra- 
60 tion de ce nuclide. Le pie Ila 
50 ne se retrouve pas sur la statis- 
LO tique b, il est donc dû à la 
30 | transition de l'argent, dont 
20 l’activité est devenue complè- 
à tement négligeable dans Îa 


statistique b. Dans la bande 


0 a 10 15 20 2% m4 d'énergie où sont compris des 
ë pics, l’ionisation est sensible- 
… ment proportionnelle à léner- 
10 gie, l'énergie de la raie y de 
É l’'Ag étant 93 keV, celles des 
niveaux K du Hg et du Pt res- 
5 pectivement 82 et 78 keV, dans 
1 le cas d’une capture K de l'or-" 
80 dre de quelques 0/0, la statis- 
20 tique devrait montrer 2 pics 
10 ou tout au moins un élargis- 
= sement notable du pic I. 
î : RU Ce Les deux méthodes d’absor-. 
RS eSlalitiouse dela, ption et réflexion sélective, et 


obtenues avec compteur proportionnel. du compteur proportionnel 
donnent donc des résultats 
concordants. Toutefois dans 
la seconde méthode, la mesure des intensités relatives des raies 
nécessite une amélioration de la stabilité du compteur et de l’enre- 
gistrement. Dès que cette mise au point technique sera faite, on peut 
espérer faire des mesures précises de spectrographie £ dans la région 
des basses énergies, tout en employant des sources d'intensité très" 
faible, ce qui ajoute encore à l'intérêt de la méthode. 


$ 7. Discussion des résultats. — A) Sur la non-complexité du 
spectre Ê. — Notre résultat est en accord avec de nombreux auteurs 
qui l'ont étudié par plusieurs méthodes : coïncidences, Wieden- 
bech (72), Mitchel (51), Mandeville (45, 46), et nous-mêmes (58) : 
par spectroscopie, Saxon (67), Siegbahn (68), Wilkinson et Pea- 
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cock (73); Wilson, Richardson (62, 63). Par contre, Lévy et Greu- 
ling (4o) par spectrographie des Fa secondaires provenant des 
photons émis trouvent plusieurs raies et en déduisent l'existence 
d'un spectre complexe. 

B) Sur la non- complexité du rayonnement y. — La plupart des 
auteurs ne trouvent qu'un seul rayon y : ce sont : Cork (17), 
Du Mont (24), Saxon (67), Siegbahn (68), Wilkinson et Peacock (73), 
et nous-mêmes. D'autre part Lévy et Greuling (4o) ont trouvé trois 
quanta. Mandeville (45. 46) ainsi que Wiedenbeck et Chu (72) obser- 
vent deux rayons y. Ayant obtenu des coïncidences y-, ils concluent 
à l'émission de deux rayons y en cascade. 

Nous avons reproduit dans le tableau VIII les résultats des auteurs. 
qui ont cherché à obtenir des coïncidences y-y. Tous ces résultats 
sont concordants, ils ne permettent pourtant pas d'en déduire l’émis- 
sion en cascade de deux rayons y. 


Tagzeau VIII 


Auteurs N N oÿ 
et dates de publication £ v-1l v) en 


Norling, 1941. RQ 

Clark, 1942. TJ ENT 
Wiedenbeck, 1947. 1023 00,7 
Mandeville, 1948, | Pas de valeur 


3,8 BE 2,0 (!) { 
J À 8. HSE ua) 
Reste 2-5 Se Ur;01() 
Renard, 1949. L,6%=200;5 


(!) Première mesure. 
(2) Produit non purifié. 
(5) Produit purifié. 


En effet, l'estimation du nombre de coïncidences y-y par rayon y à 
laide des courbes d'efficacité des compteurs en fonction de l’énergie 
des rayons y (12, 44, 49, 59) donne dans les cas des divers schémas 


TT TOITS 
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de la figure 22 les résultats mentionnés dans le tableau IX. Cette. 


estimation est faite avec notre dispositif géométrique et des comp 


teurs 8 standards entourés de 0,4 mm. de Pb. Seule l'hypothèse du 


schéma 22a est compatible avec nos mesures. Toutefois, l'hypothèse 


du schéma 22c serait compatible si la proportion de rayons & for: 
mant la composante molle du spectre était notablement < 19 0/0. 


Tagceau IX 


entourés de 0,4 mm. de Pb. 


Valeurs calculées avec compteurs & standards 


Ces coïncidences peuvent être dues à des coïncidences entre les 
rayons y et les photons de Bremsthralung. Ur calcul grossier nous à 
donné une estimation en accord avec ros résultats. 

C) Sur le coefficient de conversion interne. — Nous avons dressé 
le tableau des résultats obtenus (tableau X). ; 


Tagzreau X 


Auteurs Méthodes Valeurs 
Richardson, Wilson 10 0/0 
Plessel.« spectro photo 4 o/o 
PA spectro PU 0/0 
Saxon. spectro 1 0/0 # 
Peacock. spectro 2,5 o/o = 
Wicdenbeck. coïncidences Â,70 + nr 0/0 


Renard. coïncidences 


QUELQTWES SCHÉMAS DE DÉSINTÉGRATION 437 ; j 
Remarquons qu'à part la valeur trouvée par Plesset, les valeurs 11 
obtenues par spectroscopie sont nettement plus faibles que celles 
obtenues par coïncidences. de 
D) Sur la possibilité de capture K. — Nos expériences, au comp- ë 
teur proportionnel et surtout celles de réflexion sélective nous por- 
tent à conclure que si une capture K existe, son intensité est de 
Vordre de 107, par rapport à celle de la désintégration &-. 


CHAPITRE III 


Efficacité des compteurs à rayons y. 


$ 4. introduction. — Il y a une affinité évidente entre la détermina- ANT 
ton d’un schéma de désintégration par la méthode des coïncidences Lu 
et la détermination de l'efficacité des compteurs à rayons y par la - 
même méthode. La mesure de l'efficacité suppose la connaissance du 
Schéma de désintégration, et la connaissance de l'efficacité permet Ki (C ea 
parfois de choisir entre divers schémas possibles de la désintégration 
d’un même nuclide. | 
Nous avons déjà donné la définition de l'efficacité d’un compteur à 
tayons y pour des qüanta d'énergie déterminée. ER 
Rappelons brièvement les définitions et les notations. M C 
Si un rayon y traverse le compteur, nous appelons efficacité et te 
désignerons par e, la probabilité qu’à ce quanta de donner lieu à une 


décharge. Soit une source radioactive émettant N rayons monochro- 
matiques par unité de temps et donnant n coups par unité de temps. 
dans le compteur considéré, nous appelons rendement et désignerons 


par o, le rapport : | : ; ! 


- 1 


| Nous pouvons relier le rendement à l’efficacité par la formule : 
Py == we k, 


ART 


ù w est l’angle solide effectif et À le facteur d'absorption dans la 
Jaroi du compteur ; ce facteur est de la forme : 


2 est le coefficient d'absorption massique et m l'épaisseur moyenne 
? 


raversée en grammes-centimetre carre. 


\ 
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Le rendement est obtenu à partir de mèsures en coïncidences et les 
formules employées seront développées dans le cas de chaque corps; 
w a été déterminé à partir du rayonnement du RGE, à l’aide de comp- 
teur à rayons 8, en extrapolant les courbes d'absorption dans J'AI 


4 
= 
=] 

rc 


arbitraires 


150 


100 | 


Paroi compteur standarn 


Log activite unites 


Epaisseur en à AL 
0 . 80 170 189 200 


Fig. 29. — Absorption dans l’aluminium du rayonnement d’une source 
de RaD + RaË + RaF en équilibre, utilisation du compteur sans paroi, 


obtenues avec un compteur à paroi de 0,1 mm. d’Al, un compteur à 
fenêtre de 19 & d’Al, le compteur sans paroi (fig. 29) et également 


1000 


800 L 


100 
0 


5 10 15 mg/cm ? 20 


Fig. 30. — Absorption au rayonnement d’une source de RaD-RaE+RaF 
en équilibre, obtenue avec le dispositif de coïncidences avec compteurs 
sans paroi. 


avec le dispositif de coïncidences f$ avec compteurs sans paroi 
(fig. 30). 
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Dans trois dispositifs les courbes d'absorption se recouvrent dans 
leur partie commune. Toutefois dans l'expérience faite avec le comp- 
teur sans paroi le point obtenu avec l’écran de 6 u. d'Al est peut-être 
aberrant. Des expériences sont en cours. 

De toutes manières notre détermination d'og par extrapolation est 


Justifiée par le fait qu’à l'origine on a avec le compteur sans paroi 
92 à pour 109 $ et dans le dispositif à coïncidences sans paroi 310 « 
pour 510 $. 

La masse superficielle moyenne traversée m a été déterminée parle 
rayonnement de dématérialisation du nuclide ‘Cu et le rayonnement 
de 2,6 MeV du ThC”, en utilisant divers compteurs à coque de Cu, 
d'épaisseur variant entre 0,1 et 2 mm.; m a été trouvé égal à la 
masse superficielle de la paroi du compteur. 

Pour les compteurs utilisés nous avons étudié la variation du 
rendement avec la distance. Nous avons calculé cette fonction en 
utilisant les formules de Norling (53); en supposant une répartition 
isotrope des électrons secondaires on a : 


et : a +R, — 


R, est le rayon intérieur du compteur, / la longueur de fil, a la 
distance de la source au fil du compteur. 

En supposant une répartition éomplètement anisotrope, c'est-à-dire 
tous les électrons secondaires émis vers l’avant dans la direction du 
quantum incident, on a : 


P — > arc tæ er + AP 
2\/a° AR V=+ + 0 — R4 


avec les mêmes notations AŸ étant un terme correctif. 

Il est évident que la répartition réelle des électrons secondaires est 
un compromis entre ces deux formules. 

Les points expérimentaux se placent entre les deux courbes (fig. 31). 
Dès que la distance de la source au compteur est petite par rapport 
aux dimensions du compteur, l'imprécision devient très grande ; 
d'autre part, dès que la distance de la source au compteur devient 
grande devant les dimensions du compteur les courbes données par les 
fonctions de Norling, la courbe expérimentale et la courbe représen- 
tant une variation inversement proportionnelle au carré de la distance 
sont confondues. 
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Fig. 31. — Fonction de la distance. 
+, Y, courbes calculées d’après les formules de Norlisg. 
+ points expérimentaux. 

d, distance de la source au fil du compteur. 


$ 2. Mesures. — Nous avons utilisé des corps dont le schéma de 
désintégration a déjà été étudié : 

19 52V, sous forme de V,03, pour l’énergie de 1,46 MeV; 

209 SA, pour l’énergie de 1,8 MeV; 

30 Na, sous forme de CO;Na:, pour les énergies de 1,38 et 
2,760 MeV ; | 

4° 1SAu, pour l'énergie de 0,4 MeV; 

5° Cu, sous forme de CuS, pour l'énergie du rayonnement d’anni- 
hilation de o,5r MeV. 

D'autre part, des mesures directes ont été Slt d avec : 

109 ThC”, d’une source de RTh, pour l'énergie de 2,6 MeV ; 

20 $1Cu, pour le rayonnement de 0,51 MeV. 

Les résultats des mesures sont donnés dans le tableau XI. 

a) Vanadium. — Nous avons utilisé un porteur de 2 moe. de V0; 
en poudre, irradié pendant 10 minutes aux neutrons lents. Le schéma 
de désintégration peut être représenté par le schéma 32a. Dans la 
mesure des coïncidences £-Y, en utilisant ua compteur à rayons 8 


Mr, 
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dont la paroi arrête les électrons de la transition isomérique 
(0,5 mm. d'Al) les négatons du spectre 8 seront seuls comptés. La 
proportion de rayons y donnant des décharges dans le compteur à 
rayons £ est de l’ordre de 1 o/o et peut être négligée à la précision 
des mesures ; d’autre part, l'épaisseur du compteur à rayons y est 
suffisante pour arrêter tous les électrons. 


Orpea 
NN; 
No, — Nos 


Ne, N,, N:., N étant respectivement le nombre d'impulsions prove- 
rant du compteur rayons 8, du compteur à rayons y, en coïncidences 
et le nombre de désintégrations de la source pendant l'unité de 


ET e v0,25 ns d. 
R"27 6733 8 14 8 0,9 
Yo& 
ik 
Y,146 

718 Y28 

Le 28AP 2uNa Fe 

a b re d 
Fig. 32. — a, b, c, d. 

D NE DIS AN AO ENS On RAUe 


temps ; ps, p, les rendements des compteurs £ et y. Nous avons avec 


les notations de l'introduction : 
Pr = w,e,h, 


d’où nous pouvons tirer la. valeur de l'efficacité. 

b) Aluminium. — Le porteur est une feuille d'Al de 3 cm. sur 
1 cm., de 4 X 10—? mm. d'épaisseur, pur à 0,997, irradiée pendant 
“ro minutes par neutrons lents. Le schéma de désintégration du 
nuclide Al peut être représenté par le schéma 320 (6) et le rende- 
ment et l'efficacité sont obtenus en utilisant les mêmes formules que 
dans le cas de “?V. 

c) Sodium. — Nous avons irradié du CO;Na, par des deutons de 
6,8 MeV pendant des temps allant de 1 à 5 heures. Le produit est 
dissous et neutralisé et une goutte de la solution déposée sur un 
porteur d’acétate de cellulose, constitue la source après séchage à 
l'étuve. La source décroît avec une période pure de 14,8 heures à 
1 0/0 près. En admettant le schéma proposé par Elliot et Albur- 
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ger (1, 26) (schéma 32c), et en négligeant les électrons de conversion, 
nous obtenons une valeur moyenne du rendement, d'ou, le point 
obtenu pour le 5?V servant de comparaison, nous pouvons rer les 
valeurs de l'efficacité pour les énergies de 1,38 et 2,76 MeV. Nous 
avons utilisé pour déterminer le rendement les formules (avec les 
notations habituelles) : 


| ol 
N,= Nu, (sk + e'k)—=N 


. Pr total 


—= Noguw (sk EeA) 


:, «', k,-k! étant respectivement les valeurs de l'efficacité et du facteur 
de transmission pour les raies de 1,38 et 2,76 MeV. 

d) Or. — Nous avons utilisé différentes feuilles d’or de 3 cm. sur 
1 cm. et de 1 em. sur 1 Cm. d’épaisseurs, 10, 5 et 0,5 y, irradiées par 
neutrons lents pendant des temps variant de quelques heures à 
1 mois. Nous avons trouvé, dans tous les cas, une période pure de 
66 heures à 1 0/0 près. Le schéma le plus probable est celui représenté 
par le schéma 32d. 

En négligeant les électrons de conversion on obtient le rendement 
en utilisant les mêmes formules que dans le cas de *AI. 

e) Cuivre. — Nous avons utilisé la réaction Nid, p) Cu par la 
méthode décrite par Savel (66), pour obtenir le nuclide 5Cu. Après 
séparation chimique et centrifugation, le précipité de CuS est déposé 
sur un porteur d’acétate de cellulose. L'activité du produit mesurée 
quelques heures après la fin de l’irradiation décroît avec une période 
pure de 3,4 heures à 2,5 o/o près. La source est entourée d’une 
feuille de Pb de 1 mm, d'épaisseur; les 8+ sont ainsi arrêtés. En 
faisant l'hypothèse, que deux rayons y de 510 keV sont émis à chaque 
annihilation, et qu’ils sont émis dans deux directions diamétralement 
opposées, les mesures en coïncidences y-y permettent de remonter au 
nombre de désintégrations et à l'efficacité. On a les formules : 

Nes = 2Nue 
N,,— 2Nue, A 

Dee = Nue,hik 


N, No N Nue étant respectivement les nombres : de désintégra- 
tions, de décharges dans le compteur 1 et ie compteur 2 et en coïnci- 
dences ; w l’angle solide effectif des deux compteurs (le même pour 
les deux compteurs); les autres notations sont conformes à celles déjà 
mentionnées dans l'introduction. Remarquons que la corrélation 


angulaire des deux y donne des formules différentes de celles établies 
dans le cas général des coïncidences y-y. 


PP 
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$ 3. Mesures absolues directes. — Nous voulons parler des mesures 
absolues que nous avons effectuées à titre de contrôle avec le rayon- 
nement du ThC" et le rayonnement d’annihilation du nuclide 5tCu. 

a) Thorium C". — Nous avons utilisé le rayonnement, filtré par 
3,9 cm. de Pb, d’une source de RTh équivalente à 0,126 mg. de Ra 
préparée et étalonnée par la méthode du grand condensateur à 
l’Institut du Radium. 

b) Cuivre. — Le nuclide ‘Cu a été préparé par la même méthode, 
que précédemment, nous nous sommes servis du même échantillon 
que celui employé dans les mesures en coïncidences; nous avons 
utilisé un compteur à rayons $ en Al de o,1 mm. d'épaisseur et le 


Tagzeau XI 


Efficacité X 10+% 


: Energie 
Nuclide (en MeV) 


Th C’’ 


(‘) Mesure en coïncidences. 
() Mesure absolue directe. 
(8) Valeur estimée. 
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compteur sans paroi précédemment décrit, pour déterminer l’'absorp- 
tion dans la paroi et en utilisant un diaphragme canalisant un fais- 
ceau de $+, nous avons pu déterminer le nombre de désintégratiors 
de la source. De là, on obtient directement le rendement et l'efficacité. 
Cette méthode est peu précise, ce qui peut expliquer les différences 
avec les résultats obtenus par la méthode des coïncidences. D'autre 
part, dans les mesures en coïncidences, nous avons supposé que le 
rayonnement d’annihilation n’estconstitué que de quanta deo,51 MeV, 
alors que la théorie prévoit un rayonnement de 1 MeV (de l’ordre 
10 0/0 du rayonnement total dans le cas des éléments lourds), et que 
ce rayonnement a déjà été observé (34). 
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Fig. 33. — Efficacité des compteurs à rayons y à paroi d’AI. 
— ———" Bradtet al... ; —.—.—. Maier-Leibnitz; ......... N. Marty; 
Renard, ® mesures en coïncidences ; ® mesures absolues directes. 
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0,1 0,2 03 04 0506 08 1 2 DU STORAGE 
Ey  Mev 
Fig. 34. — Efficacité des compteurs à rayons y à paroi de Cu. 
— — — — Bradtet al...; —,—.—.— Maier-Leibnitz; ..:...... N. Marty; 


moi O2 Ok LE D 08 _ : AQU ce ON GE 4 ID 
| E, MeV 
Y 
Fig. 35. — Efficacité des compteurs à rayons y à coque d’Or et de Plomb. 
Plomb : — — — — Bradt et al... ; —.—,—.— Maier-Leibnitz. 


, - Ü .: 
Or : Renard, & Mesures en coïncidences ; @ Mesures absolues directes. 
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$ 4. Résultats. — Nous avons comparé nos résultats (tableau XE) à 
ceux obtenus par Norling (53), Bradt et al (12), Maier-Liebnitz (44) 
et Dunworth (25), ainsi qu'aux résultats théoriques et semi-théoriques 
de Von Droste (23), Yukava et Sakata (76) et N. Marty (49). Les 


courbes sont dessinées (fig. 33, 34 et 35) pour le Cu, l’Al et l’Au. Le 


Ey 19730 


02 83 0f 05 06 08 1 TS? JU 


E y en MeV 
Fig. 36. — Efficacité des compteurs à rayons y. ; 
— — — — Coque d'Al; ——— Coque de Cu ; —.—.—,.— Coque d'’Au. 


décalement systématique de certaines courbes provient vraisembla- 
blement de différences entre les dispositifsexpérimentaux. La figure 36 
reproduit nos résultats quant aux efficacités pour les divers matériaux 

NET à À ch : 
utilisés. La figure 37 représente les rapports ns en fonction de 


» Ê 

l'énergie du rayonnement ; les facteurs X et k’ sont calculés pour une 
épaisseur de paroi égale au parcours maximum des électrons secon- 
daires pouvant être créés dans cette paroi; nous avons utilisé la 
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valeur moyenne déduite des relations parcours-énergie des rayons 8 
ra] ; 


R + 0,094, 
a PA APE UE Een KI. = / = 
de Coryell Es = —TE56 (formule donnée au cours d’une causerie), 


et de Flammersfeld (30), ainsi que d’une courbe venant de Princeton. 
Ces courbes ont été établies en vue de vérifier les efficacités obte- 
nues par la méthode des coïncidences, dans l’étude d’un nuclide dont 


RER 
DA DS 0-06 ENT EEN LOTS 4 
Ey en MeV 
Fig. 37. — Rapports des readements des divers compteurs en fonction de 


l'énergie des rayons y; pour une épaisseur de paroi correspondant au 
parcours maximum des électrons secondaires. 


le schéma de désintégration n’est pas encore définitivement établi ou 
est controversé. Ces courbes se sont révélées utiles pour notre étude 
du schéma de désintégration de ‘Au. Dans cette étude nous avons 
supposé la continuité de l'efficacité avec l'énergie ; en fait, dans la 
région utilisée, l’éventualité d'une discontinuité est improbable 
théoriquement, ce qui justifie notre manière de procéder. 
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8 4. Quant aux méthodes. — Nous avons utilisé diverses méthodes; 
parmi celles-ci nous avons fait une large part à la méthode des coïn- 
‘cidences. Cette méthode d'investigation s’est montrée extrêmement 
souple et fructueuse ; toutefois elle doit être utilisée concurremment 
avec d’autres méthodes. 


$ 2. Quant aux résultats. — La radioactivité de 5?V a été étudiée : 
nous avons mis en évidence un groupe d'électrons mous. Ces élec- 
trons ne sont pas couplés aux rayons $. Un schéma de transition a 
été proposé pour interpréter l’origine de ces électrons : transition 
isomérique du ‘?V dont la période serait 2,55 minutes. Le rayonne- 
ment y de cette transition aurait une énergie de 250 keV environ et 
serait presque entièrement ou totalement converti. 

Le schéma de désintégration du nuclide ‘Au, le plus probable est 
celui d’un spectre f— simple d'énergie maximum 0,95 MeV, suivi 
d’un rayon y de 0,4 MeV converti ; le coefficient de conversion interne 
étant de l’ordre de 5 o/o. Ce schéma est en accord avec les résultats 
de la quasi-totalité des auteurs, si l’on admet soit certaines mesures 
perturbées par une impureté, soit une mauvaise interprétation du 


y 2 oe 
rapport Ù , nous avons établi des courbes d'efficacité des compteurs 
0 


à rayons y. Ces courbes sont en accord avec les déterminations d’autres 
auteurs. 
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RECHERCHES SUR LES FONDEMENTS 
DU CALCUL QUANTIQUE DES PROBABILITÉS 
DANS LES CAS PURS (ESPACE DE HILBERT. 
PRINCIPE D'ONDULISATION) 


Par Georezs BODIOU 


SOMMAIRE. — Ce travail a pour but de fonder directement la méca- 
nique ondulatoire sur une critique de l’emploi du calcul des probabilités 
êt des répartitions normales de Laplace-Gauss conçues comme des instru- 
ments de l'application du nombre sur le réel. 

. D — Nous montrons d'abord comment s’est progressivement dégagé le: 
caractère probabiliste essentiel de la théorie et en quoi certaines de ses 
conséquences, en particulier les interférences de probabilités, sont inassi- 
milables par le calcul classique des probabilités. Cela tient à ce que les 
dépendances stochastiques sont réalisées par l’intermédiaire de l’espace 
de Hilbert-Hermite (Cette notion toute nouvelle de dépendance stochas- 
tique complexe nous conduit en IV à l'étude de types particuliers de cor- 
rélation). Or, un des résultats principaux de notre travail est de démontrer 
que l’on peut introduire ce nouveau mode de dépendance stochastique 
Par une critique des jugements disjonctifs a posteriori : « ai ou @2 », 
quand a et a ne sont pas formellement contradictoires et qu’il n’y à 
aucun critère objectif permettant de vérifier le bien-fondé de l’alternative ; 
la seule méthode d'attribution de a, ou @: étant purement aléatoire, nous 
sommes conduits à concevoir une « disjonction tempérée » remplaçant 
dans ce cas la disjonction métaphysique stricte (11). La démarche est ana- 
logue à celle qui a réduit le concept métaphysique d’instantanéité à dis- 
lance au seul contenu objectif que peut lui donner l’étude des signaux ; 
si, donc, le caractère corpusculaire de certains couplages de a; ou a> à 
un caractère conséquent 6; était jugé solidaire du caractère Ne 
trict de l'attribution de a; ou de a, nous le libérons de cet absolu : 

simple tolérance, entre la probabilité quantique et la probabilité ne 
ique, d’un écart relatif égal à l’imprécision de la disjonction objective, 
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«onduit à introduire l’espace de Hilbert; d’où découlent interférences de 
probabilités et complémentarité. 

l1I. — Dans le cas particulier des coordonnées et des moments conju- 
gués nous montrons que leur dépendance stochastique sera nécessaire 
ment réalisée par une transformation de Fourier de leurs probabilités 
complexes l’une dans l’autre, en postulant simplement que leurs densités” 
de probabilité doivent pouvoir être simultanément gaussiennes sans cor- 
rélation. Ce postulat de sauvegarde des gaussiennes simultanées équivaut 
douc au principe heuristique d’ondulisation ; il introduit, d'autre part, la 
constante de Planck comme élément mathématique nécessaire à sa satis- 
faction ainsi que la forme la plus simple des relations d'incertitude de 
Heisenberg. Il a, par ailleurs, un sens très clair de sauvegarde de la 
théorie classique de la mesure, et on peut ajouter pour le rendre plus 
naturel quelques privilèges des gaussiennes, quant à la « continuité 
presque sûre » des p et des q, à la permanence de forme en l'absence de 
champ, et à la « précision simultanée » des mesures des p et des qg, utili- 
sable dans le passage du quantique au classique (V). 


PLAN DU TRAVAIL 


I. — Les concepts et propositions fondamentaux de la mécanique quan- 
dique et leurs conséquences statistiques inassimilables par le calcul clas- 
sique des probabilités. 
#-A. Evolution des exposés des fondements de la mécanique quantique. 
4-B. Propriétés de la dépendance stochastique quantique inassimilables 

par la statistique classique (appositions ; interférences). 


Il. — /ntroduction de l’espace de Hilbert. 


AI-A. Caractère aléatoire de certaines disjonctions a posteriori ; schémati- 
sation appropriée du corpuscule en concept de poids corpusculaire. 

AI-B. Autres interprétations éventuelles de l’écart quantique (modification 
des probabilités de Bayes ; espaces distanciables ; pseudo-appositions). 


IL. — Fondements du principe d'ondulisation: 


H1T-A. Méthodes connues d'introduction. 
ATI-B. Démonstration du principe d’ondulisation à partir de la composi- 


tion quantique des probabilités et d’un postulat de sauvegarde des! 
gaussiennes simultanées, sans corrélation (signification). 


IV. — Coefficient complexe de corrélation quantique. 


IV-A. Définition, propriétés, renforcement des relations d'incertitude. 
AV-B. Corrélation et transition. 


sé 


FONDEMENTS DU CALCUL QUANTIQUE DES PROBABILITÉS 15% 


V. — Recherche des densités de probabilité de forme permanente. 


V-A. Définition et conditions de permanence. 

V-B. Etroitesse simultanée des répartitions de probabilités pour les q et 
les p. 

V-C. Raccordement de la mécanique quantique à la mécanique classique 
(déterministe et statistique) en utilisant les « éléments de quasi-trajec- 
toires ». 


VE — Conclusion : Schéma d'un exposé probabiliste des fondements de 
la mécanique quantique. 


I. — Les concepts et propositions fondamentaux 
de la mécanique quantique 
et leurs conséquences statistiques inassimilables 
par le calcul classique des probabilités. 


Nous voulons montrer, par une analyse des fondements et des diffi- 
cultés d'interprétation de leurs conséquences, qu’il est naturel de cher- 
cher, et possible de parvenir à fonder la mécanique quantique sur des 
_postulats purement probabilistes, suffisamment élémentaires pour qu'ils 
‘aient une signification immédiate et permettent de surmonter le carac- 
tère purement heuristique de la théorie actuelle. Cette méthode de 
justification seulement à posteriori de principes purement formels : 
dépendances stochastiques par l’intermédiaire d’un espace de Hilbert, 
principe d’ondulisation, nous paraît révélatrice du fait que l’on n’a pas 
encore explicité l’essentiel de la théorie en cause ; or cette mise en 
évidence des fondements n’est pas seulement importante pour la théorie 
considérée, mais intéresse la méthode scientifique elle-même. L’effort 
‘axiomatique prend ainsi une valeur pratique égale à sa valeur formelle. 

- Afin de rendre mamfeste la prise de conscience progressive du 
caractère essentiellement probabiliste de la mécanique quantique à 
partir de ses origines : mécanique ondulatoire de L. de Broglie, méca- 
nique des matrices de Heisenberg, nous rappellerons les exposés classi- 
ques de Dirac (‘); nous suivrons l’évolution de ces exposés chez von 
Neumann (?) : régularisation de certains calculs purement symboliques 
de Dirac, commencement de réduction des postulats statistiques ; puis 


(t) Dirac. Préncipes de la mécanique quantique, traduct. Proca-Ullmo, 
1929; d., 2e édit. anglaise, 1939. 
(2) vox Neumann. fondements math. de la mécan. quant., traduct. 
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chez Tolman (‘) par qui le concept de densité complexe de probabilité 
et la dépendance entre les densités respectives des coordonnées et des 
moments conjugués sont mis directement, mais toujours sans juslifica- 
ton a priori, à la base de l'exposé ; enfin chez M. J.-L. Destouches (?) 
qui souligne l'importance essentielle de l’expression des probabilités par 
les carrés des modules d'éléments complexes d’un espace hilbertien,m 
après en avoir commencé une justification basée sur la composition de 
certaines d’entre ces probabilités. 

Les résultats principaux que nous avons établis sont regroupés dans 
la conclusion de notre travail (VF). 

On trouvera notamment : 

En II-A l'introduction de l’espace hilbertien à partir de l’interférence 
des probabilités ; celle-ci est fondée sur la reconnaissance du caractère” 
aléatoire des jugements disjonctifs a, a; quand ils sont a posteriori et 
que a, et a> sont des propositions non contradictoires : & Æ © @ 
(non @2) ; le remplacement de la disjonction est assuré par un nouveau 
concept, celui de poids corpusculaire, dont l’origine est dans la méthode 
même que l’on utilise pour réduire le jugement disjonctif à son contenu 
objectif ; la démarche est la même que celle qui conduit à la relativité" 
restreinte par la critique du concept métaphysique de simultanéité à 
distance. 

Et, en II-B, l'introduction du principe d’ondulisation par la sauve- 
garde des répartitions gaussiennes (*) simultanées des p et des g sans. 
corrélation, ce que nous commentons ensuite en indiquant les privilèges 
des répartitions gaussiennes susceptibles de justifier leur sauvegarde. 


I-A. Evolution schématique des exposés des fondements de la méca-- 
nique quantique. — I-A-1. ORIGINE HISTORIQUE DES CONCEPTS D’ (ÉTAT } 
ET DC OPÉRATEUR ». — Ce sont d’abord développées parallèlement la 
mécanique ondulatoire (L. de Broglie-Schrôdinger) et la mécanique des 
matrices (Heisenberg), 

La première liait à tout corpuscule en mouvement uniforme de 
vitesse v une oscillation monochromatique : S— A(xyz). sin 2rv{ avec : 
hv = cm; S satisfaisant à l’équation de propagation : 

TES T 


\S—%.s3—0, quis'écrit: AA(xys) + Lu 


TNÈ0- A0; 


ou : AA + —5 .(E — V).A —0 (Schrédinger) 


(*) Toma. Prince. of statistical mechanics, 1938. 
(*) Desroucnés. Prince. fond. de phys. théor., 192. 
(*) La considération des densités que nous appelons gaussiennes est due, 


non à Gauss, mais à Laplace, comme l'a souligné à plusieurs reprises 
M. Fréchet. 


dr + 
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dont les solutions uniformes, finies, continues partout, n'existent que 


pour des valeurs particulières de E (valeurs propres). 


La seconde remplaçait les coordonnées par les matrices des fréquences 
liées aux transitions entre états : 


Too: Yo1 ++: Jon 
Jade se et nn 
avec : 


Jnm — Anm - EXP 2 Vymt = Gmn (Matrice hermitienne) 


_p étant défini par dérivation de la matrice g, et l’on postulait que : 


Pq — gp — =, ce qui entraînait pour tout hamiltonien H, fonction 


entière des p et des y, les relations : 
Hg — g=— .— et PH—Hp=—. 


On obtenait donc des équations de la forme canonique d'Hamilton 
en posant : À 
: —h d — hd 
Hg — qH = — se et pH—Hp=—.—+ 


STE ati e 


Î 


L'insertion des deux théories dans une théorie englobante fut réalisée 
en remarquant que la règle de commutation des p et des g pouvait 


, Q SAT. . , LE FE p} L 203 Q a 
s'obtenir en posant que p était l'opérateur — . 5q appliqué à la fonc- 
tion complexe : Ÿ — A(xyz).exp 2rivt, généralisation de l'onde réelle S, 
ce qui permettait de montrer que les équations d'évolution de Schrüdin- 


ger et d'Heisenberg étaient des conséquences de l’équation générale 
d'évolution : H? — . # puis en interprétant statistiquement | & |? — A? 
comme étant la densité de présence au point considéré. 

Il est particulièrement instructif de souligner que l'interprétation 
probabiliste des coefficients du 4 sur les fonctions propres de H et 
l'interprétation du | 4 |? étaient primitivement distinctes ; que la seconde 
donnait lieu à un postulat spécial et que les exposés de Dirac et de von 
Neuman ont parmi leurs buts principaux celui d’unifier les règles 
statistiques applicables à des opérateurs à spectre discret et à ceux dont 
le spectre est continu. 

- On voit donc que le concept d’état Ÿ a sa source en mécanique ondu- 
latoire, le concept d'opérateur a la sienne en mécanique des matrices, 
mais surtout que l’interprétation probabiliste générale n’a été rattachée 
que secondairement à l’onde complexe Ÿ ; l’exposé axiomatique habituel, 
qui se borne à systématiser l’ordre historique, l’a maintenue dans cette 
position mineure, ce qui est paradoxal maintenant que le développement 


456 GEORGES BODIOU 


de la théorie montre que c'est en cette interprétation statistique que 
résident les ditficultés principales et qu'il y aurait donc intérêt à les 
aborder de front. 


I-A-2. Exposé sümémarisé pe Dirac. — Un concept fondamental de 
la théorie est celui d’ « état » d du système dynamique ou du corpus- 
cule ; cet état est représenté par un élément d’un espace de Hilbert, 
qu'on peut supposer vectoriel ou fonctionnel () (mais il n’est pas donné 
de définition constructive du 4). 

Un second concept fondamental est celui d’opérateur hermitien de 
cet espace, soit (a); si un tel opérateur admet un spectre de valeurs 


propres a, infini dénombrable, l’ensemble de ses vecteurs, ou fonctions, | 


propres 4, définis par : 
(a) Var Gila, 


constitue une base orthonormale de l’espace de Hilbert et tout état 


est décomposable d’une seule façon sur cette base : Ÿ — d'a Fbe, 5 les 


coefficients (a | } étant complexes. Les postulats sur les probabilités 
s’énoncent alors comme suit : 

a) Principe des valeurs propres. — A toute grandeur A correspond 
un opérateur (a) hermitien, et les seules valeurs possibles pour la gran- 
deur A sont les valeurs propres de l’opérateur (a). 

b) Probabilités de ces valeurs possibles dans un état donné. — 
Nous avons vu qu'il découlait des propriétés de l’espace de Hilbert que : 


Y= Y'a | ee, 
i 


le postulat physique que traduit cette décomposition est celui de 
« Superposition des états » ou de « Décomposition spectrale » et le pos- 
tulat fondamental de la statistique quantique est : 

« Dans l’état Y la probabilité que la mesure de la grandeur A donne 
le résultat a: est : | (a; |) —P,, [> 


I s'ensuit que la valeur moyenne ou plutôt valeur probable, car il 


RER 


s’agit de prévision sur un cas isolé, À de A dans l’état peut se mettre 


sous la forme d'un produit scalaire : 
A Dal (&l)P= at | {el = (4, (a) 


produit scalaire dans l’espace hermitien des vecteurs L et (a)L. 
c) Mesures successives. — Lorsque l’on mesure À on ne peut donc 


(*) Juuia. Zntrod. math. aux théories quantiques, K. 
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trouver que les a;; mais on admet de plus que si cette mesure a été 
faite dans l’état L et a donné le résultat 4;, l'état après la mesure n'est 
plus Ÿ mais l’état propre ds. 

Soit alors un autre opérateur (b) de vecteurs propres dr, le vecteur 4 


propre pour (a) est, comme tout 4, décomposable sur La base orthonor- 
male constituée par les Us, : 


et la probabilité de trouver pour (b) la valeur b, dans Pétat 4,;, c’est- 
à-dire après avoir trouvé la valeur a; pour (a) est : 


Pi ld 


k 


donc la probabilité que les mesures successives de (a) et de (b) conduisent 
à la séquence de résultats ; 4;, b, est : 


Pépr PaePEi=lu@l)d#el (a | 64) fr. 


dj | Ëx | | 


d) Changement de repère dans l'espace hilbertien et nouveau 
type de dépendance stochastique entre grandeurs aléatoires. — Du 
principe de décomposition spectrale il suit que : 


on déduit : 


| (QG 1)= dal) | bn. 


i 


” Cette relation traduit entre les probabilités des valeurs de la grandeur 


aléatoire (a) et les probabilités des valeurs de la grandeur aléatoire (b) 
une dépendance stochastique de type nouveau, cette nouveauté tenant 
essentiellement au fait que ces probabilités sont des carrés de modules 
de nombres complexes et que c’est entre ces nombres complexes et non 
entre les probabilités elles-mêmes qu'est établie la dépendance 


stochastique. 
e) Premières difficultés : coordonnées q el moments conjugués p. 
Leur dépendance stochastique quantique. — A la coordonnée q on 
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fait correspondre l'opérateur (g) =q. (multiplication par g) dans l’es- 
pace hilbertien &/+,,] des fonctions 4(719293 + Qn) à module carré som= 
mable : 


PL ci 5 l'o(gig» - -. qu) ldqgidqgs :.. dqu=—=\ 


ou, par une notation condensée : 


or, cet opérateur (g) n’a pas de fonctions propres. L'équation : 


.(g).f(g) = 2/(q) 
n’a pas d'autre solution que : f(q) = 0. 
Cependant Dirac, par un procédé purement symbolique, introduit 
une pseudo-fonction : à(1 — q), telle que : 
(g —2)).8(i — qg)—=0, si JÆX 
= 0; si T — À 


et satisfaisant au principe de décomposition spectrale : 


nee VE ns 
ÉUEAT g0).5Q — q).d, 


ce qui entraîne que, pour g—À la fonclion doit être infinie et d’un 
ordre suffisant pour que l'intégrale ne soit pas nulle ; cette intégrale ne 
peut d’ailleurs dépendre que de g(g) puisque ô(— q) est nulle pour 
tout À différent de 4 et cette dépendance ne peut être qu'une propor- 
tionnalité d’après les propriétés d’additivité de l'intégrale ; d’où : 


SD == [403.80 — 9). 


e/ 


o 


Mais la fonction à n’existe pas (1). 

En dehors de cette impossibilité mathématique, il est peu satisfaisant 
d'envisager des états pour lesquels q serait connu de façon absolument 
précise, ce qui va à l'encontre des conceptions tant de la physique clas- 
sique que de la physique quantique ; d’ailleurs Dirac reconnaît à la suite 
des critiques de von Neumann : « L’état représenté par un 4, avec des 
æ continus n’est pas d’une sorte qui puisse actuellement exister » (?). 

Un autre opérateur fondamental est l'opérateur (p) que l’on postulé 


) von Neumann. Fondements, 92, 153, note 84. 
) Dimac. Principes, 2° édit., 70. 


(1 
(2 


} 
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être, dans l'espace ep] , l'opérateur : Feu cet opérateur a des 


2ri T 
fonctions propres qui n’appartiennent pas à à & oi: les solutions de : 


h 


se (D = (q 


sont, en effet : 


2TL PH oo 
f(q)=c.exp _ kg et l’on trouve : J | f(q) P.dq = 


On ne peut donc légitimement considérer toute fonction d’onde comme 
décomposable sur ces f(g) qui ne sont pas de module carré sommable. 

f) Dépendance stochastique quantique des p et des q. — On 
déduit du calcul symbolique de Dirac une formule de changement de 
coordonnées quand on passe du repère impropre d, au repère 
impropre 


conduit à : 


pour tout état : 


= | Q itg, 


; h. 9 
puisque : p—— er , on déduit : 
; pe li .a(q" | p) 
PAT NRA à 
x Fe ’ ! 271 rer 
d'où : (g' | p}=a(p')-.exp —55 pq". 


On détermine a(p') en écrivant que l’on doit avoir : 


fa - 


LE J\vy \N fi 44 
JL, C1 g)4q' Gp" 9} = ip —p") 


c'est-à-dire que l'intégrale du premier membre doit jouir des propriétés 
intégrales de la Hétu è ; donc que : 


see Lee 11 LAS 
A dp" |__(p'|gdg' (pla = 


I h lim. ("ne Ci p’ as 3) The 
TEE 


Rs pe 
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et d’après les propriétés des intégrales de Dirichlet : | a | — 1/VA ou, 
en modifiant convenablement les phases des d; on peut prendre : 
a=—; : d’où enfin : 

IT 
fo (x 2TL 
(Qu) (PA1)= [os G lsespe ET pgdg 


qui établit entre les p et les g une dépendance stochastique du même 
type proprement quantique que la relation (Q) de la page 457. 


I-A-3: AMÉLIORATIONS APPORTÉES PAR VON NEUMANN AU CALCUL SYM- 
BOLIQUE DE DIRAG ; NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DE DÉPEN- 
DANCE STOCHASTIQUE QUANTIQUE DES D ET DES g. — Von Neumann 
montre (t) que les valeurs propres de A, c’est-à-dire les solutions À pour 
f(q) non nul de l'équation : 


Af = If 


ne peuvent exister qu aux points de discontinuité de certains opéra- 
teurs E appartenant à A et qu’il définit par les conditions S,S:S3 sui- 
vantes : 


S1 : pour À, E, — 1 
pour =, Ep 
À 
pour À + 6, E,+E;, (ÀZ lo) (continuité à droite) & 


S: : E; est opérateur de projection et E,, <E;,» si X <<” 


+ 00 
Ss: [Af, = [2 X.d\E; f.g](le second membre est une inté- 


grale de Stieljes) ; 
l’ensemble des E, s'appelle une décomposition de l’unité appartenant 
à A. 
En posant alôts NOR Er, Le. E,, (L étant l'intervalle X LA LI) 
on montre que si l’on admet que : 


Espérance mathématique de A — À —{[A9, »] f 


on en déduit que la probabilité pour À de prendre une valeur comprise 
dans l’intervalle I est : 


Î Eo  =[Ee, e] () 


(!) Fondements, 78 et s. 
(2) Von Neumanx. Fondements, 139 et s. 


x 


( 
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Or il existe des décompositions de l'unité et l’on peut donc définir la 
probabilité de trouver une valeur appartenant à un intervalle donné 
pour À même pour des A qui n’admettent pas de solution au problème 
des valeurs propres (1). : 

Par exemple pour A — g on obtient des E;-par les conditions : 


E,.f(g=f(g), si g<A 
== 6, SL Qu x 


d’où : probabilité que q appartienne à l'intervalle g'q"” est : 
2 de a) 

Eee (7 1 eu dy 

puisque : - 
Evo —=%w Si gest dansi 
= 0 si  gn'est pas dans Î 
Pour p la probabilité qu’il appartienne à l'intervalle p'p"” est : 

Eu l?; or on démontre (?) que l’on obtient des E; en transmuant 
les E, de l'opérateur p dans l’espace &(f)) par la transformation uni- 
taire de Fourier : 


I + Ti 
D=% [exp p9.f(p).dp 


On déduit donc des propriétés de cette transformation unitaire que : | 


d p”" 4 2 } 
Ego PJ? 1 ft) l.dp 


d’où la dépendance stochastique quantique des p et des q. 

Il est d’ailleurs digne de remarque que von Neumann ne souligne 
pas le caractère stochastique de la dépendance entre f(p) et o(g), son 
but étant de chercher un énoncé plus régulier que celui de Dirac du 
problème des valeurs propres. 


I-A-4. SUR UNE MODIFICATION POSSIBLE DE L'ORDRE DES POSTULATS 
QUANTIQUES. — Par Tolman (*), la composition quantique des probabi- 
lités exprimée par : 


DES: 2Ti 
Qu) : DE [EG Deep — pqdg 


qui n'apparaissait jusqu'ici que comme étant une simple formule de 
changement de coordonnées dans l'espace de Hilbert, est élevée au 


(:) Von Neumanx. Fondements, 92. 
(2) Von Neumann. Fondements, 95. 
(3) Tozman. Prencipes, 193. 
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rang de postulat fondamental de la mécanique quantique ; considérant 
Alors l’espace hilbertien des états comme réalisé par les (g | ) ou par 
les (p | ) le calcul de la valeur probable de p se fait par la formule : 


le | (2 | )dp= | pp | )Cp 1 }*dp 


et, en utilisant (Q,;) : 


et a fesn pr). Drap 


+h 


a fe. |) Fe q F = [ee 2TL 2q ?] (9: 


(produit scalaire dans l’espace hilbertien). 
On en déduit que tout opérateur F(p, q), analytique en p et q : 


= re ES) v]. 


On peut tirer de là, comme Arnoux l’a montré (?), le théorème des 
valeurs possibles et le théorème de décomposition spectrale ou, plutôt 
l'interprétation des coefficients qui y apparaissent comme probabilités 
de ces valeurs possibles ; on voit que par cette voie la considération des 
fonctions et valeurs propres de certains opérateurs découle de (Q,,) et ne 

le précède plus ; mais l'introduction de l’espace hilbertien des (q | ) ou 
des (p | } et celle de (Q,,) comme postulat restent purement heuris- 
tiques. 
. Nous nous proposons une analyse de ce concept et de ce postulat afin 
de les rendre élémentaires ; les énoncés auxquels nous les réduirons 
devant régler directement les difficultés majeures de la nouvelle statis- 
tique, à savoir les interférences de probabilités. 

On peut en effet considérer comme peu satisfaisant que l'introduction 
d’une base complexe pour les probabilités se fasse par des postulats qui 
ne sont pas uniquement probabilistes. 

Les postulats statistiques sont en effet secondaires dans le schéma 
axiomatique habituel, à tel point que l’on réserve usuellement le quali- 
ficatif « statistique » à la théorie des mélanges d’états et qu’on le refuse: 
à la théorie des états purs (voir Tolman) ; des modifications essentielles 
dans la composition des probabilités semblent découler accidentellement : 
d’hypothèses simplement interprétatives dans une théorie dont les. 
. fondements leur sont étrangers ; il semble que ces bouleversements 
tiennent à l'introduction de l’espace de Hilbert : or Dirac se borne à 
_ justifier l’utilisation de coefficients complexes par l'utilité « de permettre: 


(!) Jucra. Ouvr. cité, 2, 65. 
(?) Arnoux. C. R., 17/1/44. 
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à certains exemples de composition de contenir une infinité d’ordre 
suffisant (à deux paramètres par exemple) d'états » (1). 

Une réduction du nombre des postulats statistiques indépendants est 
réalisée par Von Neumann (?) : il montre que si l’on admet la corres- 
pondance biunivoque entre les opérateurs hermitiens de l’espace de 
Hilbert et les grandeurs physiques et en supposant : 

a) que si (R) est l'opérateur de la grandeur R, (/{R)) est celui de la 
grandeur f'(R) ; 

b} que si (R), (S).. sont les opérateurs des grandeurs R, S... l’opé- 
rateur : (R}) + (S) +... est celui de la grandeur R + S + … 

Il suit de la propriété fondamentale des espérances mathématiques, 
savoir : 


Esp.(aR + dS + ...) —4aESp.R + bEsp.S + … 


+ 


que l’on doit poser : 
Esp.R = R—{[(R)9, +] 


d’où l’on peut déduire par la méthode d’Arnoux les autres énoncés sur 
les probabilités. 

Ce résultat montre clairement que les difficultés statistiques ulté- 

rieures sont contenues en puissance dans l'introduction de l’espace: 
-hilbertien. 
On ne peut considérer comme une justification de l’usage de cet 
“espace sous la forme des fonctions (g | ) et (p | ) à module carré som- 
-mable, l'analogie assez vague que signale Tolman : «exactement comme 
une spécification duale des coordonnées et des vitesses est nécessaire 
pour déterminer l’état d’un système en mécanique classique, ainsi, 
régalement, une signification duale correspondant aux deux nombres 
spécifiant notre probabilité complexe est nécessaire pour déterminer 
l’état mécanique quantique ». 

M. J.-L. Destouches (°) analyse plus en détail la notion d’ « état »; 


ce que nous avons appelé « principe de décomposition spectrale » : 


g= Ÿ (a | )be, 


devient un théorème déduit dé la définition de l’équivalence des 


«Eléments de prévision ». Si l’on considère alors, comme nous le ferons 


(1) Dirac. Principes, 2e édit., 16-17. 
(2) Von Neumann. Fondements, 20/-227. 
(5) J.-L. Desroucnes. Principes, chap. VIII. 
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! nous-même plus loin, un sous-ensemble de valeurs de a soit : 
di, >, .… On et si l’on écrit : 


avec : 


on en déduit : (a; | }— cicu. 
On admet d’autre part que la probabilité P,, | doit être une fonction 
universelle des modules des coefficients complexes (a; | ) : 


Pa; | = TIRE 


Or, le théorème des probabilités composées s'appliquant au sous- 
ensemble &;, &, .… on en déduit que l’on doit avoir : 


{C1 Cui. exp ta) = f(c1), f(eu) 


où : A(R:y: exp id) = f(x). JU) 


M. J.-L. Destouches montre alors que la seule solution générale con- 
tinue et uniforme de cette équation fonctionnelle est : 


f&)=l1zff k#>œo 


mais il reste à fixer Æ : &« ce choix exprime une des lois les plus fonda- 
mentales de la physique... on sait... par la mécanique ondulatoire 
non relativiste que l’on doit poser : 


k—2, ou f(x) = |x|?» (p. 540-54r) 


(c'est d’ailleurs à ce choix de À que M. Destouches réserve le nom de 
principe de décomposition spectrale). : 
En définitive, l'hypothèse essentielle, dont découlent les interférences, 
reste fondée sur le déroulement historique de la théorie et sur la 

convenance des déductions qu’on en tire. 


I-B.Propriétés de la dépendance stochastique quantique inassimilables 
par la statistique classique. — I-B-1. Apposrrions. — Nous avons vu 
que si l’on mesure à puis b la probabilité de la séquence a;, b, est : 


Pain @ lle (6) fe. 
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Si cela ést possible, én considérera la mesure de ces grandeurs dans 
l’ordre inverse, savoir : d’abord mesure de b puis de a; la probabilité . 
de la séquence b,, a; est : 


Ft tag = À Ga D) À 21 (Ge ed F 


Te: (04 | a) = (a; | b,)*, et par suite P:, pa, et P;, Lu Se présentent soûùs 


i 22 de deux dE dont les eds facteurs sont identiques, les 
pemiers étant différents ; donc : 


Pé | br PS Pr | a; 


Il s'ensuit que l’on ne peut considérer P;; |, comme une probabilité 
d'apposition dans laquelle l’ordre serait indifférent ; l’ordre est essen- 
üel en statistique quantique. 
Si best mesuré, sans mesure préalable de a la probabilité ps | de 
la valeur D; est donnée par (Q) : 
2 
d'a | \(@ 16) 


L 


Ps, = 


Si b est mesuré après une mesure de à la probabilité P lé de la 
même valeur est donnée par les principes des probabilités composées 
et totales : 


Pin Par PIE IT: 1e 18) 


- par suite on a en général : 

Era | < P | ôx 

-et, s’il existe des probabilités d'apposition P,, |», Sans mesure préalable 

de a elles ne pourront être les probabilités des séquences 4, b, puisque 
l’on devrait avoir : 


DR ba) 


alors que : 


Pa | Dee ex 


Dans le cas des coordonnées et des moments conjugués J. Bass ('), 
‘reprenant un résultat de Wigner, a proposé une densité d’apposition 
de p et de g : 

pr)=%) (exp peg— sl +21 )*ds 

(1) J. Bass. CG. R., 9 juill. 1945. 

Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Juillet-Août 1950). 30 


LS ” M a D . TARS 72" p Pres, 2 É. 
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qui jouerait, dans le cas de ces variables-continues, le rôle de P,, | ô 
pour des variables discontinues. On a bien : 


fa 


[eg prdp= 1 (q 1) À 


Ce 


mais cette fonction p(g, p) n’est pas partout positive, anomalie grave 
pour une densité d’apposition ; il suffit pour le voir de supposer g =0 
et(g |) ou (5 | ) symétrique par rapport à g — 0 ou £—0 ; alors p est 
la valeur moyenne de cos. pe pour la densité | (z | ) |? et il suffit de 
prendre | (£ | ) |? suffisamment aiguë dans deux régions symétriques 
par rapport à z —0o et dans lesquelles cos. TE soit négatif ; 1l est 
clair que sa valeur moyenne sera négative. 


M. L. de Broglie signale (!) une autre insuffisance de cette fonction 
d’apposition : on devrait avoir : 


q| 22 0 Gone 
PTE 


en désignant par P{} la densité de probabilité de p déterminée par la 
connaissance de q ; or cela est impossible car cette densité est déter- 
minée par le principe d'ondulisation et égale à : 


2TL 
h 


| k.exp — pq = k? (constante) 
o(g. p) 


elle est différente de : TUE: 


Cette difficulté nous paraît cependant moins grave que celle consécu- 
tive à la possibilité de valeurs négatives ; en effet l'interprétation de : 


| e(p, g P =] k.exp — € pq |? 


comme étant une densité de probabilité liée est une conséquence de la 
relation : 


Pue J\s ! LA 
?(P3 q) ts Cp; gg — q')dg 


qui montre qu'elle est la transformée par (Q,,) de la fonction Singu- 
lière de Dirac ; donc qu’elle est bien la densité de p correspondant à la 
certitude de la valeur g; or nous avons signalé le peu de rigueur 
mathématique des raisonnements qui font intervenir la fonction à et 


même leur peu de convenance physique à une grandeur à valeurs 
continues. 


(") L. ne Broëuie. Revue Scient., 1948, nos 3292, 3, 250: 
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D'ailleurs nous avons aussi signalé que : 


le(p' q)P= A? 
et par suite n'est pas sommable en p de —c ‘à + co ,il paraît donc 
que la critique précédente est tout autant une critique des calculs sym- 
boliques de Dirac que de la pseudo-fonction d’apposition de Wigner- 
Bass, Nous analysons ci-après les raisons de l'impossibilité d'existence 
d’une fonction d’apposition en statistique quantique. 


I-B-2. ImPossiBILITÉ DE CONSTRUIRE UNE FONCTION D'APPOSITION QUI 
SATISFASSE A TOUTES LES EXIGENCES CLASSIQUES. — La densité de proba- 
bilité du couple : « g dans l'intervalle g:g» et ensuite p — p' », lorsque 
l’état est (g | ), est (voir plus loin, I-A-3) : 


d(qiq» | Py=| fa | )(p" | dpi = JE LEFG na" pag" 
avec : 
F(g,p}={q | )(p° 19) et PRG: 
donc si l’on pose : 
PGI GP) BI" p) 


BA et B étant des fonctions réelles, il vient : 

Wa) dg: | p}= 1e : LA PAG' D) + B(gp)B(q"p)dg'dg". 
S'il existait une fonction densité d’apposition g(gp’) on aurait : 

(é) da: 1) J 'atrda 


.q devant être positive, d(g1q2 | p') serait une fonction croissante de > 
et positive ; or le second membre de (a) est bien positif et l’on peut, 
pour un état et un intervalle donnés, trouver un infinité de fonctions. 
positives g(gp') satisfaisant à (b) ; mais quoique son intégrale soit tou 
“jours positive dans les carrés qi <q < 4», qi <q" Ga, la foncuon 
A(g'p')A(q'p") + B(q'p')B(q'p') n’est pas positive partout et il s’ensuit 
que son intégrale n’est pas une fonction constamment croissante de 
V’abscisse g2 du côté supérieur de ce carré ; cette intégrale ne peut donc 
pas se mettre sous la forme (b), avec une fonction g positive, dans tout. 
le plan. 

La critique présentée par M. L. de Broglie dans l’article cité peut 
s’énoncer ainsi : la fonction de Wigner-Bass satisfait à (b) pour 
qi —— et J:— + ; elle n’y satisfait pas pour un intervalle infi- 
niment étroit g1g2 ; (avec les réserves que nous avons présentées sur le 
remplacement d’un intervalle infiniment étroit par une valeur déter- 
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minée de g à l’aide de la pseudo-fonction à de Dirac); mais nous 
voyons qu’elle ne peut satisfaire à toutes les exigences du type (b) et 
que cela tient essentiellement au caractère non toujours croissant en » 
du d(qiq2 | p') quantique, c’est-à-dire en définitive à l'interférence des 
probabilités. | 

Cette impossibilité de définir une fonction d’apposition convenable 
réduit donc les énoncés sur les grandeurs liées stochastiquement à la 
manière quantique à être des énoncés sur des séquences; cette 1mpossi- 
bilité peut donc se traduire par un principe de complémentarité (Bohr) 


interdisant la mesure simultanée de deux telles grandeurs. Ses consé- | 


quences vont même plus loin puisqu'elles entraînent l'exclusion de 
toute proposition dont l'énoncé contiendrait une prise en considération 
simultanée de deux telles grandeurs ; elle entraîne donc une modifica- 
tion des règles du produit logique. On peut incorporer cette nouvelle 
logique dans l’ensemble des postulats de la physique théorique (!) (?). 


I-B-3. INTERFÉRENGES DE PROBABILITÉS. — De ce qui précède on 
déduit aussi qu’il faut, en statistique quantique, dans le cas des opéra- 
teurs non commutants distinguer les « séquences effectives » dans 
lesquelles un caractère 4, peut être effectivement décelé avant le carac- 
tère consécutif b;, des « séquences hypothétiques » ou ce n’est qu'a pos- 
Leriort que le problème se pose d'attribuer le caractère a; après avoir 
constaté le caractère b;, quoique 4, ait dû, « semble-t-il », précéder b; 
dans le temps! 

La difficulté principale de la statistique quantique nous paraît résider 
dans le fait qu’alors il semble nécessaire qu'il y ait eu séquence az, b,, 
si cette séquence garde le caractère hypothétique, du fait qu'il n'y a 
aucun dispositif expérimental capable de déceler le caractère antécé- 
dent a;, on cesse d’avoir : 


(Che Hal) tel 


composition classique valable pour les « séquences effectives » pour 
AVOIr : 


É LT 2 
(OQ): Psy) dax | X(@ | b) 
1 k 
composition quantique qui en est différente. | 
Il nous paraît, d'autre part, essentiel dé ne pas nous borner à des 


e 


énoncés purement négatifs, comme celui qui constate que la composi-. 


tion (C) n’est pas la composition (Q) mais plutôt de remarquer que (C) 


(*) Mme Desroucues-Février. Journal de Phys., 1939, vol. 10: Thèse Math. 


Paris, 1945. 
(2) J.-L. Desroucnes. Princ., I. 


NS. 25 | HET 4 FA A 
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. et (Q) ne sont pas totalement indépendantes l’une de l’autre et d'essayer 
_ de caractériser leur écart en térmes de probabilités. | 
Nous montrerons que l’on peut réduire le cas général où le carac- 
tère a peut prendre une suite finie quelconque, ou infinie dénombrable, 
ou continue, de valeurs, au cas où il n’y à pour a que deux valeurs 
possibles a; et «> et pour fixer les idées, on pourra supposer, que le 
. caractère à est, pour le corpuscule, celui d’être passé par l’une ou 
l’autre des deux fentes dans une expérience d’interférence par la 
bi-fente de Young. | 
La statistique quantique considère la probabilité pour un corpuscule 
d'être repéré à la fente 4; comme déterminée soit : 


Pay = | (ar | P 


Est également déterminée, la probabilité, quand le passage a été 
constaté en 4,, d'atteindre b; (à db; près) sur l'écran, soit : 


po | (ax | bi) 


et, par le principe des probabilités composées, est également déter- 
 minée la probabilité de la « séquence effective : « fente az, puis inci- 
- dence en b; », soit: 


PA Par | }P lait 8) 


. et, par suite la probabilité totale d'incidence en b;, « après repérage 
- effectif aux fentes » est : 


G Phn=Pape + Per] (a Lane | (as | b;) F 
; | (a: |) À 1 (a | à) 


il n'y a donc pas d’interférences des probabilités dans les « séquences 

* effectives » (!) ; cela suppose qu'il existe un dispositif de repérage des 
passages aux fentes, par exemple (?), que l’on a rendu le réseau suscep- 

! tible de petits déplacements correspondant à la réaction pour la dévia- 

* tion du corpuscule en marge de la fente. 

Mais s’il n’y a aucun dispositif de repérage aux fentes la probabilité 
totale d'incidence en b; est donnée par : 


CO) : Ph (61) = | en | Je | 8) + (a | Ja 1 di) 5: 


(©) 


* or (Q) n’est qu'exceptionnellement équivalent à (C), et elle permet, 
- contrairement à (C) l'annulation de la probabilité totale, sans annula- 


(1) L. ne Brocue. Rev. Scrent., art. cité. 
(2) Heisénserc. Colloque de Genève sur les probabilités. Compte rendu 
- par B. de Finetti. Act. Scient. Hermann, n° 766, 35. 
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tion simultanée des probabilités composantes, en quoi consiste l’« in- 
terférence des probabilités ». 

On pourrait penser que l’un des principes des probabilités composées 
ou des probabilités totales est ainsi mis en défaut, ou les deux. Mais 
dans l'application du principe des probabilités composées on ne fait 


; : AS ARTE 2 dy . 4 , 
intervenir la probabilité déterminée P [5 que lorsque le caractère a, a 


été effectivement reconnu préalablement au caractère b, ; leur applica- 
tion n’est donc légitime que dans ce que nous avons appelé les 
« séquences effectives » ; dans ce cas le résultat obtenu est quantique- 
ment convenable (!). Dans les « séquences hypothétiques » l’applica- 
tion de ce principe n’est plus légitime, ce ne sont donc pas ces prin- 
cipes qui sont en défaut dans ce cas ; dans ces sortes de séquences le 
fait d'avoir eu le caractère a; est purement hypothétique parce que 
relevant uniquement d’un jugement a posterrort. 

Examinons également une supposition assez naturelle exprimée dans 
une communication de M. A. Sesmat (?) qui suggère une interaction 
possible des corpuscules entre les fentes et l'écran qui expliquerait les 
interférences ; mais la composition quantique (Q) règle les probabilités 
d'incidence d’un corpuscule unique ; c’est plutôt qu’une moyenne sur 
des incidences nombreuses, une espérance mathématique d’incidence 
pour un corpuscule à la fois, et elle doit être vérifiée même s’il n’y a 
jamais qu’un corpuscule à la fois entre les fentes et l’écran (*). 

On peut énoncer (*) : 

« Il est impossible de dire que, pour venir en b, le corpuscule a 
nécessairement passé par 4; où par &: » et y voir une négation du déter- 
minisme ; car, dans l'hypothèse inverse (5) : (aucune image familière. . . 
n’explique pourquoi des corpuscules... sont empêchés de tomber en 
certains points de l’écran parce que les deux fentes sont simultanément 


ouvertes » ; puisque la somme de deux probabilités non nulles ne peut 
donner zéro. 


Cherchons à préciser,.en vue de son utilisation ultérieure la proposi- … 


tion (4) purement négative d'Heisenberg : 
Se SE 
Si l’on pouvait dire que le corpuscule «a eu » le caractère a, ou le 
caractère a2, avec le sens précis suivant : il a eu l’un ou l’autre et s’il a 


SU NE c er 
eu l’un il n’a pas eu l’autre, comme nous connaissons les probabilités 
4 priori de a; et de & savoir : 


Pay = | (|); P,, == | (a |) | 


11) Cours de calcul des prob., Borel, I-1, p. 2. 
(2) A. Sesmar. C. R., 1044, 218, 744. 

() L. ne Broerre. C. R., id., 746. 

{*) HeisenBerG. Colloque cité. 


(5) Lixpemann. Physical signif. of the Quant. Theory, 117. 
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ainsi que les probabilités déterminées : 
Le] 


Pia e) b) |; PT | (as {0 |? 
et la probabilité de b,, soit : Pé; = | (b: |), le principe de Bayes 
donnerait deux probabilités « posteriori : 
Bip Pin, phio VEN 
AUS sl Prspe SA Sont A 


probabilités d’ (avoir eu » le caractère 4, alors qu'il & a » le carac- 

tère bd, ; mais on aurait alors : 

P palip p® 
M 0 te 46 as |.Maa | 65) + LU fa j Mas | 69 P 


| ds 
Po TT Julia 6) + (@l N@æléne 74 


P f + 57 | ne 
ce qui est inacceptable. 

On peut alors se demander si le principe de Bayes ne devrait pas 
être abandonné en statistique quantique ; mais si l’on examine la forme 
élémentaire de ce principe (!) on y reconnaît que l’on suppose qu'il ya 
alternative stricte des jugements d'attribution de à, et de a: ; on peut 
déduire la forme habituelle des probabilités a posteriori de Bayes d’un 
postulat élémentaire équivalent au suivant : quand on sait qu’une 
| 
ur | 
séquence a;,b; est proportionnelle à la probabilité a priort de cette 
D | b; 


séquence présente le caractère b; la probabilité P," que ce soit la 


séquence P,,,, ; on a alors : — À); À ne devant dépendre que du 
k | i 


Paz | 


renseignement acquis soit : À— }(b;) ; d’où : 


b; 


Pa, | 5, = \(b PJ 1 ) LR | = X(b)Pd l 


et «s’il y a alternative stricte entre a, et a: » on trouve par addition : 


EP: 5, = (bi) ; d’où les formules de Bayes. La non-convenance quantique 


. de ces formules peut donc être attribuée à ce qu'il n’y a pas alternative 


ou disjonction stricte entre a, et @&; c’est, semble-t-il, la disjonction 
faible de Mme Destouches-Février (?), ce qui précise la proposition de 


 Heisenberg. 


L'interférence des probabilités exprimée par (Q) ou par (Q,,) nous 


- paraît être la difficulté majeure de la mécanique ou statistique quanti- 


que ; elle touche, ou à des lois fondamentales comme le déterminisme, 
ou au concept d'individu corpusculaire, ou aux deux. Elle est la traduc- 


. Lévv. Calcul des probl., 16-17. 


()P 
| (2) Mme Desroucues-Février. C. Æ., 221, 287-288. 


| 
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tion immédiate de la géniale, mais incompréhensible, association 
. L 3 


«onde-corpuscule » que nous devons à M. L. de Broglie. 

Elle nous paraît plus essentielle que les difficultés qui découlent de 
l'impossibilité des mesures simultanées des p et des g, dont on peut 
donner une justification mathématique fondée sur les interférences, 
comme le montre la suite de notre travail qui les prend pour base de 
toute l’axiomatique ; même le raisoñnement imagé, bien connu sous le 
nom de « théorie du microscope d’Heisenberg » où l'on admet que la 
lumière qui éclaire le corpuscule à repérer communique à celui-ci des 
variations de quantité de mouvement par quanta, transfère la difficulté 
de ce repérage à la conception à la fois corpusculaire et ondulatoire de 


la lumière, c'est-à-dire au problème des interférences de probabilités. 


Egalement la preuve que donne von Neumann de l'impossibilité de 
rétablir la non-contradiction des mesures simultanées par l'hypothèse 
des paramètres cachés, consisté à déduire de la règle de composition 
quantique, c’est-à-dire des interférences, des propositions incompatibles 
avec cette non-contradiction. (Impossibilité d'annulation de certaines 
dispersions ; irréductibilité des matrices d'états purs aux matrices de 
mélanges d'états, les premières seules vérifiant : U? — U — 0) (!) (°)._ 
4 = 


Il. — Introduction de l’espace de Hilbert. 


II-A. Caractère aléatoire de certaines disjonctions & a posteriori », 
susceptible de fonder la composition quantique des probabilités (intro- 


duction de l’espace de Hilbert) par une « schématisation appropriée » 


du corpuseule en concept de «poids corpusculaire » de ces disjonctions. 
— II-A-1. Le concept de corpuscule est l'affirmation d’une solidarité 
entre divers caractères, par exemple le caractère a et le caractère b ; 
cette solidarité se manifeste par la possibilité d’un couplage de leurs 
valeurs a,, b;; mais le caractère corpusculaire de ces couplages est 
conditionné du point de vue classique, par le fait que l’attribution de 
certains couples de valeurs d’un même caractère constitue une alterna- 


tive stricte ; par exemple s’il n’y a que deux fentes a; et @, à un réseau 


et si un corpuscule frappe l'écran qui suit ce réseau, ce corpuscule est 
passé par a, ou par @, ; ou encore, si un corpuscule de moment donné p' 
à dp' près), est sur un segment de droite, il est sur l’un ou sur l’autre 
des deux sous-segments en lesquels on peut disjoindre le segment 
primitif. ï 

Or, on peut considérer, du point de vue mathématique et dans l'hypo- 
thèse du tiers exclu, que, seules, constituent a priori de véritables 


(1) von Neumann. Fondements, 220 et suiv. 
(2?) Loxvon et Bauer. T'heorie de la mesure... Act. sc. Herman. 
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alternatives ou disjonctions, les propositions contradictoires 4, et © @ 
_ (non 4;). 

Mais, savoir s’il y a alternative stricte entre a; et a est un problème ; 
y répondre affirmativement constitue une schématisation préalable qui 
se trouve être inadéquate en statistique quantique; elle n’est pas 
« schématisation appropriée » (t) (?) du concept de corpuscule. 

Cette disunction, entre le calcul des probabilités des propositions, 
purement formel, et ses applications au réel est l'hypothèse sur laquelle 
Keynes fonde sa démonstration des principes de ce calcul (3) ; le fait 

qu il ne s ‘agit que de propositions a où æ a, b ou + b, permet une 
Dental complète des seules combinaisons possibles : (a, b), (a, xb), 
(+ a, b), (& a, = b) s'excluant mutuellement et le décompte des cas 
favorables à chacune d'elles (voir aussi (*)). 

Nous référant à l'analyse que nous avons donnée au $ I-B-3 des pro- 
babilités a posteriori de Bayes, nous ne considérerons leur utilisation 

É comme légitime que dans le cas où il s’agit d’une disjonction a poste- 
riori ice deux Phi NAN eo les probabilités à calculer 
étant de la forme : Pit É PL |: 

Nous ne nous bornerons pas à dire avec Heisenberg que l'affirmation 
déterministe : « le corpuscule est passé par a, ou par 4: » est dénuée de 
sens du point de vue quantique, ce qui est exact, mais trop purement 
négatif pour servir de fondement à la statistique quantique. Supposons 
que nous voulions remplacer l'affirmation classique de disjonction entre 
les jugements d'attribution de 4, et de a; par un énoncé ayant un 


contenu objectif, et dont l’énoncé classique constituerait l’approxima- 


tion ; nous sommes conduits à chercher quelle serait la méthode possible 
de vérification du jugement de disjonction ; la situation est la même 
que celle qui a conduit du concept métaphysique de simultanéité absolue 
au concept objectif relativiste ; celui-ci a pour contenu ce qui a été 
dégagé de l’étude des signaux destinés à vérifier le premier ; et, de 
même que la négation pure et simple des jugements de simultanéité à 
distancæ ne construit pas la relativité restreinte, mais que celle-ci est 
construite par le remplacement du concept métaphysique de simultanéité 
par les nouvelles règles déduites de l’analyse des signaux, de même la 
négation pure et simple du déterminisme des attributions de caractères 
a posteriori ne construit pas la statistique quantique ; il faut assurer 
le remplacement de ce déterminisme par des règles déduites de da 
méthode même que l’on peut appliquer à sa aies ù 
Mais alors se pose la question suivante : 


(:) G. Darmois. Cours Borel, IV, 3, note VI. 
(2) B. pe Finermr. Colloque Genève, Act. Sc. Herman, 766, 30. 
(3) Keynes. À {realise onprobab. 

() Scuroncer. Proc. Roy. Irish Acad., 51 A, 1947, 5, 19. 
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Quelle est la métliode qui permet d’accoupler a postertort l'un des 
deux caractères antérieurs a, où a au caractère postérieur b;, s'iln’ya 
aucun critère objectif qui justifie cet accouplement ? 

Du point de vue classique même, cette attribution ne pourra être 
qu'aléatoire ; puisque «& posteriori et sans critère. On couplera au 
hasard, au caractère b, soit le caractère a,, soit le caractère 43. 

Le maximum de détermination que l’on puisse consentir à une telle 
opération, est de supposer que les probabilités d’attribution de a, et 
de © &, d’une part, et celles de a; et de + @, d'autre part, sont déter- 
minées séparément et classiquement, par le principe de Bayes, dont 
l'application est légitime dans leur cas, et si l’on dispose des probabi- 
lités a priori nécessaires ; or on connaît ces probabilités, d’où : 


| a | 

DER Pi; Pie, 
a, | ni D P p# | p az ] 
4, | | b; Me a, | E | bi : 


ete 
b 
pue | — Ee | 


naturellement, Po est égal au pie que donnerait la disjonction 
de a, et de a, si elle était légitime. 
Pour utiliser ces probabilités à l'examen du problème de la légitimité 
de la disjonction de a, et de 4:, ou « problème corpusculaire » : 


= .(@i y &) ? 


il faut supposer que les affirmations ou négations de a; sont indépen- 
dantes de celles de a: ; afin de ne pas présupposer la réponse à cette 
question, c’est-à-dire présupposer que + 4, implique a; et réciproque- 
ment ; on doit donc considérer comme possible la non-attribution de a; 
ni de @&, et aussi l’attribution simultanée de à, et de @. 

Supposons donc deux observateurs, indépendants l’un de l'añtre, qui 
sont chargés de dire, a posteriori et sans critère objectif, donc au 
hasard, mais connaissant les éléments nécessaires à l’application légi- 
üme du principe de Bayes à leurs affirmations et négations, le premier 
si l'incidence en b « vient ou non de a; », le second si elle « vient ou 
non de a: », Sans qu'ils supposent que les réponses du premier doivent 
déterminer celles du second. On peut supposer que chacun procède par 


tirage au sort des a; et  a;, dans une urne dont la composition est. 


réglée par le principe de Bayes. 

Si le premier observateur attribue à b, le caractère à; et le second le 
caractère + a:, un classique considérerait qu’il y a « un » corpuscule 
de caractère b:. | 

Si le premier attribue à b, le caractère a; et le second le caractère Gas 


#7 
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le même classique considérerait qu’il y a deux corpuscules de carac- 
tère b;. & 

Si le premier attribue à b; le caracrère + a, et le second le carac- 
tère a: ce classique considérerait qu’il n’y a eu « aucun » corpuscule 
de caractère b,. 

Abandonnant ainsi l'alternative stricte des caractères antérieurs dans 
le cas où il n’existe aucun moyen de disjonction effective, pour la rem- 
placer par une disjonction aléatoire, nous sommes conduits à remplacer 
la notion de corpuscule par la notion de « poids corpusculaire aléatoire » 
de chaque constatation du caractère b;, par exemple de chaque incidence ; 
ce poids Pp est la somme de deux variables aléatoires +4 et +2 qui sont 
supposées indépendantes : 


Le ri + Te 
les seules valeurs possibles de p étant : 0, 1, 2. 
Pour chaque constatation du cäractère b;, le premier observateur 


attribue l’une des valeurs o ou 1 de la variable aléatoire x, la probabi- 
lité d'attribution de la valeur 1 étant, comme il a été dit, celle de 


b; , 4 : b; b; 
Bayes : P,] É et celle de o, son complément à 1, soit : A = le Pl L 
valable pour les classiques. 
La valeur probable de +{ est donc : 

= b; b: b; 

Te I PJ l + o.P À —P, l 
sa dispersion, ou écart-type, ou écart quadratique moyen, est : 

2 b, | o b, 


Brut -rli)rlte(o—vly)elt rlè) 


De même le second observateur attribue l’une des valeurs de o ou 1 
à la variable 7; de valeur probable : 


, 


et de dispersion : 


La théorie des sommes de variables aléatoires indépendantes donne 
pour valeur probable du « poids corpusculaire » p : 


arte. PAEN 
p=ñita=plt+ plie; 
et pour sa dispersion : 


a 2 /PA PIE (0. 


(‘) Frécuer. Cours Borel, 1-3 (1). 
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Il en résulte que le contenu objectif de l'affirmation de disjonction 
a posteriori doit être réduit à : 
« La valeur probable du poids corpusculaire d’un couplage a poste- 


riort est 1 ». | 
Mais cette valeur probable présente par nature une certaine imprèci- 
sion et nous appellerons corpusculaire tout ensemble de couplages dont 


le poids moyen ne s’écarte pas de la valeur probable 1 de plus de cette. 


imprécision. 

Le corpuscule construit a posteriort est donc bien probablement ou 
en moyenne un individu au sens classique, mais probablement ou en 
moyenne seulement, et cette nouvelle définition par le poids corpuscu- 
laire, comporte un « coefficient de précision » 


> 
7 

= 
SE 


: I 4 RE s : 
Nous dirons que = est l&imprécision du poids corpusculaire ». Cette 


b; 


imprécision est donc égale à : 2 VAI Ps | (c’est l’écart-unité de Borel); 
il suit de là, que pour un nombre donné n de constatations du carac- 
tère D, il y a nr couplages probables avec les deux valeurs de a, mais 
qu'on peut, en maintenant le caractère corpusculaire tolérer sur nr un 
écart au plus égal à : 

1 Pi ‘he c'est-à-dire tel que : Li 2 VI j PJ 4; 

Du point de vue classique même, il devient naturel de tolérer, tout 
en maintenant la nature corpusculaire, et lorsque cette nature ne dépend 
que de la vérité du caractère disjonctif de certaines attributions a poste- 
riort, une certaine « imprécision » du poids de chaque constatation de 
b;; si cette imprécision tolérable est e (et l’on pourra, par exemple 
prendre e égal à l’écart-unité de Borel), il s’ensuivra que si l’on cons- 


tate n’ fois b; sur N détermination de la valeur du caractère b, au lieu 


de 7 constatations prévues par le calcul classique fondé sur des disjonc- 


tions strictes, on pourra légitimement affirmer la nature corpusculaire 


si l’on à : 


n—n| y 2 EE Mo 
= <e avec e égal éventuellement à 2\/P, | je 
; “| 


1 10) 9 | 


A 


u LU We 
Pour des nombres n', n, N suffisamment grands, ntend vers la 


probabilité classique P ;, et vers la probabilité réelle Pi,, 5 on 


(1) TraynarD, Cours Borel, 1-4. 


ik 


> 


ka 
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pourra donc tolérer entre ces probabilités tout écart relatif vérifiant 
l'inégalité : 


| Pol—Pie;] - FR =P 1 
PNR PE NE RUE NS 9 ; i i 
1) : Po <e, par exemple : Py» 


U 


| lé 
<2/P/7.PJ 


b; 
| 


Par ailleurs, utilisant l’image vectorielle des nombres complexes, on 
voit que la règle de composition quantique : 


(Q) : (bi |) (a: | ). (a | bi) + (a | (as | 0) 
&VEC : 


Pl): Pape) (lb) es Pen (a D).(&1b) À 


équivaut à l'hypothèse d'existence d’un triangle ayant pour côtés : 
VPs, |? Pa, | be Re la: £ 

è de \ 
elle équivaut donc à la double inégalité : 


| Ve | DEN VPa, | b; | < VPo 


ou encore à : NA 


< i | b; y bi : | a 


Nous avions été frappé par la signification simple et importante du 
second membre de (0) : c’est l’écart-unité des fréquences liées aux Ÿ 


b; 


probabilités de Bayes LA ; et PJ | ; cette remarque nous a guidé vers 
l'interprétation et le fondement que nous proposons pour la composition 
ondulatoire des probabilités : comparant la forme (Q") de la composition 
quantique à la condition (?) qui limite l’imprécision tolérable sur les FL 
probabilités compatible avec le maintien de la nature corpusculaire, on 
est conduit à l’énoncé fondamental suivant, à la fois interprétation et 
_ fondement de la composition ondulatoire des probabilités : | 

« La règle ondulatoire de composition des probabilités équivaut 
à tolérer sur le poids corpusculaire des couplages a posteriort une x 
, NE uRS ) à : 20 = RE TU 
imprécision égale à son écart unité : e—V25— 2 Pa Pal: — 

H s'ensuit que si, d'un point de vue classique, on met en doute la 
nature corpusculaire des couplages en se fondant sur l'interférence non 
classique des probabilités, par exemple dans l'expérience de la bifente 
de Young, il sera impossible, de ce point de vue même, de justifier 
l'hypothèse métaphysique de disjonction des caractères antérieurs ; 
l'écart quantique, € par incidence » n'excède pas l’imprécision de la 
vérification « par incidence ». 
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JIL. Remarques piverses. — à) Sur la méthode. — Elle est analogue 
à celle qui a conduit du concept métaphysique de simultanéité absolue 
au concept objectif relativiste ; ce dernier a pour contenu ce qui a été 
dégagé de l'étude des signaux destinés à vérifier le premier; cette étude 
des signaux constituant une critique objective et constructive des jJuge- 
ments de simultanéité qui ne se borne pas à la négation pure et simple 
de ceux-ci. mais qui leur donne un contenu objectif qui fonde la relau- 
vité restreinte. 

De même nous ne nous sommes pas borné à nier la vérité des juge- 
ments disjonctifs a posteriori, mais nous avons cherché à leur donner 
un contenu objectif, susceptible de fonder la composition ondulatoire 
des probabilités. : 

Il nous semble que l’on peut ainsi lever certaines difficultés pour 
tous ceux qui reconnaissent la légitimité et la puissance de la méthode 
qui fonda la relativité restreinte. 

b) Sur le caractère conventionnel du choix de l'écart-unité 
comme imprécision tolérable. — On peut caractériser la précision par 
a donnée de divers éléments numériques autres que le paramètre de 
précision À = et notamment par ce que M. Fréchet appelle les 
valeurs typiques de l'erreur : erreur absolue moyenne, erreur quadra- 
tique moyenne 6, erreur médiane... » (1). 

L’imprécision tolérée sur le poids corpusculaire qui est prise égale à 
son écart-unité n’est pas conforme au choix habituel de l'erreur à 
craindre ; mais ils sont conventionnels tout autant l’un que l’autre. 
Peut-être appartient-1l à la nature des choses que cette pondération 
relève d’une convention, puisque certains auteurs (?) refusent au calcul 
des probabilités, considéré comme se proposant de pondérer la logique, 
tous axiomes propres, pour le fonder uniquement sur des conventions. 

Par ailleurs, si l’écart-unité de Borel n'avait en théorie classique des 
erreurs aucun privilège spécial, on doit constater, quelle que soit l’inter- 
prétation qu'on en donne, qu'il est privilégié dans le calcul quantique 
parce que ce calcul est fondé sur une composition vectorielle. La vitesse 
de la lumière n’avait point de privilège parmi les vitesses « pensables » 
avant que la relativité restreinte ne lui en conférât un. 

Enfin l'instrument appelé « théorie des erreurs », à l’aide duquel 
nous appliquons le nombre sur le réel, permet de construire, à partir 
des observations, une « mesure » qui n’est pas en général l’un des 
nombres observés ; c’est ainsi que notre poids corpusculaire est cons- 
truit d’après des observations qui ne peuvent en révéler que les valeurs 
aléatoires 0, 1, 2. 

c) Place du résultat par rapport aux essais d'introduction des 


(!) Derraeis. Erreurs el moind. carrés, 16. 
(2) ScuroniNGer. Ouvr. cité. 
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probabilités dans une logique nouvelle convenable. On peut 
dégager du formalisme ondulatoire une nouvelle algèbre logique LORS 
on “a reconnaît les caractères d’une algèbre de géométrie projective. 

On peut à un second stade, tenter une axiomatisation de cette algèbre 
logique, soit en partie (1) en montrant que l'introduction d’une négation 
équivaut à celle d’une métrique hermitienne, soit en totalité (2). Il faut 
cependant souligner, d’une part, que. cette logique étant supposée 
explicitée et fondée. le problème d'y introduire un calcul des probabi- 
lités satisfaisant à tels axiomes ou conventions propres sera distinct du 
problème logique, d'autre part, que l’acceptation d’une logique axio- 
matisée pose des problèmes philosophiques d’une difficulté incompa- 
rablement plus grande que la modification de la « schématisation préa- 
lable » du concept corpusculaire, réalisée par une méthode qui peut se 
réclamer d’un illustre précédent scientifique, que nous proposons, 
quoique cette dernière, par la considération de « disjonctions a poste- 
riort, pondérées et non strictes », pose évidemment un problème 


logique. 


I[-A-2. Cas D'UN ENSEMBLE DISCONTINU, FINI OU INFINI DÉNOMBRABLE 
DE VALEURS DE 4. — a) Disjonclion des valeurs possibles de a en 
deux groupes. — On a donc : 


(b; | )= (ay | )(ax | 0); he 1} 2,3: 
soit à interpréter : 


| Cas | JG | bij + (@ | )@ | 0) 


Considérons la composante de l’état Ÿ sur l’ensemble linéaire sous- 
tendu par Ya, et à, , et soit P(a;, a) l’opérateur-projection de Ÿ sur ce 
sous-ensemble linéaire : 


æ(aie a»). Ÿ= (ai | Ya, + (&2 Ya ; 


projetons maintenant cette composante sur l’état Los 
Pb). L(aa)h ={(@ | Ja | bd) + (ar | )(a2 | bi), 
d’où : 
LG À JG@ | D + (as | Ja | D) = tb). Se) DIF = carré de la 


_ longueur du vecteur 2(b,).&laia:).Ÿ 
Or, si c est un opérateur quelconque tel que : 


Late. hier IA "—=P,,};, 


() Neumann-Birkorr. Ann. of math., 1936, 823. de 
(2) Mme Desroucnes-FÉvRIER. C. R., 249, 481 ; 221, 287 ; 222, 866. 
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dans l’état d ; on trouve : 


le@d.ete = | (es 1) 1 0) PP PA Pe, 10 


il 

Po; jo, étant la probabilité de la séquence c,, b; dans l’état y; or: 
Haas) P=|(ml)P + l(@l)/P=Pa va | 

dans l'état d, Pa V a, | étant la probabilité que l’une ou l’autre des 

valeurs 4, ou a: soit trouvée pour à dans l’état d; si € désigne l’opé- 


rateur-projection de l’état Y sur l’ensemble linéaire sous-tendu par 
Ua, et L,, nous devons interpréter : 


| 2(b,).S(aa).% [P comme: [|| Z(b).æ(c,)Ÿ 


Ês 


c'est-à-dire comme étant la probabilité de la séquence : « a admet l’une 
des deux valeurs a; ou &:, et, ensuite b vaut b; »: d’ou : 


| (as | as | 5) + (ae | )(ge | D) = Pa, Va, pe 


Soit alors un ensemble de valeurs de & : @a;, @:,.:. a, et soit : 


Pa, Vas Vas V'ay] y probabilité de la séquence : 4, Va: Va; ... Vas 


et ensuite D; ; disjoignons cet ensemble en deux groupes : 
CSA ak hr: 
Gr: @,, CTI ne 
et supposons que l’on applique aux trois probabilités : 
Pa Va VV, 155 Peito, Po:1b, 


la règle de disjonction approchée a posteriori des caractères antécé- 
dents G; et G2, que nous avons exposée au $ précédent ; il en découlera 
l'existence d’un triangle de côtés : 
| NS PO ae (RULTS / ES RS 
Ÿ Pa, Vas Ve N an] by VPa lb VPe: 1b; 


appliquant la même règle à des disjonctions successives de G; et de G:, 
et des sous-ensembles ainsi obtenus, on aboutira à l'existence d’une 
ligne brisée dont les côtés seront : 


ABS AT UC RE FAT ST RTE / 
VPa, V 4 SV an | b;s VPa | b;9 VPa, | bp Ÿ Ps, | b; 


c'est-à-dire à la composition quantique des probabilités : 


(1 }= Dax | )(@ | 0) 


k 
avec : 


(bi | ) PF = Pa va, VV | be et Palo = | (ax | )(ax b;) 


Le." 


4 
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Il n’y a rien d'essentiel à changer pour un nombre infini dénombrable 
de valeurs possibles pour à, la ligne brisée à un nombre infini de côtés 
se construisant de proche en proche par disjonctions successives. 

II-A-3. CAS D'UN ENSEMBLE CONTINU DE VALEURS POSSIBLES ; PAR 
EXEMPLE : CAS D'UNE COORDONNÉE Q ET DU MOMENT CONJUGUÉ D. — 
a) Probabilités de certaines séquences. Soit un intervalle A de l’axe 
des j compris entre les valeurs g, et g:(g2 >> q1). Considérons la décom- 
position de l’unité E, (au sens de von Neumann) appartenant à q, et 
soit : 

Et Dr DRE soit de même : A’, Pi, Do, E;, D les éléments 
correpondants pour p. La probabilité de la séquence : 

« q dans À | p dans A», sera, par analogie avec le cas discontinu, 
admise être égale à : 


Le dans A | p dans-A’ — Il E; : LN . d |? 
Eg =E;(g | )—={(g |} si q dans A 
0 si q hors À 


-g(g) =[EAf(q | )l est donc la fonction égale à (4 | ) dans l'intervalle A, 
et nulle hors de cet intervalle ; comme nous l’avons rappelé : 


ME F= JS 1 ft) Fdp 
f(p) étant la transformée de Fourier de g(q) : 
fn | Tatexp— 2 pqdq 
qui, d’après la définition de g(q), se réduit à : 
FOIE fe gg). exp— 2 pd 


‘en définitive : 


Æ dans A | p dans A’ Sp 1 7 AC? Ÿ exp LM = pqdq c 2 dp 
et donc : 
ï CE * 2Tt 72 2 Sa, , ! 
nl (1). exp — © p'ydg | =D(ggi | p) 


est la densité de probabilité de la séquence « q dans A et puisp =» 
nous avons déjà utilisé cette expression (I-B-2). 


Il existe donc, en cas de disjonction de l'intervalle gig: par une 
abscisse g, un triangle ayant pour côtés : 


VD@iglp» vD@iglp}  VD(@g: 1? 
Ann. de Phys., 12€ Série, t. 5 (Juillet-Août 1950). 31 
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mais, dans ce cas, d’une variable continue; le sommet de ce triangle est 
une fonction continue de la valeur 4 qui réalise la disjonction ; le lieu 
de ce sommet est une courbe continue (F). 

b) Réciproquement, soit un intervalle A de l’axe des g, compris entre 
les abscisses q1 et g», et soit : P(gigo | p', dp") la probabilité de la 
séquence : «g dans A et puis p —p" à dp' près ». Disjoignons cet 
intervalle A en deux intervalles par une valeur intermédiaire g, et 
appliquons à cette « disjonction a posteriori, sans critère objectif », 
la règle des disjonctions approchées du II-A-r ; il s’'ensuivra l'existence 
d’un triangle ayant pour côtés : 


VPGige lp, dg7,  VP(gig lp" dp},  NPigg:1p", dp?, 
de même les densités de probabilités correspondantes seront telles qu’il 
existera un triangle de côtés : 


VD(gige lp), VD(glr» :VD(qg: lp) 
nous supposerons que, dans chaque état, ce triangle est bien déterminé 
par la valeur qg de l’abscisse de disjonction ; quand cette abscisse q 
varie, la base du triangle V/D(g192 | p') étant fixée, nous ferons la 
supposition naturelle que le sommet opposé décritune courbe continue(T), 
passant nécessairement par les extrémités de la base ; cette courbe 
pouvant être prolongée de g — — à g—%, en considérant les inter- 
valles g1q dont g,q: est une partie. 
Les paramètres de deux points de (T) étant g’ et”, on a donc : 


Lan =] Len + er 


mm!" 


LT 


D(9' 9" p)—= 


Pour g'q"” assez petit : g” — q'—Aq', on aura : 


D(g°, g° + 4g | p}=[æ{g) + y*g)]@gY 
à des infiniment petits d'ordre supérieur en Ag' près. 

La densité de probabilité de la séquence : « g <q <q + Ag’ et 
Pp —=p"» est un infiniment petit du second ordre par rapport à l’inter- 
valle Ag’. Or, si l’on admet que : 

Dog = Pier Dr | 


où Pygr |'est la probabilité de présence dans l'intervalle g'q" et D{# l est 
la densité de probabilité de p' déterminée par la présence de q dans 
cet intervalle ; on à : 


Pyg" (Er d(g”) Ê Aq'; 


et par suite : È 


Le?(g") + y°(g')1. (aq = d(g').4q DEA, 
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dont on déduit : 
rq'+ Aa! L ! ’ 
pire L = g(q }: Ag°. 


La densité de probabilité de la valeur p' du moment, déterminée par 
la présence de l’abscisse dans un intervalle infiniment étroit Ag’ est un 
infiniment petit du premier ordre par rapport à cet intervalle. 

Ou encore : il n’y a pas de sens à considérer la densité de probabilité 
du moment p’ pour un mobile « qui est en tel point » ; ou, plutôt, on 
doit considérer cette densité comme nulle: il n’y a densité non nulle 
de probabilité de la valeur p’ du moment que si elle est déterminée 

pour un mobile « dans un intervalle donné ». 

Revenons à l'expression de D(g'q" | p') donnée ci-contre p. 482 ; elle 
s'écrit : 


2 


l " ‘4 te [ 
D(g'q Lp)=| f' F(q, p')dq 


où F(g, p') est une fonction complexe ; en y introduisant la densité de 


_ probabilité de g : d(g) elle s'écrit : 


Da" 1p}=| [' Va. fn, 9). dg 


> 


2 
, 


ou Encore : 


? 


EEE free ; 
VD(g'q" | p) = “ , Vd()-f(p', q)-dq 


et par suite : | 
SR TE RE — OS «De : ; 
DE, >= V4 | [7 Vat fr, .dg| 
D'où le résultat fondamental : 


 « Les racines carrées des densités de probabilité de p' et de q se cor- 
respondent par une transformation unitaire de l’espace hilbertien des 
fonctions de module carré sommable ». 

On peut donc poser : 


ED) == CDN TS ET) GP 


_ou(p |)et(g | ) sont des fonctions complexes, liées par : 


= ff D.dg. 


Nous montrerons plus loin (III), que, sans rien supposer 4 prioré 
sur /(p, q) en dehors de quelques caractères de simplicité analytique, 
mais, en postulant que pour tout /(p, g) on doit pouvoir, en attribuant 
des phases convenables à (p |) et à (g | ), assurer des densités (Rp: TRE 
et | (g | ) |? simultanément gaussiennes et sans corrélation apparente 
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{au sens de Pearson), /(p, q) est nécessairement le noyau d’une 
transformation de Fourier. 

En conclusion, la reconnaissance du caractère aléatoire des « dis- 
jonctions a posteriori » et l’affaiblissement, qui en découle, du concept 
de corpuscule en concept de poids corpusculaire pouvant avoir avec la 
valeur 1 tout écart borné par l’imprécision de ces « disjonctions a pos- 
Leriori », entraîne donc entre la densité de présence et la densité de 
moment une dépendance de caractère quantique : 


(b1)= ft D./t, D.da 


il reste à chercher à la spécifier pour aboutir à la dépendance fonda- 
mentale : 


QAFee 1 2 
(Qu) : CP | )= FE (CARE VA POUPEE 7 pqdq 
. d’où découle la statistique quantique tout entière. 

Remarque sur le privilège du couple q, p ou qi, pi. — Si certains* 
couples d'opérateurs présentent la même composition quantique de 
leurs probabilités que le couple g, p, cela tient, pour le plus grand 
nombre, à ce qu'ils sont construits avec les g et les p. Il semble done 
qu'il suffirait de postuler la règle d’approximation du poids corpuscu- 
laire du seul couplage : « position, puis vitesse », quand la position est 
conjecturée a posteriori. Cependant, l'introduction de matrices de 
spin, et même de matrices de masse, obligera à postuler ces règles à 
part pour des grandeurs qui sont indépendantes de la position et de la 
vitesse. Il est, par ailleurs intéressant de leur conserver leur caractère 
très général de critique constructive des disjonctions à posteriori. Il 
n'en demeure pas moins qu’en mécanique ondulatoire non relativiste 
lénoncé sur le poids corpusculaire des couplages « position-vitesse » 
pourrait être donné comme fondamental et non sur le même plan que 
les énoncés dont il est la source ; c’est lui qui, en dernière analyse, 
permet de surmonter la contradiction fondamentale : « corpuscule- 
onde » par l’énoncé suivant : 

« La vérification du postulat classique : « qu’un corpuscule de 
moment p, connu à dp près, dont la présence est certaine dans un 
intervalle de position gg», est nécessairement sur l’un ou sur l’autre 
des deux intervalles g:g, gq:, en lesquels on peut disjoindre g1q2 », 
ne peut être qu’approchée ; il faut donc restituer à la proposition clas- 
sique son caractère conjectural, et lui attribuer, non une valeur de cer- 
titude, mais un poids variable, construit d’après la méthode même qui 
peut servir à la vérifier. » 


_ I-B. Autres interprétations éventuelles de l’écart quantique. — 
11-B-1. MopDtFICATION DES PROBABILITÉS DE Bayes. — On pourrait dans 


le raisonnement du II-A-r considérer que chaque réponse du premier 
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b; . 
observateur donne une valeur de P | qui est 1 ou o ; cette valeur est 
date b; Ù / 
aléatoire, de moyenne ou valeur probable : p. | et de dispersion : 
1 


(IL : SPL 
= Ve pl BE ; On pourrait alors, admettant que le principe de 
Bayes ne FR que des valeurs approchées à 9, près des probabilités 


: . "4 6; & : 
a posleriort, accepter pour elles des nombres pr | ‘ satisfaisant à : 


| P; [' AA P,] : | < /P,! Al ‘ À 


d'où pour les couples @;, b; construits & posteriori une probabilité : 


, f, / b. 1 | b; ; 
11 [= P A. L LEP | PS | ‘; pouvant présenter avec P 16 des 


écarts bornés par : | | P' ML de HR <K 2/P3, 1 5Pa .[v» Cette borne étant 
la même que cite de éé quantique, fl HAUTE que l’imprécision 
“proposée pour les probabilités a postertort de Bayes pourrait justifie 
l'introduction de l’espace de Hilbert. 

Mais 1l y a, à cette interprétation, des difficultés : 

a) La principale vient de ce que les écarts envisagés sur les proba- 
bilités de Bayes peuvent les rendre négatives. En effet, la borne supé- 


rieure commune de ces deux écarts vel Rx l est comprise entre 


pt jet Pei ; ; elle peut donc rendre négatif le qe petit de ces deux 


- nombres. C’ est une difficulté de même nature que celle que nous avons 


signalée pour la pseuüdo-fonction d’apposition de Bass, ou que celle qui 


_se présente pour la densité de probabilité de présence de la particule 


de spinir (!). 

ARE 1! | b; AUDE 
 b) On est, d’autre part, conduit à admettre pour P, Net P, | ", des 
valeurs susceptibles de rendre leur somme supérieure à 1 ; on aban- 
donne donc implicitement la disjonction stricte des caractères a, où @2 ; 


et l’affaiblissement proposé du principe de Bayes ne dispense pas de la 
critique des disjonctions a postertiort; il semble donc préférable de 


restreindre le champ d’application de ce principe aux disjonctions pure- 
ment formelles et toujours vraies : € &.\/.v a » ; comme cela découle 


de cette critique, que de modifier séparément les probabilités qu'on en 


. déduit. 


| 4 


Æ{-B-2. ComposiTION QUANTIQUE DES PROBABILITÉS ET ESPACES DISTAN- 


GIABLES. — Soit un corpuscule mobile sur l’axe des q dans un état 
‘déterminé par sa densité complexe de probabilité (g |); soit 


(:) L. pe Brocuie. Particules à spin, 117-119. 
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d(gige> | p') la densité de probabilité de la séquence : (qi 4 LG» et 
ensuite p —=p" >: ? 


d{giq2 |P)= | JG D 1 pda | 


q 


LE 
1 


a) Le nombre \/d{q1q2 | p') = SAS est bien défini pour tout couple 
1, > quand p' est donné. , 

b} Il est positif ou nul. 

c) Si qi —qail est nul. 

d) Mais il peut être nul sans que q;, —q2; pour éviter cette annula- 
tion, il suffit de supposer que l'intervalle total dans lequel on choisit 
q: et g2 est suffisamment étroit; en effet : 


Z)= ft Le | mé 


est un nombre complexe fonction de la variable réelle g ; le point M 
dont Z est l’affixe décrit une courbe (T,;), pouvant présenter des points 
doubles et : 


ss = | ST 
qas = | MN | 


M, étant le point de (l,) de paramètre g, et M, le point de para- 
mètre g2; on peut donc supposer l’are de courbe sur lequel se fait le 
choix de M, et de M, suffisamment court pour qu'il ne contienne pas 
de point double ; alors : 

o(p') 

À (ans) —= 0 
entraîne, sur cet arc : Ty qe 


e) Ce nombre Su) vérifie la relation triangulaire : 


da) < Nat) Re S{ras) 
(dans le cas où la disjonction de g:q2 en q1q2 et gag» n’est pas effec- 
üve, c’est-à-dire quand il n’y a aucun critère objectif de lecalisation). 
Les propriétés a), b), c), e) et la restriction d), montrent que ce 
nombre à définit sur l’axe des q et sur des segments suffisamment 
courts de cet axe, une « distance » du point d’abscisse {1 au point 
d’abscisse 7: dans le cas où les disjonctions sont uniquement a poste- 
riort. 
L'ensemble des coordonnées g d’un corpuscule de moment donné, 
apparaît donc comme une réunion d’ensembles microscopiques distan- 
ciables par sa densité de probabilité de présence, quand il n’y a aucun 
moyen de savoir effectivement où il est (1) (2). ; 


(1) Frécner. Cours Borel, 1-3 (1), 191. 
(?) Frécuer. Espaces abstraits, 27 et 62. 
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En calcul classique des probabilités, d(q:g2 | p') définit sur l’axe 
. des g, microscopiquement et macroscopiquement, une « mesure » de 
l'intervalle qig+3; en calcul quantique des probabilités, la condition 
imposée à d(g:q2 | p') est plus large, la notion d’« espace distanciable » 
étant plus générale que celle d’« espace mesurable ». 
Réciproquement, si l’on postule que les abscisses éventuelles d’un 
corpuscule de moment donné forment un ensemble linéaire, « distan- 
ciable » par d{q:1q2 | p'), localement tout au moins, on déduira de 
l'inégalité triangulaire, comme en II-A-3, la loi quantique de dépen- 
dance stochastique des p et des q : : 


rai HE 
(p°| AE (a LC" | g)dg. 


On doit rechercher si un tel postulat est décomposable en proposi- 
tons élémentaires susceptibles d’être pourvues de sens et acceptable 
a priori. 

Il est naturel d'admettre, en tant que généralisation de l’hypothèse 
classique, que la densité de présence avec un moment donné 
d(qiq2 | p') est en correspondance bi-univoque avec une distance locale 


das) entre les abscisses du corpuscule : 
dgas | P}= fl) et Gin =gld(giae | pl. 
Mais il reste à fonder le choix de la fonction f : pourquoi prendre + 


J{x) ={[xF 


c’est la difficulté fondamentale examinée par M. Destouches (v .p. 464). 
Nous n'avons pas trouvé de proposition simple dont ce choix soit une 
conséquence mathématique ; il peut être cependant utile, en vue de 
recherches ultérieures, de signaler quelques énoncés permettant de 
rendre ce choix plausible à défaut de le rendre nécessaire : 

a) Si l’on veut que la nouvelle définition des d(g1g2 | p') implique 
la possibilité de vérification de la relation classique : 


d(gig2 | p}=d(gigs | p) + d(qss lp) 
la fonction f devra impliquer la possibilité de : 
FACPPA —f (G7:93) + F(Va,1.) 


or, les à étant des distances, le théorème de Pythagore peut être éven- 
tuellement satisfait par elles ; ce qui incite, sans y obliger, à prendre : 


f(x) =&*. 
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b) La connaissance expérimentale de 64,4, sera atteinte par des 
mesures de fréquences ; or, quand on détermine une probabilité P par 
des fréquences, sur des séries de 7 expériences, la dispersion de ces 


mesures est : 
VE (HP) 
(ce 
[0] 


pour P tendant vers zéro et nr donné, c'est un infiniment petit 
d'ordre 1/2 en P. Si l’on veut que-cette dispersion, qui sera l'erreur 
expérimentale sur la distance, soit au plus de l’ordre de cette distance, 
on doit supposer que 44 est d’ordre maximum 1/2 en P; ce qui est 


satisfait par : 
nu) = Ÿd(qiq2 | P'): 


En statistique classique, l’utilisation expérimentale du fait que 
.d(gig2 | p') € mesure » l'intervalle 41, g> est illusoire pour les petites 
.probabilités, car leur mesure par des fréquences sur des séries d’un 
nombre déterminé d'observations comporte une imprécision devant 
laquelle la valeur moyenne est négligeable. 

c) Si l’on admet que la densité de probabilité Es ‘de la valeur p° 
du moment, déterminée par la présence dans un intervalle infiniment 
étroit, est un infiniment petit du premier ordre par rapport à cet inter- 
valle, dont nous avons vu que la signification intuitive est qu’« il n'ya 
constatation effective possible d’un mouvement que sur un intervalle », 
cela entraîne que d(g, q + Aq | p') est un infiniment petit du second 
ordre en Ag ; et si l’on conserve l'hypothèse naturelle que la distance 
est du premier ordre en A4 on en conclut que d(g, q + Ag | p'} est du 


$ ACTE s(P'} . de . Re 
second ordre en Og,g+Ag> Ce Qui est satisfait par : 


DA) == \/d(qiqs | p. 


En conclusion, si le remplacement d'une « probabilité-mesure » par 
une « probabilité en correspondance bi-univoque avec une distance » 
paraît une généralisation mathématique susceptible de conduire à l’in- 
troduction de l’espace de Hilbert, il reste à trouver un postulat élémen- 
taire entraînant la spécification convenable de cette correspondance 
bi-univoque ; cette voie est donc moins complètement réduite à l’essen- 
üel que celle qui part du caractère aléatoire des disjonctions a poste- 


riort; elle semble, d'autre part, avoir une base méthodologique moins 
fondamentale que cette dernière. 


T 
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 [2B-3. REMARQUES COMPLÉMENTAIRES. — à) Interdépendance de 
l'écart relatif quantique et d’un coefficient d'uniformité de la 
répartition. — Reprenons les relations (Q) et (C) : 


(Q): Pt (| (eu | bi) + (ax f)(@2 | ba P 
(CE P 5 Fa] Ja | bi) + | (a | Ja | bà | 


7 


qui s'écrit encore : 


Pi —P 2 ENT Pas } 5, \2 
vu Po; ) + ( P 5; < 1 


» 
Pa, | Dés be | b; 


ER —e# S'annule dans le cas d’une réparti- 
t 


le coefficient 


tion uniforme de la probabilité entre les couples a, bi et a>, bi; il est 
maximum et égal à 1 dans le cas de la certitude du couple 4,, b; par 
exemple ; on peut considérer que la disjonction des caractères &, @ 
donne un résultat favorable quand elle permet d'attribuer à l’un des 
couples à. b; une probabilité plus grande qu’à l’autre, parce que ce 
résultat précise mieux le couple vrai, s’il y en a un, qu'une répartition 
égale des chances entre les couples. Par exemple, si l’on reprend pour 
a, et a: les deux intervalles de l’axe des 4 en lesquels on a disjoint un 
intervalle À, b étant le moment conjugué p (à dp près), le coefficient e» 
caractérise l'efficacité de la bipartition dans l'effort de localisation du 
corpuscule : si es — 0, on n’est pas plus renseigné après la bipartition 
qu'avant ; si er — 1, la bipartition a eu le résultat optimum ; si la ponc- 
tualisation consiste en un couplage strict, on peut appeler e, : coeffi- 
cient de ponctualisation. 

Ray P po 


> 
Po; 


i 


D'autre part : est l'écart relatif quantique : 20. 


La règle de composition quantique équivaut donc à l'hypothèse : 


es +e LI. 

Elle exprirne sous forme mathématique que la composition quantique 
s'éloigne d'autant moins de la composition classique que la disjonction 
de l’ensemble des valeurs du caractère antécédent est plus efficace pour 
‘le choix du couple le plus probable, c’est-à-dire pour une ponctualisa- 
tion classique. 
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b) Exemple de « pseudo-appositions ». donnant avec la lou de 
composition classique, un écart ayant même maximum que l'écart 
quantique. — Considérons une densité d’apposition à trois variables : 
f{q'; q', p), dont deux variables de position g'et g" figurant symétri- 
quement, et une variable moment p, 

Nous supposons, de plus, que g' et 4” sont toujours dans les mêmes 
intervalles. 

La densité de probabilité de la valeur p du moment, quand g' et g" 
sont simultanément dans l'intervalle À de l’axe des g est : 


na 


di(p)= J. Aa je ana td "> p)dg'dqg” 


si l’on disjoint A en deux segments a, et a: cette densité pour la pré-. 
sence simultanée de g’ et g" dans a; est : 


da (p) ca sé dans 4, f dans a, ACE gs p)dqg'dq" 


et dans l’autre @: : 


dp)= | 


: » 
| e 
<q" dans à;  q"” dans 4, 


f{g'; q"; pdqg'dq" 


or, si l’on suppose : 


J\q'+ d'a p)=e(q'; p).2g"> p) 
on trouve : 
dA(p) = («1 " &2)? ; di (P}= dé ; d, 
d’où : 
[da(p) — (da (p) + d(p}1= 2Vda (D) - da (P) 


mais on peut trouver des fonctions f(q', g", p) telles que l’on ait : 


[da(p)— (da, (p) + da(p}]< 2Vda(p):da(p) (A) 


qui est la relation caractéristique de la composition quantique (!) ; (voir 
p. 481). Une fonction f, y tonduisant, est, par exemple : 


$ ï , 
PR ge NT TR: 
La confusion, illégitime, des deux variables de position g’ et g" en 
une seule, 4, dont on peut dire que l’apposition à p est une pseudo- 


apposition, entraîne entre les densités de p déterminées par la présence. 
de q dans un intervalle donné une loi de composition en partie équiva- 


(‘) Avec la différence signalée plus bas. 
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lente à la composition quantique. Il demeure cependant une différence 
essentielle : c’est que pour nos pseudo-appositions on a toujours : 


d,(p) > da (P) a da(pP) 


ce qui n'est pas nécessaire en composition quantique, où, dans la rela- 
uon caractéristique ci-dessus (A), le premier membre est remplacé par 
son module. 


III. — Fondements du principe d’ondulisation 
et des relations d’incertitude de Heisenberg. 


IIT-A. Quelques méthodes connues d'introduction. — Le principe 
d’ondulisation consiste à admettre qu’à la composante p, de la quan- 
h° 9 


tité de mouvement d’un corpuscule, correspond l'opérateur : ———, 
EnnP2 


Par h 9 FR 
ou plus généralement : p——--—. On ne donne en général de ce 
: 204, 

principe d'autre justification que le succès ultérieur des déduc- 
tions (1) (*) (?) : 

« Le développement ultérieur de la mécanique ondulatoire a montré 
que l’on obtient l’équation de propagation pour les ondes Ÿ à partir de 
la fonction hamiltonienne H par le procédé suivant : on remplace dans 


: SE k 
l’expression de H chacun des moments p, par l'opérateur — — — » (!); 


on en déduit, comme nous l’avons montré : 
+00 Tr! 
(Qu) : (P | UE) Æ (g | ).exp — € pq.dg. 


On peut aussi (*) poser (Q,,) et en déduire : 


RES 
PET, qu sg? 


on évite ainsi les difficultés d’une théorie préalable des fonctions pro- 
pres ; mais le caractère heuristique de la théorie demeure inchangé. 

Une variante de cette méthode d'introduction (5) consiste à postuler, 
entre opérateurs, la relation : 


pq—qgp=——, 


(*) L. ne BroGuie. Part. à spin, 5. 

(2) Lonpon et Bauer. Ouvr. cité. 

(5) Pzarrier. Act. sc. et ind,, Hermann, 1945, 984. 
(*) Tozman. Ouvr. cité. 

(5) Dirac. /d. 


les opérateurs : — -—— 
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dont l’origine est dans la mécanique des matrices de Heisenberg et 
dont on démontre l’équivalence aux énoncés précédents ; Dirac a sou- 
ligné l’analogie de ces relations de commutation avec [g,, P:]= è Les 
valeurs des crochets de Poisson en mécanique classique ; mais cette 
analogie ne semble pas être considérée en général comme une justifica- 
tion a priori suffisante du principe d’ondulisation. 

Une voie nouvelle (*) consiste à justifier d’abord la forme de l’équa- 
tion d'évolution du Ÿ : 

(n er + ÿ }y == 0 


27 à L 


dans le cas de l'observateur unique ; passant ensuite au problème du 
changement de repère dans l’espace de Minkowski, on écrit les condi- 


tions à satisfaire par l'équation d'évolution lors de ce changement ; on 


en déduit la forme nécessaire du H relativiste ; l'opérateur « énergie 
cinétique devant être de la forme : 


M h h) d a] 
K==- (a — + A = + Q 2) 
E 


2TIC dT dy 


on définit les composantes de la quantité de mouvement comme étant 
FER D 


NS il s’agit donc d’une introduction dyna- 
T n © 


mique, d'origine analogue à l’origine historique du principe en cause” 


et non essentiellement probabiliste comme l’est le principe Q,,. Elle est 


par ailleurs limitée à la dynamique relativiste. 

Nous nous proposons d'expliciter le contenu statistique du principe 
d’ondulisation, afin de le lui donner pour fondement ; nous avons 
reconnu, en effet, la nature stochastique de la dépendance (Q,,) entre 
(p |)et (g |); (Qw) étant lui-même un cas particulier de la composi- 
tion quantique (Q) fondée directement sur le caractère problématique 


des disjonctions a posteriort. 


Certaines conséquences du principe d’ondulisation sont très remar- 
quables pour une théorie statistique : par exemple, on trouve (IV) que 


les dispersions des p et des 7 autour de leurs valeurs probables p et q 


sont liées par : 
h 
54 2° Tr 
l'égalité ne se réalisant que si la répartition des 4 est gaussienne avec 
une phase convenable ; il est remarquable que les p sont alors, aussi, 


prit 


à répartition gaussienne ; pour qui porte son attention, d’une part, sur 


l'importance des relations d’incerutude de Heisenberg, d’autre part, 


sur le rôle fondamental de la loi de Gauss-Laplace en calcul des proba- … 


bilités et en théorie de la mesure, ce privilège des répartitions gaus- 


(1) J.-L. Desroucnes Princ., 725-729-7097. 


ts 
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siennes ne peut être considéré comme un simple accident mathéma- 
tique. 

Nous démontrons effectivement dans ce qui suit, qu'il est possible 
de déterminer (p | g),-et par suite de spécifier la dépendance : 


A 


= | 41) 1 og 


sous la forme : 


A. 


PE fig l)S exp pad 


et par suite de démontrer le principe d'ondulisation, en postulant : 

« À un | (g | ) |? gaussien doit pouvoir toujours correspondre, pour 
un choix convenable de la phase de (g |), un |(p |)? gaussien 
autour d’une valeur probable p indépendante de 4 et avec une disper- 


sion 5’ également indépendante de q », c’est-à-dire que les p et les q 
seront sans corrélation au sens de Pearson ; ce sera le postulat (G). 

Nous verrons dans ce qui suit, que la constante À et les relations 
d'incertitude de Heisenberg sont introduites comme circonstances 
mathématiques nécessaires à la satisfaction du postulat (G) ; ce pos- 
tulat, à lui seul, fonde donc, dans l'exposé statistique homogène que 
nous construisons : le principe d’ondulisation, l’introduction de À et les 
relations d'incertitude. 

Dans la mécanique ondulatoire de M. L. de Broglie, dans sa forme 
primitive, À était introduit par la relation : kv — m,c? qui donnait la 
fréquence de l’onde monochromatique associée au corpuscule en mou- 
vement uniforme, par analogie avec la relation d’Einstein pour les 
photons. Par ailleurs, Heisenberg est parvenu à ses célèbres relations 
d'incertitude par une critique des procédés de repérage d’une position, 
utilisant cette relation d’Einstein; dans l'exposé Dirac-Neumann- 
Tolman h est introduite en même temps que le principe d’ondulisation 


et avec le même arbitraire, et l’on déduit les relations d'incertitude qui 


participent ainsi du caractère artificiel des fondements ; ces diverses 
méthodes sont tout autant heuristiques dans la spécification des dépen- 
dances dans l’espace hilbertien que dans l'introduction de cet espace. 
Langevin avait suggéré, dans l'espoir d'obtenir un fondement élémen- 


_taire des relations d'incertitude (‘), que leur origine pourrait être dans 


l’indiscernabilité des corpuscules de même espèce. | 
Etudiant cette suggestion, Mme Destouches-Février (?) établit 


d’abord que l’indiscernabilité entraîne l'impossibilité de la mesure 


simultanée des p et des g, sinon les corpuscules seraient à tout instant 


discernables par la position; on ne peut donc avoir à la fois 6, et 6, 


(!) Lancevin. La relativité, Conclusion générale. Act. sc. Hermann, n° 45. 
(2) Pauzerre Février. Journ. de Physique, 10, 307. 
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arbitrairement voisins de zéro ; si donc on admet a priori que la région 
es du premier quadrant :-(0, > 0, 6 > 0) est définie en 
posant : 6,.6, > a > 0, il est clair que l’on ne peut avoir « — 0, sinon 
PACA union ensemble tendre vers zéro; « est donc non nul; 
mais on n'échappe pas à l'hypothèse que la courbe limitant la région 
acceptable est une hyperbole équilatère ; on pourrait tout aussi bien 


interdire le voisinage de o par des postulats de forme toute différente 


des relations d’'Heisenberg ; par exemple : 


2 2 
Gp + GE; Dé. Gy DE recrs EC. 


l'hypothèse d’indiscernabilité n’établit donc pas la « forme » des rela- 
tions d'incertitude. 

M. Destouches (1) introduit la constante À comme le principe d’ondu- 
Jlsation, par la considération des rotations dans l’espace-temps et de 
leurs représentations linéaires ; c’est-à-dire par une méthode géomé- 
trique, non statistique (*) et proprement relativiste. 


III-B-1. Démonstration du principe d’ondulisation à partir de la 
composition quantique des probabilités et d’un postulat de sauvegarde 
des répartitions gaussiennes simultanées, sans corrélation, pour les p 
et pour les g. — a) Nous avons démontré qu’à toute « densité 
complexe » de probabilité (g |) correspond une « densité complexe » (p|} 


par : 
Qi 1)= [ft pq 1.d 


f{p, g) =(p | g) est la fonction inconnue à déterminer ; on pourra 
disposer dans #(p, q) d’un facteur arbitraire de forme : exp.:B(p) qui 
ne modifie pas la densité réelle | (p |) P. 


Postulat (G) : à | (g:4| ) 1 — ac exp — Cet 1h 


sVor 25° 


doit pouvoir correspondre : 


? et 5’ étant indépendants de q; et, réciproquement, à ce} (D 108 
le | (g 1); on a donc: 
(g1)= == exp — TE exp. iF(q) 


VoVart 


(*) Desroucnes. Ouvr. cité. 
(?) B. Carran. Théorie des spineurs. Act. Sc. Hermann, 643-701. 
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a $ Pl DEN - y . 
et l’on se réserve de choisir convenablement F (4) ; on peut aussi écrire, 
avec : 5, — 04/2 : 


1) = Va Var — > exp — AT exp eF(g). 
26; 


ci Var 


Etant donnée une fonction A(7) nous désignerons par : Ge LA (g)] le 


résultat de l'application de la transformation de Gauss, de moyenne q 
et de dispersion 6 à la fonetion A(q) : 


2 PES I (q — gp 
GeaAGN= J_ AG) XP 7 ne à dq 


il vient alors : 


— Veav2r.fG., 5 f(pa).exp F(g)1}. {SL f(pg).exp — iF(g)]} 
ou, en posant : fi(pq) —f(pq).exp tF(q) : 
(1): (pl) P= Vanves {GS LAGPDIE Se LT Gp]. 


Nous utiliserons certaines propriétés des transformations de Gauss et 
.de Fourier dont on trouvera un résumé en (!) (?). 

Par exemple, si l’on désigne par 3{A(g)] la transformée de Fourier 
d’une fonction A(q) : 


F[A(g)] — À Ë exp — 47 .A(g).dq —B(s) 


on sait que : 


a = TE exp — L$s FT AGp exp TT 4. 


Cette formule est énoncée en (‘) pour une fonction A(g) réelle ; mais 
si A(g) est une fonction complexe de variable réelle, ce qui est le cas 
de f\(p, q) la formule s'applique séparément à sa partie réelle et à son 
coefficient de z ; elle est donc encore valable pour fi(p, g); en l’utili- 
sant (3,1) devient : 


LP D P= Vrai exp — ST exp — #1) 3 q 


(9,2) ; F : à 
Liétre AD 


où l’on doit remplacer, dans f,, g par sq. 


(*) Tricoui. Ann. Inst. H. Poincaré, 1938, 142. 
(2) Pauey et Wiexer. Amer, Soc. Math., coll. XIX, 1934. 
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Nous utiliserons alors le « théorème de la faltung » () ou « théorème 
de Parseval » (2). On pose pour les A(g) réelles (1) ou complexes (2) : 
« faltung » (ou : (produit de composition ») de A; et As 

= A;(x)Ao — par définition — |  A;(r).A:(g — +). dr C(q): 

Si À, et A, sont des densités de probabilités pour deux variables 
aléatoires x et y, C(g) est la densité de probabilité pour leur somme : 
qg —=x + y. Le théorème envisagé s’énonce ainsi : 

F|A,] et [A] convergent absolument pour s—s,, alors : 
F[A,(X)A:] converge absolument et l’on a : 


F|Ai( X)A2]=3[A: PE F(A |. 


Or, dans la formule (3,2) : Ai — fi(p, 5:q).exp — L est une fonction 
de variable réelle ; A, — A; + #A\ et A: = AX —- A; —;A' et l’on a : 


de | A; | dq — Si | Gp a 


+ 


= | f'exp[—T — ip, 9)]-dg 
: à l + 
. Si: |/40p, g) | exp &e(p, g) = f(p; q)3 


; : HUE q° - a PET 
mais la fonction exp | — Se (pi cg)] peut être considérée comme 
une densité complexe de probabilités puisque son module carré est 
gaussien; elle dépend du paramètre p. La dernière intégrale écrite 
21 = » - A 
existe donc puisqu'elle doit être la (p | ) correspondante ; donc A est 


absolument intégrable et le théorème de Parseval s'applique, ce qui 
transforme (3,2) en : 


| F[f(p, 519) exp — LUXE, s1q).exp — 2] boss 
(3,3) 4 | F ; | 

| me UD 
(p—p" 
NE ET 26"? 4 


que l’on a postulé que la valeur probable p ainsi que la dispersion 6! 
étaient NP de q; 


b) Ici intervient le fait essentiel que | (p |) ? = 


le seul terme en q du second membre 


de (3,3) est£ ; ; on en déduit qu'avant la substitution s— +, 2 (3 3) s'écri- 


vait : 


(3,4) S aF[fi(p, 514).exXp en L (X) fi (p, G1q) exp — “| 
Sep. Hp IIR 
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4 


Nous allons utiliser la formule d’inversion de Fourier ; si : 
+00 
B(s) — 3[A(g)| [© exp — isq.A(q).dq 


1 pe : 
alors : AD=XE [. exp 1sq.B(s).ds. 


Pour pouvoir appliquer cette formule il suffit que A(g) soit absolu- 
ment intégrable (!) ; A(g) est ici remplacé par la « faltung » du premier 
membre de (3,4) ; posons : | 


Fi(p, 9) = fi(p; s1q). exp — £ ; la « faltung » devient: F;(X)FT ; 


or, Si: Fi = À + 7B, la commutativité de la « faltung » entraîne : 
A(X)A + B(X)B—F,(x)FX 


et nous allons montrer que les deux termes de la somme sont absolu- 
ment intégrables : 


F;(p; g)—f(p;, g)-exp — 1F(q).exp er 


(en remplaçant 5,4 par q et à un facteur constant près) : 


Fi(p, D= 1/4) | exp — À exp de(p, 9) —F(Q)] 


| d’où : 
— |, f(p, q) | exp — À cos fo(p, g) — F(q)}; 


d'autre part : RA(X)A! KIA. R(X) I AT ; 


Ï 


or: |A|=|f{p,g)l.|cos(e—F)| exp — LE. <|f(p, q)|.exp — À: 


On démontrerait comme précédemment que | f(p, q) | .exp — JL est 
intégrable ; donc | À | est intégrable; donc | A |est, à un facteur 
constant près, une densité réelle de probabilité, par suite | A [ (X) |A] 
est aussi une telle densité, celle de la somme de deux variables aléatoires 
de densité commune | A | ; donc | A | (X) | À | est intégrable ; or, elle 
est majorante pour | A(X)A | ; qui est donc aussi intégrable ; cela suffit 


+ 


(1) P. Lévy. Calcul des Prob. 
Ann. de Phys., 12€ Série, t. 5 (Juillet-Août 1950). 32 
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pour qu’on puisse appliquer la formule d'inversion de Fourier, ce qur 


conduit de (3,4) à 


a fps sep — ECO FEU. a9.exp = EÙ 
F\ > I 19 Er , : Ç à 
(3,5) : — + |(p 1) E Fes exp (4qs). Fe .EXp — “- .ds 
SES Et 2.7 
2 


L'intégrale du second membre est la fonction caractéristique d’une 


Gr : Vo , 
gaussienne de moyenne nulle et de dispersion > son expression est 


connue, c'est : 
9 


à Ip) Pexp —T ; 


par ailleurs, le premier membre de (3,5) s'écrit : 
+2 : 4 2 K È (q—T} Te 
Ga fa(p; S1T).exp qd ATP: aq — ].exp — dr. 


Q 
Rosintecii— (£ u), avec 6,q = et reprenant : 5, — 


1e Sir, È +u). Ni (p.$ tre u). — 


EXP — — L du 
s\2r P 


#(9:0):: 


posons : | | 
A(Q) <1p, - Fo u).fi (p, _ — u) : 


d’après (3,6) : A(Q) — A(Q") pour toute répartition gaussienne des &w 
autour de zéro, quelle que soit leur dispersion 6. Or, si s tend vers 


zéro, on sait que A(Q) tend vers A(Q), pour u = u — 0 ; d’où : 


LA 2) Lo #) 


donc, à un facteur près, fonction de p seul, le terme intégral de (3,6) 


s'écrit : 
Le [M +) ne) 
qui doit être indépendant de Q. Si l'on suppose alors B analytique : 
(2 4 «)=B(2) + u.B(2) + %.B7(2) +. 


exp [BCE + u) 2< B(£ — le == eiD iPus (©) ie a n"(S) + | 


, donc | fi(p; q) | est indépendant de g, 


EXP — — du 
sVar 
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seule, la partie réelle de l'intégrant donne une intégrale de — 0 à + 
non nulle ; cette partie réelle est : 


[= B(£) +. u}Cy + ufC,.. à e EXP-— — 


SV2T 


‘son intégrale est : 


26B"(£) DB otU, +... 
qui doit être indépendante de Q quel que soit &; d’où la condition 
nécessaire et évidemment suffisante : 
B(£) = te ; ou B linéaire en donc linéaire en q. 
En définitive /,(p, q) doit être de la forme : 
Jp; g)= exp [a(p) + 8(p).q + y(p}I]l. 


Le premier membre de (3,6) s'écrit alors : 


. de exp 24(p).exp e ca + vint) . du 


—dw0  CV2T 


— exp |{24(p) — 20° P?(p)| [ —_Hexpi-<Npe 
£ F ES) Var 2G 
avec : 5 —u — 125°b, et (L) étant la droite : 5 — 726?8. 
L'intégrale le long de (L) étant égale à l'unité, il vient : 


(8,7: exp [aa(p)— 2628%{p)] 22 |(p|)P. 


a, à satisfaire 


€) On a donc, puisque | (p |) P= = EXP .— 
à l'identité en p : 


(p— pi? 


PID)=r 2 PPT a ie LOS nos" 
en dérivant trois fois cette identité par rapport à p on trouve : 
2a'"(p) — 2682)" — 0; quel que soit s; 
donc a et £? sont, chacun, des polynômes du deuxième degré en p : 
| 8(p) = mp + n et 2a(p)—=rp? + sp + t 
d'identité à satisfaire s’écrit : 
(rp° + sp + {) — 26(m°?p?+ 2mnp + n?) + PETER + Log 4nco' = 0. 


1 : : Ste 
= 26m° —r,; qui doit définir 5’ quel que 


(A) — termes en p>° : 


20/2 


”soits; donc: r < 0. 


! 
i 
CE D OS 
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(B) — termes en p: s — 4s?mn — L ; d’où par le résultat précédent : 
a s — hksmn , 
SEP 2(20n2 — r) ° 


(C) — termes indépendants de p : £ — Ce Vo (le + À és = de Log 4x5’, — 0,100 
qui en utilisant les deux résultats précédents S nt ; 
{t — 20°n°)/4(20m°? — r) + (s — hsmn)? + 4(26?2m? — r).Log 4rso —0 


qui doit être vérifiée quel que soit 5. 
Premièrement : supposons que 4zss’ ne se réduise pas, par rapport | 
à 5, à une constante ; ; 4 
alors, le terme indépendant decest : s?— rt; d'où : S° — rt; et," 
puisque r < 0, on a aussi Lo; il à satisfaire à l’identité en « : | 


85?(m°t + n°r — smh) + (85?m°? — hr).Log 4ros —0 


mais les relations : 8? = 4rt, r Lo, t Lo, permettent d'écrire : 


2 Le 


PO ST SR TN AO RER CAMES 


et l'identité devient : 


AR ET) Enr) t'pen ——. Log Uros’ = 0 


sc? 
d’où : 
Log 4rss’ > 0, 4ros° > 1, quel que soit o. 


I 


ñ K 876? 


on EC 


25 
25%(m°? — hr) — r Lo, quel que soit 6 ; 


or, il faudrait pour cela simultanément : n° — Arr Ko etr >o; cette 

dernière condition étant contradictoire avec r 0, trouvé au début, 

l'hypothèse faite au premièrement ci-dessus est à rejeter (l’hypothèse 

r —0 étant également à rejeter ici car elle conduit par l'identité en s 

examinée en ce premièrement à : Log 4rcs —— { — constante; ce qui À 

est contradictoire à l'hypothèse de ce premièrement). 
€ Donc {rss” est une constante h : 4ros’ 71 ». 


Deuxièmement : par suite (A) s Eee —26?m°? — r, quel.qué 
Q CRE . 2T 

soit 6; d'où : r =0 puis : m—= ET. 
Dans (C) les termes indépendants de 5 sont alors 


— hr £s8 — hr Los h; 


nat ani anis di dm CALUEÉ prime 


qui se réduit à 5°, d'où: $— 0. 


#4 
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_ 1 
(B) donne alors : p——+ = n. 


Revenant à (C) les termes en s* se réduisent et il reste les termes 
en ©? : 


8om(é + Log h):. d’où: #——Log À 
en définitive : 
f( D=z. exp pq.exp + p4: 
d’où : 
(b1g)=f(p; 9) 0 P; HSE — :F(q) 
=. exp + = à pq. exp [== Dq As |. 


PH 

On a vu que : (p | A (p | gXq | )dq, s'interprète comme l’ap- 
plication aux éléments de l’espace hilbertien des fonctions (g |) à : 
module carré sommable, d’un opérateur unitaire () : : 


(PH H=AE)Q TT), avec: (GE) — Tr. 
Si l’on postule alors l’existence d'un inverse pour (&), on aura : 
(S) = (S)* (°) ; 


la supposition d’existence d’un inverse équivalant à postuler la trans- 
formation réciproque des (p | ) en (q | ); donc : 


GIp)=S exp pq-exp [pa + (9) ] 
Or, un raisonnement direct aurait donné, comme pour (p | q) : 


Pen en Le rl 


on doit donc avoir : 


EE pq + iF(9) = gp — iG(p) 


. d’où nécessairement : 


II 25 et GP) = ET gp 


Nous choisissons l’un des signes, ce qui nous donne : 


(@1g)= exp — > pg. 


(1) Juzra. Ouvr. cité, Il, 108, 


ii io 


+ 
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QuI EST LE RÉSULTAT FONDAMENTAL GLASSIQUE. — Et l’on a bien 
démontré en passant que la satisfaction du postulat (G) n’est possible 
qu'avec : 

h 
GT — ;— 
-e qui introduit À en même temps qu'un cas particulier très important 
des relations d'incertitude de Heisenberg. 
Nous avons rappelé (I-A-4) comment on déduit de : 


Four 2TL 
Qi) fa lex pd 


L 


que la valeur probable de p s’écrit : 


= + h 0 
bp grd] () 


faisant ainsi apparaître que l'opérateur ts Po de l’espace hilber- 


tien des (p | ) est transmué (?) en l'opérateur —° 2 de l’espace hilber- 


ami 2q 
ten des (g |) par la transformation unitaire (&) ; c’est le principe 
d’ondulisation. 

Comme, par ailleurs, le produit scalaire dans l’espace hilbertien : 


1 h 79 
PE 
, 27 2q 


j RINIOT 2 os | 
est réel, and étant, comme p, un opérateur hermitique (?) ;-on a : =" 


[ À _ TL | = [tx 2TL 5 Ÿ 4” = [4 ? ami HE AE | 


[l'est donc indifférent de poser soit : 


l 

Ë 

ENS Ë 

2Ti0q : 

1 

{ou de choisir le signe devant — dans (p | g)|, soit | 
4 

vise" 4 

Pre 2 0q* : : 

| 

L 

[ 

(1) Jucra. Ouvr. cité, 2, 65. ‘1 


(2) BouziGann. T'héor. des groupes, Hermann. 
() JuurA. Intr. math. aux th. quant., 2, 108. 
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Enfin, il sera utile de noter que les (p | )etles (g |) gaussiens corres- 
pondants sont : 


(g — q} 2Ti 
(q = —— exp = 
He Tech REA rip 
RER RUE (pp ori — 
(p | Es .-exp jen “EXP 7 PQ 


s : 27! —— h 
après suppression dans (p_| ) du facteur : exp = pq et avec : 65 — FR: 

HT-B-2. Signification du postulat (G) de sauvegarde des gaussiennes 
simultanées pour les 4 et les p. — A) Quelle était la position de 
la mécanique classique quant à la mesure des p et des q ? — Elle 
supposait possible, à tout instant, la mesure simultanée des p et de s g, 
ces mesures constituant les conditions initiales ; la théorie et la pra- 
tique de ces mesures, par exemple en astronomie (!), conduisaient à les 
construire à partir de tableaux de nombres, cette construction des 
valeurs probables supposant explicitement ou implicitement que la loi 
de probabilité de ces mesures était une loi de Laplace-Gauss. 

Or la mécanique quantique nie la possibilité d’une mesure simultanée 
des p et des g d’un corpuscule, mais elle considère la donnée simultanée 
de leurs lois continues de probabilité : | (p | ) |? et | (g | ) |? liées par 
la dépendance stochastique nouvelle : 


@):G1)= [61 9 1 )-d7. 


Comme dans tous les cas où la théorie physique a été amenée à 
modifier ses postulats fondamentaux, une préoccupation inévitable est 
de sauvegarder, en tant que première approximation, les résultats déjà 
acquis. Il est donc conforme à cette méthode, une fois reconnue d’une 
facon ou d’une autre, la nécessité de la nouvelle dépendance stochas- 
tique (Q), de lui imposer la sauvegarde d’une possibilité de convenance 
éventuelle de la théorie classique L la mesure des conditions initiales, 
c’est-à-dire de postuler de : 

(Postulat G) : «La dépendance stochastique quantique (Q) entre les 
et les p conjugués, doit autoriser des répartitions simultanément du 
type de Laplace-Gauss et sans corrélation ». 

D'après ce qui précède, ce postulat si naturel équivaut au principe 
purement heuristique d’ondulisation. ; 

B) II se trouve que le postulat (G) entraîne, comme circonstance 
mathématique nécessaire à sa satisfaction, la relation : 


Lnos! — constante — 


{:) Decraez. Erreurs et moind, carrés. 
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il introduit donc, en même temps que le principe d’ondulisation, la 
constante fondamentale de Planck et la forme la plus simple des rela- 
tions d'incertitude de Heïisenberg ; il rend donc solidaires trois éléments 
essentiels des théories quantiques, en les liant de surcroît à l’un des 
éléments essentiels du calcul des probabilités et de la théorie de la 
mesure : la loi de Laplace-Gauss ; les vues que M. Pius Servien expose 
dans Probabilités et OQuanta sur le caractère «instrumental » commun 
à À et aux gaussiennes, reçoivent de (G) et de ses conséquences, signi- 
fication précise et vérification. 

C) Continuité « presque sûre » d’une fonction aléatoire ().— Soit 
P(x, y) la probabilité que : | # —#| y, entraine, pour la fonction 
aléatoire X({) la condition : " 


| XG) — X() | Lx 


On dira que X({), supposée être à éléments indépendants, est « presque 
sûrement » continue si : 


lim lim P(x, y) =1 
xx 0 y 0 


Alors, quelque petits que soient æet z on peut déterminer y de façon 
que : 
P(t, y)5 12€ 


T, et T’ étant deux valeurs données de #, si l’on divise l’intervalle 
Ts, T’ en intervalles de longueur inférieure à y, X(T') — X(Ts) appa- 


raîtra comme une somme de termes, que l’on suppose être indépendants, 


dont le plus grand en module est < æ, sauf dans des cas de probabilité 
<z; comme x ets sont arbitrairement petits, la différence X(T') — X(T5), 
si elle n’est pas nulle, doit dépendre d’une loi du type de Laplace- 
Gauss (théorème de Liapounoff généralisé (?) ; si l’on suppose que 
X(To) est elle-même gaussienne, la fonction aléatoire X(T) sera gaus-! 
sienne quel que soit T. Or on sait qu’à partir des p et des g initiaux, la 
mécanique classique admettait leur variation continue en fonction du 
temps, cette continuité simultanée des p(t) et des g(#) étant nécessaire 


et suffisante pour l’existence d’une trajectoire ; l'existence. de cette " 


trajectoire faisait partie, au même titre que certaines disjonctions 
a posteriori, de la schématisation préalable du corpuscule ; il semble 
donc que le principe d’ondulisation, sous la forme probabiliste (G) que 
nous lui avons donnée sauvegarde également, autant que cela se peut 


pour des fonctions aléatoires du temps, l’existence de quasi-trajectoires. . 


(:) P. Lévy. Add. des variables aléatoires, 166. 
(?) P. Lévy. Add. des variables aléatoires, 166. 


ne: 2 Rd dE * EE 
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IT-B-3. Cas de plusieurs variables aléatoires. — a) Cas de plusieurs 


variables commutantes. — La probabilité élémentaire des valeurs 
æ et y sera : | (x, y | ) Fdxdy; la valeur probable d’un opérateur (A) 
étant : 


A (4 Gel A Te des æ,y. (r; ts | de = (A)(x, 10] | )dxdy 


si on l’applique à x on trouve : 
PP 0 


PR A (x,y |) ©. dxdy far | (ty) dy 


æ dépend donc stochastiquement, mais classiquement, de Ya 


b) Cas d’un système dynamique (x, px, y. py). — Si l’on postule 
qu'à : 
3 I 1 (æ — 2 US y? ï 
FC, y FES xp cp ST = 
GiV2T 29; 2S cVar 
doit pouvoir correspondre : 
” (De = pales 01 (Dy — pui? 
UT PB —— Xp — ——— , —— exp — ———— 
- | ( # Py | ) SV P 29 S- 2T P 2 


on trouve, comme dans le cas d'un seul couple, que la dépendance 
æntre (x, y |) et (P:, p, | } doit être : 


Porn. + Lexp— "(per + pyil.(e,y | ).drdy 


IIT.B-4. Propriété essentielle du centre de gravité en mécanique 
ondulatoire. — Dans son livre (‘) M. L. de Broglie recherche s’il est 
possible d’étendre au centre de gravité G(X, Y, Z) d’un système de 
corpuscules (x;, y;, z;) le théorème de la quantité totale de mouvement ; 

pour cela, il montre qu’en définissant Px, Py, Pr comme étant les opé- 


rateurs : 
RD —hD —h9 


ati DX ? 2m DV ? ori DZ 


N 
2 
= 25 — , donc que l’on a bien : 


dTi 


ins EE pes Ie 2 se Pz == D 


Il est intéressant de remarquer que l’on peut donner de ce résultat 
une démonstration probabiliste fondée sur le postulat (G) d'existence 


(1) L. or Brocuie. Mécan. ond. des syst. de corp., 75, et L. ne BROGLIE et 
J.-L. Desroucaes. C. R., 1935 (5 août). AT 


506 GEORGES BODIOU 


possible de gaussiennes simultanées et classiquement InAGpEnTaneS 
pour les +; et les Pz, 


En effet : 
Ç__ N'iti 1 Ni NE \' Mi£i 
Re pas ile Ÿ= nl DVI TO Z= st M 
i i ; 
F- Re 
et : Pr D'pE Ps à Pu» Pr DE P:; 


i i i 


sont des variables aléatoires, « définies comme sommes d’autres varia- 
bles aléatoires » ; si les x;, p,, peuvent être simultanément gaussiens 


pour tout , X et P; sommes de variables gaussiennes seront simulta- 
nément gaussiens, et réciproquement s'ils sont simultanément gaussiens, 
les æ;, p,, le seront aussi puisque X et P; sont sommes d’un nombre 
fini de ces quantités (*). 

Le postulat de sauvegarde de gaussiennes simultanées pour les x;, p,; 
entraîne donc la même sauvegarde pour les X, Px et réciproquement. 

L'indépendance classique des x; d’une part, et des p,. d'autre part, 
entraîne l'indépendance de leurs sommes respectives X et P;. 

La dépendance stochastique quantique de X, Px, « si elle existe », 
devra donc satisfaire à (G) ; c’est-à-dire qu’elle entraînera : 


— h 9 
RS 
IV. — Coefficient complexe de corrélation quantique. 


I-A. Définition. — Nous partons de la définition classique du « coef- 
ficient de corrélation » de deux variables aléatoires : 
AB —A.B 


SRE 


R(A, B)— 


si À et B sont des opérateurs hermitiens non commutants ce coefficient 
devient complexe et l’on a : 


RÇA, By PA BE TA, 56) 5a35  _ [GA.4,5B4) Asa. 
, 29,5, AU ONREES ISA. ||. [[ôB. 4 SAGE 


avec les notations : 


SA—A— À ;[5A,5B]|,—anticommutateur de SA et 5B—5A.5B + ÿB.5A S 


() P. Lévy. Add. des variables aléatotres. 
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cet anticommutateur étant réel en moyenne si À et B sont hermitiens. 
[èA,ÔB}—commutateur de SA et ÔB—IA.B—ÈB.5A—AB—BA—|A,B}|; 


ce commutateur est imaginaire pur en moyenne si À et B sont hermi- 
tiens. 


roduit scalaire des états 8A .L et 5B.4 
ongueur du vecteur A :4. 


© 


Ce coefficient R(A, B) que nous appellerons « coefficient quantique 
de corrélation » à cause des propriétés que nous allons établir se 


A , CA, 0B|+ 
décompose en une partie réelle : RER 


He TA PF 
ginaire : 
a SASB 


et une partie purement ima- 


or 


[ÔA, 5B], — 5A.0B + B.8A —(5A + 5B)?—[(5A)? + (àB)?] 
=(A—A+B—B)—[(5A) + (2B)#]={3(A + B)# —[{ (FA)? + (8B)°] 


d'où: - [èA, ôB], — Se = (CA ae 5). 


La partie réelle de R(A, B), à laquelle il se réduit dans un état où 
A et B commutent en moyenne est donc : 


(À LS) 


7e 


R(A, B)— 
B 

C’est le coefficient de corrélation classique dans la statistique des 
variables aléatoires commutantes (‘) (?); l'annulation de cette partie 
réelle de R(A, B) exprime, comme en statistique classique, l’indépen- 
dance quadratique des variables A et B, c ‘est-à-dire : 


3 > 2 
TCB LCR + Sue 


. FA, 8] 


Quant à la partie imaginaire de R(A, B), soit : en elle est de 


caractère essentiellement quantique puisqu'elle exprime le défaut de 
commutation des opérateurs. 


IV-A-2. Propriété éiractéristique du coefficient de tes quan- 


tique d'assurer un certain minimum. — Décomposons l'état = Se = en sa 


() Traynarp et Risser. Cours Borel, 1-4, 134, 139. 
(2) Frécaer, Cours Borel, 1-3 (1). 
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ME FN VIOL ; 
projection orthogonale sur l'état = } et une composante orthogonale à 
7, 


À ; 
— Ÿ ; soit : 
A 
êB 04 f 
(4,1) ei de EE À 
"B "A 
A 
avec : be de, #]=0 


on déduit facilement de la définition de R(A, B), en multipliant scalai- ! 
rement les deux membres de (4,1) par = %, que l’on a : 
À 
(4,2) 4 = R(A, B).  Ÿ + 
Se ER 


on sait que le coefficient de corrélation de la statistique classique jouit 
de la propriété caractéristique suivante : B et À étant deux variables 
dépendantes stochastiquement à la manière classique, la quantité 


moyenne : 
B—B 1, {A — A) |? 
Sa ES Sa 


est minimum quand X est égal au coefficient de corrélation ; or, en 
statistique quantique, d’après (4,2) : 


Rp ee PAT BH. (it) Lu 


Sp A 


di de 


0 étant orthogonaux ; d’où : 


EST ET 


l'égalité ne se produisant que pour z — R(A, B), qui fournit ainsi un 
minimum du premier membre ; par ailleurs : 


(x) | TS 4, are ee a 2)] 
|», ee =|,|=|? 


celte dernière moyenne est donc minimum pour k — R(A, B). 
Cette propriété constitue la définition la plus intuitive de R(A, B) : 
« R(A, B) est la valeur du coefficient k telle qu'en remplaçant dans 
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B—8B: 


9 Le" # » A Q e , à 74 La 
l’état considéré ou plutôt pour la fonction d'onde considérée, 
B 


AE : 
l'erreur quadratique moyenne en module soit minimum ». 


par es 


IV-A-3. MaximuM DU MODULE DU COEFFICIENT DE CORRÉLATION QUAN- 
TIQUE ET RELATIONS D'INCERTITUDES ; PRIVILÈGE DES GAUSSIENNES : 


ORALE 


[2 
LR Pr MX: 
ou, en posant : ÔA.4 = X, et: 0B.4—Y;{(X et Y sont des états) : 
A ((ENLESEfS | [X. y] (è 
RH ÉE= TRI » 


l'inégalité de Schwarz (!) permet d'écrire : 
HA VIE YA 
l'égalité n'étant possible que si : Y—2X.X, donc : 
| R(A, B) | 7; et.si | R(A,B) | — 


| 
tl 


cu Chart 


alors : 


ceci est l’analogue de la propriété connue de statistique classique, que 
si Le coefficient de corrélation est égal à 1, B est lié à A par une rela- 
tion linéaire ; une différence essentielle étant la présence simultanée de 
l'état et des opérateurs dans la relation quantique ; par ailleurs : 
DATE N SNS 

(ôA, ôB]+ # | [A BT BTl 


2 2 2 2 
AS AS DONC 


| R(A,B) = 


on déduit done de | R(A, B | 1 la relation fondamentale : 


(4,3) ca. >= VOA, 0Bh + |[A,Bj| 


qui est la forme générale des relations d' incertitude. 
a) On constate que (4,3) renforce la relation habituellement done 
née (?) qui est : 


I a 


| (4,4) | He | (A, B| | . 
arts h 0 | 
b) En Li si À oi et si B=p=— — de 
AB— BA = — = OÙ 559 > _ 7. ce qui montre que la borne inférieure 


(1) Jura. Ouvr. cité, 2, 67. 
() L. ne BroGue. Part, à spin, 30. 
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trouvée au IHI-B pour les gaussiennes simultanées en p et q est le 
minimum absolu de 6,.6, dans tout état. 

D'ailleurs (4,3) se réduit à (4,4) dans tout état où : [ôA, ôB;,—0, 
c’est-à-dire dans tout état où 8A et ôB « anticommutent en moyenne » ; 
_h. 
ori 2? 
commutent en moyenne quand l’état est gaussien à la fois pour les p 
et pour les g ; car on a alors : 


pour A= qet B=p— ;on vérifie facilement que ôp et èg anti- 


[ôA, B], —(g —q){p —p) + (p—pXq — 4); 


Û DE h : £ , 
qui en utilisant : pq — qp— er devient égal à : 


A [> 24 à — PT 1 | + 2pq —2pq—2pq 


et comme : 


PA TRE UGS a) ui = 
= kexp[= ET + 5.0) 
on trouve : BA SD 


ce qui explique que, dans ces états, ce soit la borne donnée par (4,4) 
qui soit atteinte. 

On sait que les gaussiennes doubles en g et en p sont les seuls états 
où cette borne inférieure absolue soit atteinte. 

En effet, nous avons montré qu’elle ne peut être atteinte que si : 
Y= X; c'est-à-dire : ÔB.Y—2X.8A.4; ce qui, avec ces opérateurs 
s écrit : 


(es PNEU 


IL est aisé de montrer que À doit être imaginaire pur et de le calculer; 
on a d’abord : 


par ailleurs : 

23|[èB.v, GA ,4]—[èB., ÔA.d]—[ôA.4, 5Bid 
—|ôA.dB., v]—!B.5A.4, Y|—\(èA.B—5B.6A)y, d\=— 

d’où : 


| 
BI8B.4, GA. 4|| = = | B.ÿ ||. | AA: Y (= | [ÈB.Ÿ, BA. v]| 


ce qui entraîne : 
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SR k 

d'ou a les Ÿ convenables satisfont donc à l'équation diffé- 
rentielle : — = Le .(q — q) + p|.4 

p | (a — q) Ai — ac LE Ch Cire 
Lo. Ÿ ; d’où : TR Es EE n ru LE 1 


cet état Ÿ correspond bien à la répartition probabiliste doublement 
gaussienne en p et en q: 


IV-A-4. ANNULATION DU COEFFICIENT QUANTIQUE DE CORRÉLATION. — 
R(A. B)—0o te : [èA.d4, ôB d|—o; c’est-à-dire quand les états 
(B— B) RE UE re rente 
NE -Vet => D sont orthogonaux ; d’après l'interprétation des 
parües réelle et imaginaire de R(A, B), cela correspond à la commuta- 
üon « en moyenne » de A et B, ce qui les rend analogues aux variables 
classiques dans l’état considéré, jointe à l'indépendance quadratique au 
sens classique, qui annule la partie réelle. 


IV-B. Corrélation et transitions. — IV-B-1. — On sait (!) (?), que la 
méthode de perturbations de Dirac, ou l’hamiltonien perturbé est : 
H = H, + V(#), conduit à interpréter, sous réserve de normalisation, 
les quantités : 


ls 
VLE 


oo al 


comme étant les probabilités « qu’une transition se produise de l’état Ÿ, 
à l’état L, sous l’action du potentiel V(#) dont l'intégrale dans le temps 
est l'opérateur % » ; les Vi étant les éléments de la matrice de Ÿ sur 
les fonctions propres d;, Ÿ; de l’hamiltonien non perturbé H, ; récipro- 
jneat étant donné un opérateur quelconque A, de matrice A js les 
| A; ? seront, à une normalisation près, les probabilités de transitions 
dues à un potentiel perturbateur dont l’intégrale dans le temps est A, 
« à condition que À puisse être considéré comme l'intégrale dans le , 
temps d’un potentiel ». La considération de R(A, B) permet des remar- 
ques intéressantes : 


SU n ét: AU ET rate 
a) -— -Ÿ est un état normé puisque : 
À 


ae 
DA LA 


2 5A GA | dA? 


) Durac. Prine., 193-198. 
) L. ne Broëuie. Nouv. théor. de la lumière, 2, 56. 


(a 
(£ 
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et si Ÿ est un état propre , de l’hamiltonien non perturbé : 


ô: I TS NT À 

QUE AU AT ES 

GATE AE AT MAN né sm 5, ‘7 
À TZ 


done si A peut êfre interprété comme l'intégrale dans le temps d'un 
np 

SA 
qui lui sont dues, à partir de l’état considéré 4, vers les autres états 4, 
en admettant qu’il y ait certainement transition, puisque L52.),5. S125188 
prête à la même interprétation, on voit que : 

a) La corrélation maximum : | R(A, B) | = 1, dans l’état Y,, équi- 
vaut à l'identité des effets des deux perturbations quant aux transi- 
tions ; une transition donnée ayant autant de chances d’être causée par 
l’une que par l’autre. 

b) La corrélation minimum : | R(A, B) | = 0, entraîne que, s'il 
est certain que À causerà une transition déterminée ? — 7, on est assuré 
que cette transition est impossible sous l’action de B puisque 

D. 


T 
SA 


En conclusion, la cel o quantique paraît caractériser la simili- 
tude plus ou moins grande des effets perturbateurs des opérateurs, 
considérés, (€ quand 1 peut y avoir de tels effets ». 

L'interprétation des éléments non diagonaux d’une matrice, relative 
aux fonctions propres d’un opérateur hamiltonien, n'a plus de sens s’il 

est impossible de considérer l'opérateur auquel elle est relative comme 
l'intégrale dans le temps d’un potentiel perturbateur. 

La notion de corrélation permet d'étendre cette signification « en 
établissant un lien entre opérateurs de signification physique quel: 
conque ». 

Si donc B n'est pas susceptible d’une interprétation comme ci-dessus, 
on pourra le supposer en corrélation maximum avec un opérateur À 
2 AE et par l'intermédiaire de celui-ci on pourra dire que : 
BE 


si 


potentiel perturbateur, les sont les probabilités: des transitions 


> 


| OV oB 
alors : — V;—; et que et Y; est orthogonal à 
cn 


« Les -—5— sont les probabilités des transitions de l’état 4, aux 


Î 
divers états 4; (7 ><), dues à un opérateur énergétique À en corréla- 
Uon maximum avec B, quelle que soit la nature physique de B. » 


IV-B-2. INDÉTERMINATION DU COEFFICIENT DE CORRÉLATION QUANTIQUE 


DANS CERTAINS ÉTATS ET INTERPRÉTATION GÉNÉRALE DES ÉLÉMENTS NON 
DIAGONAUX DE MATRICES HERMITIENNES. — Le coefficient de corrrélation 
quantique : 


(SA.Y, 5B.V] 


R(A,B)= Hi - pass 


: 
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est indéterminé dans tout état Ÿ qui est propre pour A, car alors : 
AY—0o; nous allons montrer qu'il s’agit là d’une indétermination 
essentielle ; ce résultat apparaît a priori comme naturel si l’on consi- 


dère qu’il ne peut y avoir corrélation qu'entre variables aléatoires, et, 


qu’en fait, dans un de ses états propres, A n’est plus aléatoire, mais 
déterminé. 

Soit un état dans lequel deux valeurs seulement de À sont possi- 
bles : à et a’: 


P—cd,+cbr—cYÿ + ct", avec: AN AE m8 2 2 € 


RX(A, B) — 


, et nous nous proposons de rechercher si 


R*(A, B) a une limite quand c’ tend vers zéro, c'est-à-dire quand 


pd. On trouve : 
A EcPa| ce 
ou, au premier ordre en | €’ |, A = ». 
B=—|c/l9, BJ] +10 [9, BY] + cxcf4, BY] + cc°x[4, BY 
ou, au premier ordre en | €’ |: 


B — [Y, By] Æ cXc'{d, BL] + cc*[d, By’ 
BA — | c Pad, Hg1]+ | c’ af’, BJ] + «'c*c[, Hd” ] É pas BL"}* 


d’où, au premier ordre en | c’ |: 


BA — af, By]+ a'cxc'[4, BY] + ce'*a[+, B4']* 


d’où, au premier ordre en | €’ | : 


ve 


BA AB oc (a — ){0, BY 
par ailleurs : 
d — A? A —|c}. |c (x — a) 
enfin, quand W—d,, 65 (05) dispersion de B dans l’état 4, d’où : 


: . Rd” By 
on — exp i(g — +) € ee .e.exp 2(o" — +) 


avec : 9 —argument de c'; 9 = argument de c; e—+1 suivant que 


ll 


x — «x est positif ou négalif ; Be élément non diagonal de la 


matrice de B sur les fonctions propres de A. 
Cette limite dépend donc de l’état 4, et pas seulement de l'état 


limite , ; elle n’est d’ailleurs définie qu'en module à cause du coeffi- 


Ann. de Phys., 12° Série, t. 5 (Juillet-Août 1950). 33 
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cient exp &(g — +) qui contient les arguments de c et de c';il y a donc 
bien indétermination essentielle de R(A, B) dans l'état 4. 

Il est cependant intéressant de noter que les modules des éléments 
non diagonaux de la matrice d’un opérateur hermitien B sur les 
fonctions propres d'un opérateur hermitien A peuvent recevoir des 
calculs précédents une interprétation statistique, alors que l’interpréta- 
tion par les probabilités de transitions, même après l'extension que 
nous lui avons donnée précédemment, n’a de sens que si À est un 
hamiltonien, et qu’il n'y a aucune autre interprétation pour la rempla- 
cer, s’il n’en est pas ainsi. Or, d’après ce que nous venons d'établir, on 


ourra dire que : «—— | B.., | est la limite du module du coefficient 
P q : aa 


(53) 

de corrélation quantique entre A et B, dans un état où seule existe 

l'alternative : valeur « ou valeur «’ pour À, quand, dans cette alterna- 

tive, la valeur + tend à devenir certaine ». | 
La notion de corrélation a une importance suffisamment établie pour 

considérer que c’est bien donner une signification à un symbole abstrait 

que de l'y rattacher. 


V. — Recherche des densités 
de probabilité de forme permanente en l’absence de champ. 
Définition d’une étroitesse simultanée 
pour les distributions des p et des g. 


V-A-1. Définition et conditions de permanence. — Définition : Une 
loi de probabilité complexe (g, £ | ), variable avec le temps, sera dite 
permanente, si | (7, { | } |? peut être à tout instant, ramenée à une 
même forme fixe, dite « Loi réduite », par un changement d’origine 
des qg et un changement d'unité (!). 

(5,1). 1 faut donc que : (g, é | ) = K{£).o(aqg + b).exp io(g, 4) si : 
u— aq + b, la loi réduite est p?(u), et on trouve : K? = a ; a et b étant 
des fonctions de #. 

L'équation de Schrôdinger en l'absence de champ est : 


DO IN) EE 4ria(q,t|) 
24? mA 


k dt 


par séparation des parties réelle et imaginaire et en posant : 


u — b 


P— EXPT ; eg: =%| . €) = d(u, 0); ee 


() P. Lévy. Calc. des Prob.: 
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elle conduit au système : 


d?r ai 2% \2 ARE . 2? at 
te (©) HA (UE) 2AV SEA 
22P I 
2 = 
(5, ) cs 3 30 + re AE 
A (T)= AT 


ro A'(u — b)—2Ab" 
(A”et D” sont les dérivées de A et à par rapport à #). 
De la seconde équation du système on déduit : 


eu 


Du, ?) = R(u) + D(#. [. exp — 2r(u).du 


avec : 
A’ ‘bA’ 
R(u) = — Fa Es, = Le Ab'}u res 
Nous postulerons alors que : « quel que soit #, ® doit avoir une 
valeur probable finie », d’après son lien avec l’action (1); or, à des 
constantes près, cette valeur probable est : 


De MNT à 
D(9. [ exp 2r(u).du. [. TETTIÉ 


Il est donc d’abord nécessaire que : 


ae du 


D({).exp or(u). |. exp.ar(u) , 
0 


tende vers zéro quand x tend vers © . 


(2 du | 
Posons : F(u) ml Éroaru 7 A IOIS : 


U 


CT 17 Sel 
D(é).exp 2r(u). 42 exp.ar(u) — () 1 


or, F(u) tend vers de façon monotone quand w tend vers « , 1/F tend 
AAC 5 
vers zéro de façon monotone, et donc (+) tend vers zéro.et : 
dE du a 2 F sn 
D(£).exp Nr tend vers l'infini, « sauf si D({) —0 », 
qui est donc une condition nécessaire et évidemment suffisante pour 
que la valeur probable de l’action soit finie. 


(:) Dinac. Prine., 2e éd. anglaise. 
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Le système (5,2) devient alors : 


(6,9) 4 —(bA"A + 2A%0" + 2446 — Eu (+ AU) —240 


| Du, t) =R(u)= + .u? + (+ + Ab’ Ju +c 


r devant être fonction de u seul, il faut écrire que », n, k sont indé- 
pendants de { ; ce qui conduit par m à : 


E? / 
A—T A + Ef + à = (E, y, m, étant des constantes). 
nn que la loi soit réd uite à l’origine des temps: (q):— 0 = ; 
, 1 , 1 ER b EY . 
or, d’après le théorème de Ehrenfest (!) : (g},=— += pt; par ailleurs 
la dispersion est donnée par : 
9 FE 9 Lee 2 
Cr =) (gq — q} .ab*,dq = 23 d'où: ay =1 
Nr {0 
ou : 
2 
A(=ù = — si 
d’où enfin : 
aT 2 
(5,4) : A — + P(n?03 +). 
avec : 
hu. Le 
M PATIE PR = = 
ml, A Fri ? Re 


(5,4) et (5,3) conduisent à : n — 0, d’où, X étant une constante : 
bA' ; T? Le h 
—k= (+ A8 1 + 2Ac'— . 5 a(r—+c ) 
d’où : 
kh —, 
C= pri «arc tg nÙ + —p () 


da phase est alors entièrement déterminée : 


(q + pt 
Der n°0 Lea — FD + D + pnare ig MAPS + p'0 


on calcule alors la valeur probable de a 


I 


pa +e 5p A FT I kh 
=). ZE «PUgit).dq =} —{ pt Tr tri t HET 


(1) PLATRIER. Ouv. cité. 
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si l'on veut pouvoir, comme on l'a déjà supposé, écrire entre la phase 
et l’action une relation de la forme : 


- il faut que, au moins pour les valeurs probables, les caractères de 
l’action en l'absence de champ se retrouvent dans la phase ; nous postu- 


28 : . ; ae, 
lerons donc que : «= doit avoir une valeur probable indépendante 
La 


de # » ou, plus précisément : 


D __p? 
FT 
ce qui entraîne : 
kh AT à 8x2? 2 
St LT ie Len D . Se LPO E ie 
ATL? ñ 1» d’où : k = PEL 2 


ET r . L 2T + TÈ 
57 se réduit alors à : —— (—— ï 


On doit donc poser : D 22 pp}, d’où l’on déduit que »? est le 
carré de la dispersion de p : 


: Re 5 FD 
= 00 24 où * B=(s) = 


| l'équation qui détermine r s'écrit alors : 


u?l2 u? lu? t 
L J2 DER ER ET RON Es RP | Mr 
| ru) +r/(u)= Tu = pt (= = 
ou, en posant : 
Ÿ N 1? 
lu —=v et & == y"? + 


ou puisque p — exp 7 : 
G5): eo) = pe (52) 00 


p étant une fonction réelle de carré sommable. 

- a) Si l'équation (5,5) a une solution de carré sommable p(v) toutes 
les autres sont de la forme Ko(v), ce qui entraîne que si elle en a une 

de carré ayant pour intégrale 1, elle n’en a qu’une; en effet, en posant 
y—=eY, on trouve « si Ÿ’5< 0 » : 
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On montre, comme pour la valeur probable de l’action, que cette 
solution ne peut être de carré sommable, d’où : 


Y'= Sr TE RAL Et 7 nie) 
DiRPOUT Let; on trouve : 
Ge = CRD qui est la gaussienne réduite. 
275 


c) (5,5) étant une RAR différentielle linéaire sans points singu- 
liers, posons : 


v? 


p—/f{u)-exp— y” 7; 
on trouve alors pour f(v) : 


ANTHES à) 


fl! — f'uv +; —— 0 (équation différentielle 
linéaire sans points singuliers) 
en cherchant f(v) sous la forme d’une série entière : 


A> A3 
fe) = Av + A1 + _ +; _ FAR 


on trouve la loi de récurrence : 


u'(an 1— y) 


+2 a ñ 
on en déduit que si A, Æ 0, ou À, 0, comme cela est nécessaire si f(v) 
os pes identiquement nul, la série finit par devenir majorante pour 


u'v? à $ 
exp — ® donc p — f(v).exp — tend vers l'infini en même temps que 


vet ne oe être de carré sommable, « sauf si u’ est un entier impair : 


w'—=2} +1»;il en est donc ainsi et f(v) est un polynôme de degré j. 
d) Si l’on Pons AN la gaussienne : 


1 Le v? È 


peer EEK exp 2 
Te — EXP NT —K.exp — {= 
Fer 2j +1 
-et les polynômes de Hermite-Tchebychef définis par : 
RE = qh / gs: g%" étant la nième dérivée de g; (!) ; on trouve pour 
les coefficients al de P la relation de récurrence : 
of al (24 LT) dat 0 


tléduite de : 
pie Ford TE TA) io 


(!) Bone. Traité des prob., 1-1, 150. 


? 
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il s'ensuit que si 6 a des coefficients proportionnels à ceux de P{= 
alors f M) a des coefficients proportionnels à ceux de PŸ ; or on trouve : 


ik ] SE , » 1 À = : 
TRES fY=K'P}); d’où en général: 714 KP 


e) On vérifie que si C; est choisi de telle sorte que : 


ee nu ÉRE bye AU —ù 


la loi : 


1 D? 


ds GIP} P: ERP Us; 


est réduite, c’est-à-dire que : v— 0, et v? — 1 ; or on passe des v auxu 

par un changement d'unité : v — lu, la loi ne peut donc rester réduite 

pour les u que si {— 1, donc Ê—o et par suite : w,—=u,—2; +1, 
. . - 2 2 

eu 0 ; la dispersion des g au temps # est donc : os, = 6? + 1 et 

comme 6 — 1, il vient : 


e] 


SL) 


2 
EE Gp + Go 


qui est le résultat classique, à savoir celui qui donne la dispersion de 
la somme g de deux variables aléatoires 4, et pt, quadrati uement indé- 
q goerpt, q q 
pendantes. 
LR + 3 he h : 
Par ailleurs, 7 — 1, joint à u;— 2 +1 conduit à ae re (27 + 1). 
En conclusion : Les seules lois de probabilités permanentes en l’ab- 
sence de champ sont celles qui ont pour réduites : 
(2) 2 
I 1 u? I [g! | 
RL ; ITS e PRIT PE PTE TRUE ST IMPR É RES 
d J'(j + 1# Vr\/ 1 1 E:850 rl JBj+i#" gi 
NE CET 


où : 
2 


FAO u° 
TOO A GIE PA 4 : . E 
PM 97 ; gÿ)— dérivée jième de : 4; — exp — : 


e laser 
Parmi ces lois la gaussienne est obtenue pour y —0; elle fournit 
le minimum absolu de 5154 = hjhr ; pour toute autre de ces lois d, ce 


minimum est = je (27 +1); il est multiple impair du minimum 


absolu. 
L Fe : q 
Remarquons que si l’on fait le changement de variable: u = = 
sVaj F1 


on est conduit à la loi : 
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\ 


avec : Fe 0; gt 6(27 +1) les F) satisfont à l'équation différentielle, 
transformée de (5,5) : 

r LD 1 Tan 

(9,7) : LE 5° dg Ar Yo = | Ya |: 


V-B. Définition d’une étroitesse simultanée des répartitions proba- 
bilitaires des p et des g, et d’un « opérateur d’étroitesse simul- 
tanée Der—— V-B-7. REPRÉSENTATION EN P DES RÉPARTITIONS PERMANENTES.* 
— Reprenant l'équation différentielle (5,7) de la représentation en g 


, .. , , d , , 
des répartitions permanentes, remplaçons l'opérateur a Pa l'opérateur 


\2TL 


— —.p et désignons par 6, la dispersion minimum des moments qui 
; ü : k : h 
puisse correspondre à une dispersion 5, des coordonnées : 5, — sr 


(5,7) devient : 


. 


QE 
QUE [£ Ÿ a [Ya 1 = 227 + ») | 94 


Cette forme étant symétrique en . ets on en déduit que l’on passe de 


‘ 


la représentation des modules Fr Me e permanentes en fonction 


de g à leur représentation en fonction de p en remplaçant dans les 
premières la gaussienne : 

q Ê p? 

g(q)—=exp ——;, par la gaussienne : g(p) = exp — — 

25 £, 


=? 


q °P 


Enfin, si l'on remplace dans (5,8) g par g — q et p par p —p,l ‘pe 


ï a, (p—p} 
rateur : [TT TT R a pour fonctions propres : 
; — , gi) 2 — 
W(g— g)=K = .exp — p 
ARR TS re le 
3 . L — qi ; Eee : 
où g est la gaussiènne : —— .exp — TP et g sa jième dérivée. 
av2T 


Y(g — q) correspond à la valeur propre (27 + r1)2 
Les transformées quantiques de Fourier des d(q — q) : 
fo 


e/ — 


YU(q — q). “EXP — 7 pq .dq 


sont justement les mêmes fonctions en (p me soit : 


: K gU) à 
Latp —p}= CZ - EXp— 7 pq exp + À 5 Q 
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avec : 


I (p PE. ph? 
—= EXP > - 
by 27 20? 


FT —= 


’ V-B-». Les FONCTIONS COMPLEXES DE RÉPARTITION PERMANENTE CONS- 
TITUENT UNE BASE ORTHONORMALE DE L'ESPACE HILBERTIEN DES FONCTIONS 
À MODULE CARRÉ SOMMABLE. — En effet, soit g une gaussienne de valeur 


probable gel de dispersion 6, et soit : 


{) Ti — 
TA 7 EXp— pq 


on à : 


Lo grues 20 80) 2 hi pta. q 
po. É 


ou les P sont les polynômes de Hermite-Tchebychef ; d’où : 


+00 : ' ÿ 
# CAE PRE 9 EE NS ONE 2 à 
Del dl d 


d’après les propriétés classiques des polynômes P (!). On voit donc 
que, sous réserve de normalisation, les L constituent bien un repère 
orthonormal pour l’espace des (g | ) à | (q | } |? sommable. 


V-B-3. DÉFINITION D'UNE ÉTROITESSE SIMULTANÉE POUR LES RÉPARTI-. 
TIONS DES D ET DES g. — Nous cherchons une fonction 2 —f(5,, 6,), 
telle que les conditions : 


Aer ke, et 6,54 D re 
entraînent simultanément : 6, a, 9, < b, c'est-à-dire la « limitation 


simultanée » des dispersions des g et des p. Il y a évidemment une: 
infinité de solutions ; mais une des fonctions £ les plus simples est : 


2 2 
DA dt Do, 
Dans le plan des 5,, 5, z reste constante le Iüng d’ellipses homothétiques 
: Pr ST 6 AN ETDIENE 
et concentriques, qui découpent dans la région permise 6,5, > 1° limitée 
par une branche d’hyperbole équilatère (H), des domaines bornés pour 


lesquels on a bien simultanément : 6, <@, 5, < 8. 
Le minimum d’üne telle fonction £ “ atteint sur (H) et si l’on appelle a 


la valeur du 6, minimum et b => on trouve aisément que £ peut 
s’écrire : 
D} 


nur 


(:) BoreL. Ouvr. cité. 
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Ces considérations conduisent à appliquer à tout état l'opérateur : 


TER ee Lt 

qui permettra de caractériser, en donnant £, l’étroitesse simultanée 
des p et des g. _ 

Or cet opérateur (q, p, a) està valeurs propres discontinues et égales 
à 2(27 + 1), les fonctions propres correspondantes étant les denattésl 
complexes permanentes (g — q) ou leurs transformées de Fourier 
up — P) ; Ucette discontinuité ne laisse aucune ambiguïté à la notion 
d’ étroitesse » ; ; est étroite, relativement à cet opérateur. la répar tion 
correspondant à sa valeur propre minimuza : J — 0, d’où 2(27 +1)= 2. 

Ces états « étroits » sont ceux pour lesquels : 


f 


2TI — 


(4 1)=Vg(q — q).exp — pq 


ou, exprimés en p : 


(p|)=V g(p—p}.exp — = pq 


les densités réelles correspondantes sont les gaussiennes de valeurs 
h 
TU 

(Remarque. — Relation entre le problème des répartitions perma- 
nentes et celui de l’oscillateur harmonique : l’équation (5,7) est celle 
des états propres d’un oscillateur harmonique linéaire de masse 1; 
celle-ci s'écrit en effet (1) (?) : 


probables q et p et de dispersions a et b — ee 


d? q? 2j +1 À 

PM AE 1ECRDESe 
il suffit pour l'identifier à (5,7) de poser a? — 26°? ; les résultats de 
Schrôdinger confirment ceux que nous avons obtenus en V-A-1 pour 


un problème tout à fait indépendant du sien mais conduisant en défi- 
nitive à une équation de même forme). 


V-C. Raccordement de la mécanique quantique à la mécanique clas- 


sique. — V-C-1. RÉSUMÉS DES MÉTHODES HABITUELLES DE RACCORDEMENT. 
— à) Relation entre l'équation de Schrôdinger et l'équation de 
Jacobi. — Dans une première méthode (#) (*) (*), on cherche la fonc- 


tion d'onde Ÿ, solution de l'équation de Schrüdinger : 


/ 9 Le 3 
Hy==T sous la ne ; —=4a(q): exp — 2 (Hé + 6) 


(1) ScarônixGer. Ann: der Physik, LXXIX, 514. 
(2) Dirac. Prine., Traduct. 151. 

(* L. ne Broëue. Méc. ond. des die 32. 

(+) F. Perrin. Méc. stat. quant., 

(5) G. Juver. Mémorial des se. hatk [83], 56. 


pe, 


FONDEMENTS. DU CALCUL QUANTIQUE DES PROBABILITÉS 523 


avec les hypothèses suivantes, qui constituent « l'approximation de 
» - de , A 
l'optique géométrique » : 
E constant ; a(q) très lentement variable par rapport aux variations 
de »; on développe alors » suivant les puissances de A : 


hk — h\% 
A LP ER Ee) NC en RON 


2T4 


on trouve que #, doit satisfaire à l'équation : 


2% 22 h 
(5,9) 2,2 ge. 2e — U(q) 
k I 


en posant : 2T— V AUTTTE et l’on considère l’espace de Rieman 
k l 


ayant pour ds? : ds? — D Vytdqrdq: (3,9) est l'équation de Jacobi 
Dar 
classique avec S —+, mais elle est aussi l'équation d'optique géomé- 
trique pour une onde ® se propageant dans cet espace de Rieman, que 
l’on obtient en généralisant à cet espace l'équation de propagation de 
l’espace euclidien : | 


1 920 
Da as 
AY — DE TE At 
qui devient ainsi : 

10 D I Qi, GANG MP AE EEE 
sé û ARE) CRU VO". }e 
u* pl Vy 4 dqi IAA dqk ]* 

AE CU 


et qui dans les « conditions de l'optique géométrique » où : 
d—a(q).exp 2ri({— +) (ondes monochromatiques) 
donne pour & : 


- NIV MATERREES N 
(3,10) ; DE gx 01 vw 
k l 


le principe de Fermat définit les rayons de (5,10) par : 


2 B ds 
Ô ae 
A 12] 


Le principe de Maupertuis donne les trajectoires de (5,9) par : 


AR TEE 
> | VE—U.ds—0o. 


On en conclut que les rayons de (5,10) sont les trajectoires de (5,9) à 
condition de poser : 


? 


v? 


2(E—U) == . 


U° 
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En résumé, par cette première voie, pour À assez petit autorisant la 
réduction de © à %, et pour E constant ou y constant, c’est-à-dire dans 
les états stationnaires, les trajectoires de ces états stationnaires sont les 
rayons de ces ondes monochromatiques ; il y a donc pour la compa- 
raison entre le quantique et le classique double hypothèse : la petitesse 
de À et la nature de l’état. 

On trouvera une variante de cette première méthode dans (!) : 


Y = a(g, t).exp — ÆS(q, 6 


l'équation de Schrôdinger étant : 


H( = NR = nus 


Lori 4 2Ti D! 
= h où NS at AVES VE 
mar ele Sols 
_h dy & 27 dS He d 
et : RMI TO [exp A LD S(g; t)| + | — 51 an 36 a(q; d) 


l'équation de Schrôdinger devient donc : 


2S HS US 2 k° 5 
É mi on dt a Hg Der 2 ):e 


; Le s ; h 
on développe alors l'opérateur H suivant les puissances de et on 


égale les parties réelles et imaginaires des deux membres, on trouve 
ainsi, venant des termes réels d'ordre zéro en À : 


2S 2S 
(b;tt) — =, 2q 1 
qui est l'équation d'Hamilton-Jacobi et, venant des termes imaginaires 
d'ordre r en À : 
(e 5) 
ET 50 Î 
E à dq da 
12 = — 
(9522) ot ( 2S |] DYe 
c 2g 


(*) Dirac. Princ., traduct., 142. 
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qui définit les trajectoires le long desquelles à reste constant mais 
h , 


quelconque ; Si . est beaucoup plus petit que a Ê , c'est-à-dire si 
la variation de a n’est appréciable que dans un domaine d’espace dans 
lequel S varie d’un grand nombre de fois k, qui est l’approximation 
de l'optique géométrique, on pourra supposer que les deux équa- 
tions (5,11) et (5,12) suffisent, tous les termes suivants étant négligea- 
bles et que a—0, sauf sur un groupe de trajectoires voisines satisfai- 
sant aux équations canoniques. 

b) Théorème de Ehrenfest (1) (?). — On cherche à montrer que les 
valeurs probables 4 et p évoluent classiquement, sans restriction ni 
sur À ni sur Ÿ; on démontre effectivement que : 


oH & 0H 
et JDE 
2p PET 


la signification statistique de ces relations étant : 


q— (égalités entre opérateurs) ; 


dq __ 0H t CRIS 
dt  2p K Am est 


(5,13) 


où g et p sont les valeurs probables. 

Mais ces valeurs probables 4 et p « ne sont pas les variables dyna- 
miques du corpuscule » et « il n’existe même pas de corpuscule fictif 
réglé par (5,13) » puisqu’en général : 

2Hp, g, 0 Z DH(», g. A] u 9Hip, 0. t) LL 2H(», 9: GR 
dE 2p os 2q 


On peut donc penser que le lien ainsi créé entre le quantique et le 
classique est assez vague. On pourrait le préciser si l’on montrait que 
si À tend vers zéro, 6, et s, tendent vers zéro ( dans tout état » ; eten 
montrant ensuite que dans ces conditions, toute fonction H de ces 


variables tend vers la même fonction des valeurs probables H(p, q, t); 
mais il est clair que supposer que À tend vers zéro n’entraîne pas que 
5, et 6, y tendent simultanément. 

c) Probabilité de présence dans l’espace des phases (*) (). — On 
démontre que le temps relatif passé dans la région d'extension en 
phase dp.dq, sur les trajectoires quantifiées la traversant, est égal à 


sr , ce qui respecte en le précisant le principe de l’équiprobabilité 


dans l’espace des phases. On doit donc prendre la probabilité élémen- 


(‘) Dirac. Prine., traduct. 

(2) Parier. Ouvr. cité: 

(3) F. Perrin: Ouvr. cité. - 

(*) Brazzouix. Les statistiques quantiques. 
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: 2 k + , dp dq era 
taire de présence dans l’espace des phases égale à —7 3; Mais on ne 
voit pas nettement comment ce résultat est justifié pour un état quel- 
conque, non stationnaire. 


V-C-2. NoTIoN D’ ÉLÉMENTS DE QUASI-TRAJECTOIRES ) ET RATTAGHE= 
MENT D'UN ÉTAT QUELCONQUE À GES € ÉLÉMENTS »). VALEUR DE 6,57 DANS 
rour ÉraAT. — Nous avons vu que l'opérateur : 


tre (q—q® , (p—p} 
2(q: P> o=|=# LE) 


hk ï 5 
avec ab — GE » à pour fonctions propres : 
x x 10) ati — 
dl re ee” Er re ME 
Ag — q)=K exp 0 PQ 
9 
3 s 1 (g—- qÿ è & RL ee 
où g est la gaussienne : ne EXP — _ et glŸ sa jème dérivée, et 
aV2T 


que ces fonctions propres constituent une base orthonormale de l'es- 
pace hilbertien des fonctions à module carré sommable ; toute densité 
complexe (g | ) s’écrira donc : 


6,14) (Gl)= Yatg—g) où (p|)=ŸYa.s(p—p} 


) 


avec les mêmes coefficients a;, puisque les 4)(p— p) sont les trans- 
formés par (8) des LU{q — q). 

Nous avons montré (III-B-2) que les Lg — q) où LU p — p) doi- 
vent être regardés comme privilégiés, en ceci, que le caractère simul- 
tanément gaussien des q et des p, dans ces états, permet de considérer 
comme sauvegardées, à la fois la théorie classique de la mesure des. 
conditions initiales et la « presque-continuité » des variables aléa- 
toires g et p; nous nommerons ces répartitions complexes d{(g — 4) 
ou L(p — p) des « éléments de quasi-trajectoires ». L'importance de 
ces éléments, en sus de leur contenu intuitif que nous venons de rap- 
peler, tient à ce que la supposition de leur existence équivaut au prin- 
cipe d'ondulisation (HI-B-1 et III-B-2). 

Les décompositions (5,14) permettent donc de définir la probabilité 
qu'un corpuscule, dans un état donné, soit trouvé appartenir à un 
« élément de quasi-trajectoire » déterminé par p, q, a; (ou D = =) £ 


2 


. 


cette probabilité est | &o 


Supposons d’abord que dans les décompositions (5,14) g et p sont 
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les valeurs probables de g et p dans l’état considéré ; la valeur pro- 
bable de l'opérateur 2(q, p, a) est : 


(TG) Line pu 5, 
CP UNe ES 


(gp, a = D Le 


} 


5 et 6, étant les dispersions des Pp et des q dans l’état considéré. La 
valeur propre de &(q, p, a) dans l’état 40) étant 2(27 + 1), on trouve : 


8(q, Faz die Gj + 02=2 +4) 7. |. a; 
< J=Ù 4 
donc : 


(6,15) HE Er +4 jap 
Î 


a étant quelconque, si l’on suppose que l’on a pris a—5,, il vient : 
£ 


= i+4 dj Ta; 
j 


2 


d’où : 5, > b et par suite 6,.0, > ab — en ; plus précisément : 


l'égalité n'ayant lieu que si | a; | —0, pour j < 0, c’est-à-dire si l’état 
est doublement gaussien en peten g; on a là une « nouvelle démons- 
tration du fait que les gaussiennes doubles assurent le minimum du 
produit 5,5, », qui arret de préciser les relations d’ FRcerritme en 
remplaçant l'inégalité habituelle par : 


h s 
- (5,16) Pre \/: +4D jte Pl. 


Supposons maintenant a et b quelconques; } tendant vers zéro, 
nous supposerons que a et b tendent ensemble vers zéro ; nous suppo- 
* serons de plus le second membre de (5,15) constant, l’état (g | ) étant 
donné par ses coefficients à; (‘) indépendamment des hypothèses que 


Lg peut faire sur h, avec la condition 2 | 4; = 1; cette dernièré 


ere vient de ce que la bo bete du caractère aléatoire 
des disjonctions a posteriori qui conduit aux dépendances hilber- 


(:) I suffit de supposer que l’étroitesse probable (q, p, a) est donnée. 
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tiennes comme (5,14), a priorité sur la fixation de introduit par le 
postulat ultérieur de sauvegarde des gaussiennes doubles. Il suit alors 
de (5,15) que 6, et 6, doivent a eEt tendre vers zéro. 

On peut alors préciser comment le théorème de Ehrenfest donne, 
pour À tendant vers zéro, les équations de la mécanique « détermi- 
>H(p, q, À) 2H(p, q, t) dans 

2p 2p 

tout état, puisqu il s’agit de la valeur probable d’une fonction pour 
une répartition des variables à dispersions tendant vers zéro ; d'autre 
part, seules les valeurs probables 7 de g et p de p (à dg ou dp près) 
ont des probabilités asymptotiquement non nulles ; cela revient à dire 
que get p tendent à être certainement égux à leurs valeurs probables, 
qui évoluent classiquement, d’après V-C-r1-b) complété par ce qui pré- 
cède. 


niste » classique : par exemple, tend vers 


V-C-3. REDUCTION, QUAND h TEND VERS ZÉRO, DE LA MÉCANIQUE QUAN- 
TIQUE À LA MÉCANIQUE € STATISTIQUE } CLASSIQUE, PAR L'INTERMÉDIAIRE DES 
& ÉLÉMENTS DE QUASI-TRAJECTOIRES ». — @) On trouve, les intégrales 
étant prises de —o à + « sur toutes les variables d'intégration : 


a A 


du | & Pdqdp = h, ou J J 


en effet : 


RÉ 
a = ft D). Vgtp—p}.exp pq .exp — € pq.dp 
Lei PT fee Date —p.exp Fa. dr | 
à Je | PV gp .exp — TE yq dy 
Ho 


[fra dan = fer re fu) RERP me du 


J EXP — ty —x)dg | EXP — RME OUR ne dp_ 


I ï 4 


or, l'intégrale [= 1 et l'intégrale 1 = ».8(y — x), d’où Ô(y — x) est. 
la Acta singulière de Dirac explicitée en intégrale de Dirichlet; 
d’où : 


a 


Jw Déexp =  5(y x). dy = (æ | * 
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et donc, comme nous l'avons énoncé : 
l | La Pdgap=h| (et x dx =. 


b) La mécanique ondulatoire, même dans les cas purs, est une méca- 
nique statistique, et pas seulement dans le cas des mélanges d'états, 
auquel on restreint d'habitude cette dernière dénomination, sans doute 
à cause des anomalies du calcul quantique des probabilités dans les 
cas purs, anomalies que nous avons analysées ; c’est donc à la mécani- 
que staustique classique qu'il faut la comparer, tout autant qu'à la 
mécanique déterministe classique. 

Il est naturel de faire l’hypothèse que la mécanique statistique clas- 


sique s'applique aux valeurs probables p et q ; donc que la probabilité 
de présence de ces valeurs probables dans « leur » espace des phases 
est proportionnelle à l'extension en phase dq. dp ; à chaque couple GP 
et à une dispersion donnée est lié un «élément de quasi-trajectoire » 
la relation : 


| | | & pre 


montre donc que les deux propositions : 
« La densité des éléments de quasi-trajectoires, de dispersion donnée, 


? HET à . ertai ? Fine 
dans l’espace des phases g, p est » et : «Il est certain qu'un corpus- 


cule, dans un état quelconque, sera trouvé appartenir à l’un de ces 
éléments » 

sont équivalentes ; les éléments de quasi-trajectoires remplacent donc 
les trajectoires quantifiées utilisées dans la justification de la division 
de l’espace des phases en cellules ; mais il nous semble qu’ils permet- 
tent, par ce qui précède, une justification plus complète et mieux 
rattachée aux fondements que ne l’est celle rappelée en V-C-1-c). 

Examinons maintenant l’hypothèse : À tend vers zéro. 


CÉAAE AA ; l ; RO Een r : 
a) La densité + des éléments de quasi-trajectoires croît indéfiniment ; 
L 


la supposition classique que tout couple g, p de l’espace continu des 
hases est un tel élément, se trouve donc asymptotiquement vérifiée. 
b) Il demeure certain que dans l’état donné, quel qu'il soit, le 
corpuscule sera trouvé appartenir à l’un de cés éléments. 


h 3 r 
c) Pour tous ces éléments : ab; qui tend vers zéro, ce 
qu'on supposera réalisé par la condition que a et b tendent simultané- 


ment vers zéro ; donc, seules les valeurs probables g et p ont des pro- 
babilités élémentaires asymptotiquement non nulles ; get p tendent 
donc à être presque certainement égaux à leurs valeurs probables, dont 
nous avions déjà vu qu’elles dcinatent classiquement, et pour lesquelles 
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nous venons de montrer qu'il est légitime d'utiliser la mécanique 
statistique classique, dont le rattachement aux postulats quantiques est 
ainsi explicité. 

V-C-4. SUR LA NÉCESSITÉ DE SUPPOSER QUE TOUTE DENSITÉ COMPLEXE DE 
PROBABILITÉ DÉPEND EXPLICITEMENT DE A, QUAND ON VEUT EXAMINER LES 
CONSÉQUENCES DE L'HYPOTHÈSE QUE À TEND VERS ZÉRO. CARACTÈRE IRRÉ- 
DUCTIBLEMENT NON NUL DE À. — Supposons (4 | ) donné, « indépen- 
dant de À » : 


ju oTi 
b= fes — pg.dg 


d’où : 


1h 
EX 


(p | )P.dp 
Eh ee 1 N 7 "Ps T f 1/ 
= |. ("| vdq" |, (g"1)*dg il exp RE (q — gp de 


P 
ou, en posant: TT: 


[14 0 Fap 


P, 


pe 
4 


re / / Fais ” Fe Ji , 
= | : (g' | )dg pe (g” | )\*dg | exp — 27(q — g')c.dæ 


UT J Pi 


l 


Supposons que À tende vers zéro : 

a) Si p, et p, sont de signes contraires, l’ensemble des deux der- 
Pa De 
l | et| h 


37 


tendent vers l'infini s'écrit : 


nières intégrales, où 
8 


a 


te (g" | }*dg".à(q"— EAU | )* 


R+n 
car J exp — 2r(q — q')x.dr est la pseudo-fonction de Dirac légi- 


— 1 
timement réduite à un élément non isolable d’une intégrale de Dini-. 
chlet ; d’où : 


+0 


he [DES Pdp= |. | (g! 1) Pdg'= 1. 


b) Si p: et p, sont de même signe, par exemple tous deux positifs : 


< RE (D Nr TES. 


Pi 


Donc la dépendance stochastique quantique des q et des p n’est 
compatible, quand 4 tend vers zéro, qu'avec la seule valeur pos- 
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sible p— 0, « si (g | ) est indépendant de A », puisque la probabilité de 
présence de p dans tout intervalle comprenant zéro est égale à 1 et 
nulle pour tout intervalle qui ne le comprend pas; ce résultat est évi- 
demment inacceptable ear il fait Jouer à l’origine des p un rôle privi- 


légié anormal ; le calcul ci-dessus peut sembler schématique car il pose 


des questions délicates de limites; nous les avons reprises dans le 
détail en suivant les raisonnements de M. P. Lévy (!). On vérifie 
d'ailleurs ce résultat dans le cas particulier des gaussiennes ; à une 
gaussienne en q de phase 2r:g, les postulats quantiques font corres- 
pondre une gaussienne en p de valeur probable : p —%h ; or, quel que 
soit À, pourvu qu'il ne soit pas nul, on peut choisir À pour que p ait une 
valeur quelconque ; mais si l’on suppose ? fixé et À tendant vers zéro, 
alors p tend vers zéro. 

Mais le postulat d'existence des gaussiennes simultanées pour les p 
et pour les 7, ou éléments de quasi-trajectoires, « qui a introduit k » 
intéressait de façon manifestement symétrique le couple p, q ; on peut 
considérer que les résultats ci-dessus montrent qu'il est illégitime de 
rompre cette solidarité en fixant à l’avance l’une de ces répartitions 
complexes, si lon ne fixe en même temps h-<o; c’est-à-dire qu'ils 


- viennent souligner à nouveau le caractère essentiellement non nul de la 


constante L. C’est en repérant tout état par rapport aux quasi-trajec- 
toires, dont la sauvegarde à introduit , que l’on peut espérer examiner 
clairement les conséquences de : L tend vers zéro ; c’est ce que nous 


bavons fait en V-C-3. 


V-C-5. EFFET DE L'HYPOTHÈSE : / TEND VERS ZÉRO, SUR L'ÉCART ENTRE 
LE CALCUL DES PROBABILITÉS QUANTIQUE ET LE CALCUL CLASSIQUE. — 
a) Cas d'un état Y(q — q) —=(q |). — Disjoignons l'intervalle 
de — co à + « pour les g en deux intervalles — ©, q', et q', + et 
calculons (p | }Ÿ et (p |)? qui sont les densités de probabilité des 


- séquences : « g dans le premier (ou le second) intervalle, puis p » : 


(p 1 )Ÿ.exp (9 — p}q 


nn aÿ gulg — 41 2m 
—" 


exp— 7 (p —p)(q — q).dq 


ns 


I 
LPS EN DEN 


(la modification apportée à la phase de (p | )Ÿ! pour la commodité du 


calcul est sans importance, car seul nous intéressera plus loin le 
module de (p | )f?). 


(!) P. Lévy. Calcul des prob., 165. 
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h CL La 
Nous avons : be e et pour faire tendre À vers zéro en respectant 
le rôle symétrique que doivent jouer dans cette hypothèse les p et les g, 


Fa 
nous supposerons que a et b sont tous les deux de l’ordre de V2; 
posons alors : 


HAE ne ro 1 ue 
Para EST DEEE j di 
à un facteur constant près on trouve : 

d—ÿ 


A HE pe a gx) LE dæ 
AVAD) de dE Vglæ) ) ge 2  VaVir 


et, d'autre part: 


ce] 


| " idem 
Ve | 


Lu 


III 


Calculons l'écart relatif d’uniformité (H-B-3) : 


RM ES RTE 
[DPF +] DPF 


, 


cet écart reste le même si l’on supprime dans le numérateur et le 
; ; Lt : : ; 3 { 
dénominateur le facteur — qu'ils contiennent; cela revient à y rem- 


placer | (p | )Ÿ | par AN 0e è 


| Vara(p |)? = | Fe nn .EXp — Le dx | 


(à un facteur constant près). 
S1 a tend vers zéro, le second membre dépend du signe de 4 —q ; 
si 7 — q > 0, ce second membre tend vers : 


Rte qUÜ(s y 
| CE exp 8% qe ; 
Vgtæ) 2 LU JE 
qui est le module de la transformée de Fourier de la fonction ei ie 
g{ æ) 


cette transformée existe puisque la fonction que l’on transforme est le 
module carré sommable, 
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{ 
Î 


Sig! — 4 o, cette limite est nulle, la borne supérieure d’intégra- 
tion tendant vers —c . 


Donc de V/a.(p | M et Va.(p |)? lun tend vers une limite non 


nulle, l’autre vers zéro ; on en déduit que l'écart d’uniformité tend 
vers 1, donc que l'écart relatif quantique tend vers zéro (II-B-3-a). 


b) Cas d'un état déterminé par les coefficients a, de son dévelop- ! 
pement sur le système orthonormal des L(q — q) : 


(41) De Yg— aq) d'où:  (p|h= >) a{p] 
î 


dans l'expression de l'écart d’uniformité tous les (p | )f contiennent 


en facteur ce qu'on vient de démontrer pour les fonctions 


I 
VAra ? 
Vära.(p | ){? entraîne les mêmes conclusions pour (p | }; et (p | )» 
savoir : l’un a une limite nulle, l’autre une limite non nulle ; l'écart 
d’uniformité tend encore vers 1 et l’écart relatif quantique vers zéro. 

La loi statistique de composition des probabilités quantiques paraît 
donc tendre vers la loi classique ; mais à vrai dire il n’y a pas retour 
véritable au calcul classique ; lorsque L tend vers zéro, des deux pro- 
babilités à composer P(a; | p, dp) et P(a; | p, dp) l’une tend vers 
zéro ; il n’y a plus à proprement parler composition ; le triangle de 
côtés : | 


VP(a | p, dp), VP(a2 | p, dp), VP(p, dp |) 


demeure réalisé, mais l’un de ses côtés tend vers zéro. 

Il était prévisible que l'hypothèse que L tend vers zéro ne pouvait 
apporter de modification aux interférences de probabilités ; en effet la 
critique des jugements disjonctifs a posterior: qui fonde ces interfé- 
rences a priorité sur le postulat de sauvegarde des gaussiennes simul- 
tanées et classiquement indépendantes pour les g et les p qui ne fait 
que spécifier la dépendance stochastique complexe introduite par le 
premier ; une hypothèse portant sur k, introduit par le second, ne peut 
entrainer négation du premier. 

On trouve ici la traduction mathématique du fait physique que la 
discontinuité quantique, introduite il y a tantôt un demi-siècle par 
Planck, n'enveloppe pas, mais est au contraire enveloppée, par la 

. notion d'onde matérielle de L. de Broglie. L'ordre historique est inverse 
de l’ordre mathématique. 
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VI. — Conclusion : schéma d’un exposé probabiliste 
des fondements de la mécanique quantique. 


VI-A. Caractère aléatoire des jugements disjonctifs « a posteriori ». 
Postulat (Q). Espace hilbertien. — «) On abandonne le caractère alternatif 
strict de l'attribution de l’une des deux valeurs 4,, a (ou ensemble de 
valeurs) du caractère antécédent a au caractère conséquent b;, quand 
cette attribution n’est faite qu'a posteriori..et sans critère objectif, 
donc au hasard. 

On rend ainsi problématique, du point de vue classique, la nature 
corpusculaire de certains couplages ; il devient naturel de défimir alors 
le « poids corpusculaire » de ces couplages ; ce poids est une variable 
aléatoire de valeurs possibles 0, 1,2, de valeur probable r, et de dis- 


b; 
persion 6 — Ve | 12 
butions données par le principe de Bayes. 

Il en résulte le caractère « approché » de la nature corpusculaire de 
ces couples, dont l’imprécision est reportée sur l'espérance mathéma- 
tique du caractère conséquent b; par le postulat suivant : 

b) Postulat (Q) : il s’énonce : 

L'écart relatif quantique, entre probabilité totale quantique P;, | et 
probabilité totale classique P (nu Là pô + PE 2, eSt borné par l’im- 
précision du poids corpusculaire 


b: x bi Dr « 
| | , où les PJ | Sont les probabilités de ces attri- 


Py | — D, 
des 
ou encore : 

L'imprécision du poids corpusculaire des couples obtenus par dis- 
jonction a posteriori des caractères antécédents justifie, sur l’espé- 
rance mathématique d'existence, ou probabilité, du caractère consé- 
quent, et en maintenant autant qu'il appartient à sa nature le caractère 
corpusculaire, une tolérance proportionnelle à cette espérance mathé- 
matique. 

c) Le postulat (Q) rend nécessaire la prise en considération d’un 
support complexe pour les probabilités à 


Pal F4 | (ax | ) be pp (ax b;) LP; Ps, | ES | (b; ) | 


et leur composition sur le plan complexe : 


Gi1)= Dar | Xe | bd. 
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>, (Q) conduit à la dépendance stochastique nouvelle : 


A 


x 
Qu: = |. (a 1X41r)dg 
és densités de probabilité des p et des q étant données par : 


d(p}= | (p1) P; d(g)= | (g 1) P: 


Les interférences de probabilités sont ainsi prises en considération et 
précisées par (Q) et (0): 

L'espace hilbertien des fonctions à module carré sommable est intro- - 
duit. 


VI-B. Sauvegarde de la théorie classique de la mesure des condi- 
tions initiales. Postulat (G). Principe d’ondulisation. — Le postulat (G), 
qui s’énonce : « Le noyau (p | g) de la transformation (Q,,) doit être tel 
que la coexistence de densités gaussiennes et sans corrélation pour les q 
etles p soit possible », peut être justifié a& priort par la nécessité de sau- 
vegarder la théorie classique de la mesure des conditions initiales, mais 
aussi la « presque continuité » éventuelle des variables aléatoires g et p 

substitut probabiliste d’une trajectoire continue. 

On déduit de (G) la spécification de (g | p) sous la forme : 


I " 27 
(no) ne EXP = pq: 
Le principe d'incertitude de Heisenberg et la constante fondamentale 
de Planck h, se trouvent introduits simultanément comme circonstances 
ou éléments mathématiquement nécessaires à la satisfaction de (G). 
Le théorème d’ondulisation s'ensuit : 


_ VI-C. Conséquences principales de (Q) et de (G). — A toute fonc- 
» tion entière des p et des 4 correspond un opérateur différentiel : 


: RNA 
qe ) 


/ 


» dont la valeur probable prend la forme d’un produit scalaire dans 
l'espace de Hilbert : 


J ={#Ÿ, fL] (théorème des valeurs moyennes). 


Y l'a À LE 
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On peut alors déduire de cette forme générale des valeurs moy 
le théorème qui attribue à tout opérateur ses valeurs propres 
valeurs possibles et celui qui donne pour probabilités de ces valeu 
carrés des modules des coefficients du développement de l'état s 
fonctions propres correspondantes. 

Ces derniers résultats complétant la série des propositions fond 
tales de la mécanique quantique, en dehors du problème de l’évolution 
des états. 


RE ES a QE RS te Le 
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SUR LES NOYAUX LOURDS PRIMAIRES 
DU RAYONNEMENT COSMIQUE 


Par HOANG Tcnanc-Fowc 
Laboratoire de Physique, Ecole Polytechnique. 


SOMMAIRE. — Ce mémoire a pour objet l’étude des noyaux lourds 
primaires du rayonnement cosmique de nombre atomique Z > 2 observés 
dans une série d'émulsions nucléaires llford G5 exposées à 22 km, au 
moyen des ballons-sonde. 

Un rappel des travaux antérieurs effectués par différents auteurs sur 
ce sujet a été exposé dans la partie servant d'introduction. On ï trouve 
aussi une description sommaire de la présente expérience ainsi que le 
plan de ce mémoire. 

Après avoir discuté en détail la méthode des rayons-d.et les mesures 
expérimentales faites sur les 123 noyaux repérés dans les 24 plaques exa- 
minées, l’auteur cherche d’abord à déterminer le flux des noyaux lourds 
au sommet de l'atmosphère d’après la distribution angulaire ; la valeur 
ainsi trouvée est de (1,01 + 0,05).10—% noyaux lourds/cm?/sec/stéradian. 
Il a déterminé le libre parcours moyen des noyaux lourds dans l’atmo- 
sphère et a trouvé 35 g./cm?, valeur correspondant à l’ordre de grandeur 
de Ja section géométrique. Le spectre de Z ainsi que le spectre d’énergie 
ont été examinés : environ 50 à 65 0/0 des noyaux font partie du groupe 
de Z 10 que l’on peut attribuer aux noyaux de C, N, O. 

Plusieurs phénomènes nucléaires produits par les noyaux lourds pri- 
maires ont été étudiés : l’énergie mise en jeu est considérable se chiffrant 
par une dizaine de milliards d’ électron-volts. Ils peuvent s'interpréter par 
 évaporation nucléaire avec faible énergie d'excitation. Le Done parcours 
moyen des effets nucléaires a été trouvé égal à 37 g./cm° pour ?#s noyaux 
de Z< 10 et de 25 g./cm? pour ceux de ZX 10. 

Enfin l’auteur a discuté deux clichés montrant une faible excitation 
nucléaire produite par le passage d’un noyau lourd sans collision avec le 
noyau excité. Il a essayé d'interpréter le processus par l'interaction due 
au champ électromagnétique du noyau incident. 
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INTRODUCTION 
I. — Aperçu historique. 


L'existence de noyaux lourds dans le rayonnement cosmique pri- 
maire a été découverte pour la première fois par les deux groupes de 
Physiciens de Minnesota et Rochester (‘). Ils ont envoyé au moyen de 
ballons des émulsions photographiques et, en même temps, une 
chambre de Wilson jusqu’à une altitude de 31 km. au-dessus du 
niveau de la mer avec une durée de plafonnement de 3 heures. Ils 
ont observé dans les émulsions photographiques, aussi bien que sur 
quelques clichés de chambre de Wilson, des trajectoires très ioni- 
santes et de grand parcours. L’estimation de la charge faite sur ces 
traces a montré qu'il s'agissait de noyaux dont la charge était très 
supérieure à celle des particules-4 ; l'énergie de ces noyaux était très 
élevée, de l’ordre de 5 X r0of électron-volts par nucléon. 

Au moyen de l’écran de plomb de leur chambre de Wilson, les 
auteurs ont étudié l’absorption des noyaux lourds par la matière. Ils 
ont placé des paquets de plaques photographiques au-dessus et 
au-dessous de la chambre et ont trouvé que tous les noyaux lourds 
avaient été absorbés par 25 cm. de plomb. Leur forte absorption par 
la matière explique le fait que les noyaux lourds du rayonnement 
cosmique primaire ont un parcours très faible dans l'atmosphère et 
que l’on ne les observe pratiquement pas à des altitudes inférieures 
à 20 km. S 

D'autre part, ils ont étudié la distribution angulaire des noyaux 
lourds observés dans l’émulsion photographique, et ont trouvé que 
les trois quarts de ces noyaux proviennent de la direction du zénith, 
l'angle d'incidence avec la verticale étant inférieur à 300. 

L'ensémble des faits observés par ces auteurs indiquent de façon 
très solide qu'il s'agit de noyaux lourds venant de l'extérieur plutôt 
que de particules secondaires créées au sein de l'atmosphère. Les 
rechérches poursuivies ultérieurement par ces deux groupes de phy- 
siciens ont fourni des renseignements très précieux tant pour la 
connaissance des noyaux lourds à grande énergie que pour l'origine 


(*) Frrer, Lorcrex, Ney, OprEnueimer, BRAbr et Prrers. Phys. Rev., 
1948, 213. 


? 
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du rayonnement cosmique. Leurs travaux ont fait l’objet de remar- 
quables mémoires publiés dans Physical Review (!) auxquels nous 
allons constamment nous référer. 


Il. — Emploi de l’émulsion photographique. 


Depuis quelques années la technique de l’émulsion photographique 
a repris une place importante dans les recherches nucléaires, et cela 
non sans raison. On a réalisé de remarquables progrès qui ont 
permis d'atteindre le maximum de sensibilité, et à l'heure actuelle, il 
est possible de déceler toutes les particules ionisantes, même celles 
au minimum d'ionisation. De plus, l'emploi de l’'émulsion photogra- 
phique présente certains intérêts particuliers : non seulement, elle 
joue un rôle important comme appareil intégrateur, mais encore son 
poids est très faible et son pouvoir d’arrêt très grand, environ 
2000 fois celui de l'air. Son emploi est donc particulièrement indiqué 
pour les expériences destinées à étudier les phénomènes du rayonne- 
ment cosmique à haute altitude dans lesquelles le problème du poids 
est très important pour la réalisation d’un bon plafonnement durant 
un temps suffisamment long. 


III. — Caractéristiques des noyaux lourds. 


Les traces des noyaux lourds observés dans l’émulsion photogra- 
phique se distinguent des autres traces par certains aspects très 
caractéristiques : elles ont une forte iouisation accompagnée de 
rayons-ô et un grand parcours correspondant au fait qu'elles traver- 
sent plusieurs plaques à la suite. 

La planche I montre des noyaux lourds que nous avons observés. Il 
a une charge Z = 34 et a traversé douze plaques. Les six tronçons de 
la figure représentent les six portions de la trajectoire présentant 
entre elles une différence de parcours de 1 g./cm?. L'ionisation pro- 
duite par le noyau est très forte, elle augmente lorsqu'on se rap- 


(:) Fier, LorGren et OrPENHEIMER. Phys. Rev., 1948, T4, 1818. — Branr 
et Peters. Phys. Rev., 1948, 1828. 

11 faut aussi citer les lettres à l’éditeur communiquées par ces auteurs : 

Frier, Ney et OrerennelMer. Energies of heavy nuclei in Cosmic Rays. 
Phys. Rev., 19h19, 75, 991. 

Braor et Peters. Nuclear collisions of heavy Cosmic Ray Primaries. 
Phys. Rev., 1949, 75, 1779. à 

Braor et Peters. The flux of heavy nuclei of the Primary Cosmic Radia- 
tion. Phys. Rev., 1949, 76, 156. 
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Cliché IL. — Six tronçons d’une trajectoire de noyau de Z 3/4 traversant 
12 plaques et s’arrêtant dans le verre du support. La différence de par- 
cours entre deux tronçons successifs est de 1 g./em2. Le sixième tronçon 
n’est pas loin de la fin de la trajectoire. 

Pour se faire une idée de l'importance de l’ionisation produite par le 


noyau, une étoile de radiothorium a été figurée à droite du premier 
tronçon. 
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proche de la fin de parcours. Pour se faire une idée de l’importance 
de lionisation, il suffit de comparer la trajectoire avec celle d’une 
particule-a d’une étoile de radiothorium prise dans la plaque où a été 
observée la portion t de la trajectoire considérée. 

Certes, on observe aussi des fragments nucléaires de Z allant 
jusqu’à 10 émis par certaines étoiles très énergiques, dont la plan- 
che II donne un exemple. Cette étoile comprend quatre branches de 
nature protonique notées 1, 2, 3 et 4, deux branches dues à des parti- 
cules-x notées 5 et 6, et enfin une trace n° 7 correspondant à un 
noyau de Z—6 ou 7. Mais d'après les observations, nous savons que 
les fragments nucléaires émis par des étoiles ont des parcours rela- 
tivement courts ne dépassant guère quelques centaines de microns. 
Il n’est donc pas question de les confondre avec les noyaux lourds 
du rayonnement cosmique primaire. 

Nous dirons plus tard un mot sur la méthode de mesure du Z des 
fragments nucléaires émis par les étoiles. Remarquons, en passant, 
un fait très caractéristique observé dans la région terminale de la 
trajectoire d’un noyau lourd : la trajectoire s’amincit au fur et à 
mesure que l’on s’approche de la fin. Ce phénomène peut s’interpréter 
de la façon suivante : l'ionisation produite par le noyau est propor- 
tionnelle au carré de sa charge effective, laquelle subit une diminu- 
tion lorsque le noyau se ralentit et commence à capter ses électrons 
périphériques les uns après les autres jusqu’à devenir un atome 
neutre. 


IV. — Quelques remarques sur l’expérience en haute altitude. 


Nous avons vu que l'émulsion photographique constitue un excel- 
lent appareil intégrateur pour explorer les rayons cosmiques pri- 
maires de haute altitude, mais certaines conditions sont indispen- 
sables pour la réalisation d’une bonne expérience de mesure. 

D'abord, il faut bien se rappeler que la sensibilité de l’émulsion 
n’est pas constante, elle dépend de plusieurs facteurs dont les plus 
importants sont la température et l'humidité de l’émulsion. Dans les 
expériences en ballons-sonde, il n’est pas difficile de maintenir 
constant le degré d'humidité de l’émulsion, mais il n’en est plus de 
même pour la température. 

Lorsque l'altitude augmente, la température de l'atmosphère 
diminue progressivement avec un gradient de l’ordre de — 6°5 C par 
kilomètre. À 11 km., la température tombe à —56° C et s’y main- 
tient dans toute la région supérieure. D’autre part, l’échauffement dû 
au rayonnement solaire est beaucoup plus violent qu’au niveau de la 
mer. Il faut donc trouver un système calorifugé approprié en vue 
d'éviter les grandes variations éventuelles de la température de 
l’'émulsion dues aux deux causes que nous venons de mentionner. 
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En ce qui concerne la technique de l’envoi de ballons, il faut réa- 
liser des vols tels que le temps de montée et de descente soit petit 
devant la durée de plafonnement, et de plus, il faut obtenir un pla- 
fonnement aussi stationnaire que possible. En principe, les phéno- 
mènes de fond enregistrés dans l’émulsion pendant la montée et la 
descente des ballons ne constituent pas des facteurs gênants, puis- 
qu'ilest possible de les défalquer de ceux observés. Toutefois, cette 
correction n’est pas absolument indispensable pour notre étude sur 
les noyaux lourds primaires, puisqu'on n’en trouve presque pas 
au-dessous de 20 km. | 

Quant à la hauteur du plafonnement, il faut qu’elle reste aussi 
constante que possible, ceci est particulièrement important pour 
l’étude des noyaux iourds, car nous de-ons connaître les valeurs 
exactes de parcours de ces noyaux à travers l’atmosphère afin d’en 
déduire les énergies cinétiques à l'entrée de l'atmosphère. 


V. — Description de l’expérience. 
Nous n’entrerons pas dans le détail de la technique de l’envoi des 
ballons-sonde qui fait l’objet d’un autre travail (*). C'est grâce à l’in- 
| 25 


20 


_— 
Lo] 


éd 
[æ)] 


Altitude (km) 


100 200 300 400 
Temps de vol (minutes) 


Fig. 1. — Courbe de vol. 


500 


géniosité de MM. P. Ferrand, D. Morellet et Mlle F. Bousser que les 
différentes difficultés techniques ont été surmontées et qu’un vol idéal 


(*) FerranD, Morezcer, Bousser. Journal de Physique, sous presse. 
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a été réalisé. Ils ont bien voulu me permettre de reproduire iei le 
diagramme de vol (fig. 1). Le plafonnement a été atteint à 22 km , ce 
qui correspond à 55 g./cm? pour une durée de 5 heures environ. 
L'émulsion utilisée était une émulsion Ilford G5, 200 & de dimen- 
sions 2,5 cm. X 7,5 cm. Les plaques ont été 
disposées avec les gélatines en regard séparées 
par des cales en carton, tandis que les verres du 
support étaient en contact direct. Les plaques 
étaient repérées et numérotées, elles formaient 
un empilement avec leurs grands côtés disposés 
verticalement (fig. 2). Le paquet, emballé de 
papier noir, était placé dans une boîte hermé- 
tique en laiton, laquelle, entourée de laine de 
verre, était placée dans une boîte en ébonite 
mousse. La température de l’intérieur de la 
boîte a été mesurée au moyen d’une radio-sonde 
en même temps que la hauteur atteinte par les 


plaques pendant l’exposition, Les variations de Cale en carton 

température ainsi mesurées.au cours de l’expo- Fig. 2. — Schéma 
sition ont été trouvées très faibles et infé- montrant la dis- 
rieures à 50° C. position des pla- 


ques. Les verres 
du support sont 
en contact, tan- 


Le développement des plaques a été effectué 
selon le procédé du bain froid (‘). On a pris 
grand soin d'avoir des conditions aussi iden-. qi que les émale 
tiques que possible. L'examen de traces relati- sions sont sépa- 
vistes montre que le résultat de développement rées par des cales 
a été très satisfaisant. . en carton. 


VI. — Objet du présent travail. 


L'expérience que nous venons de décrire a été réalisée dans des 
conditions permettant dé faire une série de mesures précises sur les 
noyaux lourds primaires observés à 22 km. d'altitude. Nous avons 
examiné systématiquement 24 plaques et nous avons étudié 
123 noyaux traversant en moyenne 9 plaques successives, les par- 
- cours observés étant suffisamment grands pour permettre une bonne 
détermination de leur nature ainsi que de leurs énergies cinétiques, 
L'ensemble des résultats obtenus sont présentés dans ce mémoire, 

Dans la première partie, nous exposons en détail] la méthode des 
rayons-ô pour la mesure de la charge Z d’un noyau primaire. À 
défaut de connaissances expérimentales exactes sur le mécanisme du 
passage des noyaux lourds rapides à travers la matière, nous sommes 


(‘) Diworra, Ocomraunr, Paye. aiure, 1948, 162, 102. 
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amenés à faire certaines hypothèses simplificatrices en vue d'établir 
les relations servant de base à la mesure. Une discussion détaillée 
a été faite sur les incertitudes de la méthode. 

La deuxième partie est consacrée aux mesures faites sur les diffé- 
rentes grandeurs. Nous avons examiné les erreurs probables de 
chaque mesure, puis l'erreur résultante sur la détermination de Z. 

La discussion des résultats expérimentaux est réservée pour la 
troisième partie. Nous donnons d’abord le spectre de Z d’après nos 
mesures et nous essayons de le comparer à celui des corps stellaires. 
En étudiant le spectre de l'énergie à l’entrée de l'atmosphère, nous 

‘constatons que le mécanisme d'injection de Fermi n’est pas en accord 
avec les résultats expérimentaux, comme d’ailleurs l’auteur lui-même 
l’a prévu. Nous avons également fait la comparaison de nos résultats 
avec ceux des autres auteurs. Enfin, nous avons estimé le flux des 
noyaux lourds au sommet de l’atmosphère à la latitude géomagné- 
tique de 51°. 

La quatrième partie a pour objet l'étude des effets nucléaires pro- 
duits par les noyaux lourds primaires dans l’'émulsion photogra- 
phique. L'énergie mise en jeu dans ces phénomènes se chiffre souvent 
par plusieurs dizaines de milliards d’électron-volts. Nous avons enfin 
discuté quelques clichés en cherchant à les expliquer par une excita- 
tion nucléaire produite par le champ coulombien des noyaux lourds, 
de tels phénomènes, à notre connaissance, n’ont pas été observés 
jusqu'ici au moyen des particules accélérées artificiellement. 


PREMIÈRE PARTIE 


PRINCIPE DE LA MÉTHODE DES RAYONS-9 


I. — Position du problème. 


Considérons d’abord la trajectoire d’un noyau lourd s'arrêtant dans 
l’'émulsion. Les données expérimentales dont nous disposons sont : 

1° son parcours restant R compté à partir de son entrée dans la 
première plaque ; 

2° la densité à de rayons-ô en un point quelconque de la trajectoire. 

Connaissant ces deux quantités R et n, nous nous proposons de 
déterminer la nature du noyau, ainsi que la vitesse V — Be au point 
où l’on a mesuré n. 

Au premier abord, le problème ainsi posé n’est pas complètement 
soluble, vu que la détermination de la nature d'un noyau exige à la 
fois la connaissance de son nombre atomique Z et celle de son nombre 
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de masse A. Or, nous n’avons que deux données expérimentales pour 
trois inconnues Z, À et 6. Nous sommes donc obligés de faire une 
certaine hypothèse sur la relation entre A et Z. 

D'une manière rigoureuse nous avons : 


A—22 +], 


I étant le nombre isotopique. Pour Z 30, la valeur maxima de [ ne 
dépasse pas 6. Si donc nous négligeons I devant 2.7, l'erreur maxima 
commise sera inférieure à 10 os Nous verrons par la suite que 
l'erreur résultante sur la mesure de Z est en réalité plus petite que 
cette limite; pour lever l’indétermination du problème, nous posons 


donc : 
A7. 


IT. — Mécanisme du freinage 
dans la matière des noyaux lourds. 


Le mécanisme du passage dans la matière des noyaux lourds a été 
envisagé par Bohr (!) à propos des fragments de fission. Les résultats 
théoriques sont en bon accord avec les expériences. Selon cette théorie, 
un noyau traversant la matière subit un processus continuel de perte 
et de capture ARE périphériques. Si le noyau a une vitesse 


e2 
MeV, Vi — 2,108 cm./sec. étant la vitesse orbitale de l’élec- 


tron de l’atome d Je Da le noyau perd tous ses électrons péri- 
phériques. Alors sa charge effective est égale à Ze. 

Bohr a calculé, sur la base de la mécanique classique, l'expression 
de la perte de vitesse subie par le noyau lors de son passage dans une 


LE à ; dv 
matière homogène. Il a montré que = comprend deux termes dont le 


premier est dû aux chocs éiectroniques du noyau incident avec les 
électrons libres du milieu et le second dû aux chocs élastiques 
nucléaires. Tant que la vitesse du noyau reste supérieure à 20 Vs, 
c'est-à-dire 4.10° cm./sec., le second terme est négligeable devant le 
premier, on peut dire que les chocs électroniques sont seuls respon- 
_sables de la perte d'énergie subie par le noyau. 


III. — Relation entre 5 et le parcours réduit. 


Les noyaux lourds dont il est question dans la présente étude ont 
des vitesses à l’entrée de l’émulsion correspondant à B« 0,5, il est 
donc légitime de supposer qu'ils sont « épluchés » de leurs électrons 


(:) N. Bour. Phys. Rev., 19h40, 58, 654. 
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périphériques. D'autre part, la perte d'énergie étant uniquement due 
aux chocs électroniques, la vitesse Bc du noyau ne dépend que de son 
RU AR ? 
parcours réduit : rx ; M étant la masse du noyau. 
Comme relation liant 8 et Z’R/Mc?, nous pouvons utiliser les 


résultats de Smith (‘) qui a calculé pour le proton les valeurs de 
S£ . dE Mer 
l'énergie cinétique E et la perte d'énergie 77 pour différentes valeurs 


LA: : /2 
du parcours restant R. Partant de ces valeurs numériques, Rossi (?) 


Sv)/ ,.. 
EUo  idéon à B 


na | 
| 0 
; REAte s 
14 0,7 


19 0,5 
08 04 
06 03 
04 02 
02 0] 
5 10 50 100 500 1000 (sa ) 
M c2 \10%ev 
à à LR 
Fig. 3. — Courbes de 8 et E/A en fonction de Ne * 


a tracé les courbes donnant le moment réduit P/Mc— B/: — $? et 
l'énergie réduite E/Mc? en fonction du parcours réduit. Ces courbes 
restent les mêmes pour toutes les particules, quelle que soit leur 
. masse M, pourvu que la perte d’énergie soit exclusivement due aux 
chocs électroniques. Nous avons reproduit les courbes de Rossi(fig. 3) 
en modifiant les axes des ordonnées pour avoir directement les 
valeurs de 8 et E/nucléon correspondant à un parcours réduit 
donné Z?R/Mc°, lequel est exprimé en g.-em?/10° ev. 


(t) Smira. Phys. Rev., 1947, 72, 32. 
(2) Rossi. Rev. of Modern Phys., 1948, 20, 577. 
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La valeur de Mc” en ev. peut être exprimée au moyen de Z. Dési- 
gnons par M, la masse d’un nucléon, Mc? — 930 X 10f ev., nous 
avons d’après l’hypothèse faite sur la relation entre A et Z : 


Mc? — AM,c? = 2ZMic?. 


L'erreur ainsi commise sur la détermination de B n'excède 
guère 6 0/0. En effet, le $ des noyaux lourds observés dans l’émulsion 
est de l’ordre de 0,5 et nous avons d’après la courbe de 6 (fig. 3) : 

ZR 0,29 LR I 


0,29 
AP — 180! À Mc? — 100 Me? ans 


D’après les observations, le parcours restant est de l’ordre de 
3 4 A 
10 g./cm°. D'où, pour les noyaux de Z— 10, A8— 0,03 te 6/100. 


IV. — Relation donnant la densité de rayons-d 
en fonction de £ et Z. 


Les électrons de l’émulsion subissant les chocs avec le noyau de 
vitesse Pc sont éjectés dans une direction perpendiculaire à la trajec- 
toire du noyau et se présentent sous forme des rayons-ô. Le nombre 
des rayons-ô d'énergie comprise entre W et W + dW comptés par 
unité de longueur est donné par la formule de Mott (‘): 


2TNZ?ei dW 


“mec? ‘ W? 
rZR (1 1—$? W }1/2 1 1—$? W 
Rates ile nlrnal ts pr 
où N est le nombre d'électrons par centimètre cube de la matière 
traversée, m, et e sont la masse et la charge de l’électron. 
Le nombre de rayons-ô d'énergie comprise entre W, et W: par 
unité de longueur de la trajectoire du noyau, s'obtient aisément en 
intégrant l’expression précédente. Comme les valeurs provenant du 
second et du troisième terme du crochet ne sont respectivement que 
1/1 000 et 1/100 de celle du premier, ils constituent des termes correc- 
tifs que nous pouvons négliger. Nous avons donc : 


72 
n(W; , W:) —_ = ge 


L N e? \?/mec? Mec? 

K rer Mec? WA 744 Wa: 
est une constante calculable à partir de la composition de la matière 
traversée. 


dn — 


() Morr. Proc. Roy. Society, 1929, 124, 425. 
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La limite inférieure W, de l’énergie des rayons-d peut être choisie 
arbitrairement; quant à la limite supérieure W: nous devons la 
prendre égale à l’énergie maxima que peut acquérir un électron 
secondaire W:— War. D’après la formule de Bhabha (f), l'énergie 
maxima de l’électron secondaire, dans le domaine relativiste, ne 
dépend que de la vitesse du noyau incident : 


—— 212 
NS == amie 


Il s'ensuit que le coefficient K varie le long de la trajectoire du 
noyau. La figure 4 donne l’allure de variations de K en fonction de & 


0,2 Ok 06 08 l 


Fig. 4. — Variations de K avec £. - 


dans le cas W, — 20 kev. Notons que K décroît très rapidement vers 
sa valeur limite K, — 2RN( Es) Re . Pour 6 —0o,5, la valeur de K 
ne diffère de la valeur limite qu'à 6/r00° près comme les noyaux 
lourds que nous étudions ici ont des vitesses très supérieures à 0,50, 
nous ne nous occupons pas de la variation de K. L'erreur commise 
sur la mesure est négligeable, puisque le rapport Z/B dépend de la 
racine carrée de n.K. 

Enfin, il faut noter que le comptage des rayons-à est une opéra- 
tion très subjective, le nombre n trouvé par un observateur dépend 
beaucoup de la matière dont il discerne les électrons secondaires de 
la trajectoire de ceux du « fond ». Aussi est-il préférable, pour l’obser- 
vateur, de faire une détermination empirique de la valeur de K. 


(?) Brasa. Proc. Roy. Society, 1938, À 917, 257. 
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V. — Détermination expérimentale de coefficient K. 


Avant de fixer la limite inférieure W; des rayons-ô que nous 
comptons, nous devons tout d’abord rechercher la condition optima 
pour la mesure. Il est certain qu'il y a tout intérêt à prendre pour W; 
une valeur assez faible afin d'augmenter le nombre de rayons-ù que 
l'on considère dans le comptage. Cependant, nous sommes limités 
par l'épaisseur de la trajectoire du noyau. En effet, dans le cas où la 


RD TR OT TE 


— 


x x x x 


UUNOILC UCy VI UU 6 


Parcours (Idivision = 800 E) 


ta L 6 8 10 12 . 14 16 
Fig. 5. — Comparaison des comptages ded = 1,5u etded >3u. 


charge du noyau est assez grande, l’ionisation produite par le passage 
du noyau dans l'émulsion devient très importante, et le diamètre de 
la trace ainsi observée peut atteindre facilement plusieurs microns, 
etaugmente encore à mesure que l’on se rapproche de la fin du parcours. 
Comme la plupart des traces de noyaux lourds observés dans notre 
expérience ont des diamètres de l’ordre de 24, il est donc pratique- 
ment impossible de donner à W, une valeur inférieure à celle d’un 
électron ayant un parcours moindre qu'un micron. 

Pour choisir une valeur de W, qui convienne le mieux au comptage, 
nous avons pris quelques traces très longues ayant des parcours dans 
l'émulsion plusieurs milliers de microns (traces n° 99). Pour 
chaque trace, nous avons fait deux séries de comptages net n' corres- 


sl 


pondant respectivement à un parcours minimum des rayons-ô 
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1,5 w et 3 y, puis nous avons tracé sur le même graphique les deux 
courbes n et n' (fig. 5). Les résultats montrent que les courbes ainsi 
obtenues pour une même trace restent bien parallèles, mais les points 
expérimentaux de n présentent des fluctuations notablement plus 
importantes que celles de n’. De là, nous concluons que les mesures n 
sont préférables à celles de n et que la valeur optima de W, est celle 
correspondant à 3 y, c’est-à-dire W, — 20 kev. environ (°). 

La limite inférieure de W, étant fixée, nous pouvons déterminer K 
au moyen d’un noyau lourd émis par une étoile cosmique (planche I). 
La branche correspondant au noyau considéré a 495 y et se termine : 
dans l’émulsion, ce qui permet de faire une étude complète sur la. 
nature du noyau. 

Le premier rayon-ô de 3 x apparaîi au point où le parcours 
restant est de 160 & environ, ce qui nous permet d’estimer une 
limite inférieure de la vitesse fc du noyau au point considéré : 
B2 > Wanax/2MC? — 20/1 000. Considérons, d'autre part, un proton 
ayant même ÿ, son énergie cinétique sera alors E— 9,3 Mev. et son 
parcours dans l’émulsion aura pour valeur 460 & environ d’après la 
courbe expérimentale de Lattes, Fowler et Cuer (?). Ecrivant que les 
particules de même £ ont la même valeur pour leurs parcours réduits, 


nous trouvons : 
Z?160 460 


Mc? + Mic” 
D'où pour le Z du noyau en question : 


72 2 2<,150 y 
100 452 


6. 


(:) Les énergies d'électrons de faible parcours ne sont pas connues avec 
une précision suffisante. La valeur indiquée ici a été extrapolée d’après les 
résultats de Ross et Zasac. Nature, 11 déc. 1948, 923 ; elle n’est qu’un ordre: 
de grandeur. 

(2) Larres, Fowcer, Cuer. Proc. Phys. Soc., 1947, 59, 883-go1. Les mesu- 
res faites par ces auteurs se rapportent à l’émulsion C3. La valeur que 
nous avons indiquée ici a été corrigée de la différence de pouvoir d’arrêt. 


Cliché Il fen haut). — Fragment nucléaire de Z © G émis par une étoile 
cosmique. — La trajectoire se termine dans l’'émulsion et est marquée 
par le no 7. L’on observe l’amincissement de la trajectoire vers la fin, 
ceci est dû à la capture des électrons périphériques. Les trajectoires 
1, 2, 3 et 6 sont protoniques et celles de 4 et 5 sont des «. 

Cliché IV fen bas). — Autre exemple de l’obus à balles. — Le noyau d’oxy- 
gène se désintègre en quatre protons n9s r, 2, 4 et 6 et deux particules « 
nos 3 et 5. Le noyau heurté est un noyau de carbone dont on voit les 
quatre fragments de désintégrations : 7 et 8 sont des protons, g et ro sont 
des «&. 


{ k : ; f 
L 
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Nous considérons que cette valeur est exacte à une unité près. La 
densité de rayons-d à R— 400 y de la fin du parcours est n — 8,9 
à 10 par 100 . De ces deux valeurs nous pouvons déduire les valeurs 
de K suivant Z—5,6 ou 7. Les résultats sont résumés dans le tableau 
suivant : 


TaBLEAU lÎ| 


Limite de K 


7Z°R (E 


Mc? | 10° ev. 


Nous voyons que la constante K ainsi mesurée ne change pas beau- 
coup avec la valeur de Z que nous avons déterminée. Or, la cônsidé- 
ration de bilan d’impulsion de l'étoile ainsi que celle de charge 
électrique est plutôt en faveur de la valeur ZZ 6, c’est donc la valeur 
de K relative à Z—6 que nous croyons la plus probable. En tenant 
compte de la variation de K avec f, nous donnons pour la valeur 
limite : 

EU 


elle est exacte à 9 0/0 près. Bien entendu, n est exprimé en nombre 
de à/r00 1. 


2 


VI. — Vérification de la relation n — KA x 


Nous avons utilisé une très longue trace n° 115 pour vérifier les 
variations de x en fonction de £. Elle a traversé 18 plaques et se 
termine dans le verre de la 18° ou 19° plaque, ce qui nous permet 
d'estimer son parcours restant R avec une bonne précision ; 
AR = 0,7 g./cm?. Le parcours total est de 12,4 g./cm?, la valeur 
de Z a été trouvée égale à 21 + 1. La longueur de la projection d’un 
tronçon de la trace sur le plan de l’émulsion est de 370 microns 
environ, il est donc possible de faire une bonne mesure de la densité 
de rayons-ô. Nous avons compté les nr de la trace dans des portions 
correspondant à des parcours restants qui croissent régulièrement de 
1,29 g./cm? (parcours correspondant à la traversée de deux verres 
successifs). Les valeurs expérimentales de n ainsi que celles prévues 
par la relation n —7?/Kf? sont indiquées dans le tableau suivant : 
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TaBzEau II 


————_—_—_—_—_———————— 
\(g/cm?) 1,20 2,5 3,79 5 6,25 7,9 8,75 10 


rt théo- 
rique. Hh,4Æ12,2 33,2+4,2 26,5+1,8 24,3+1,0 22,1+0,9 20,6+0,6 19,4+0,6 18,0+6,5 


rim. .|42,5+ 2,1 30,2 2,1 25,4292,8 23,8+3,r 22,4 1,4 121,201, 18,7-E1,6 17,5Æ1,4 


Les écarts relatifs aux valeurs théoriques de n ont été déduits de 
lincertitude sur le parcours restant + 0,7 g./em?, tandis que les 
écarts des valeurs expérimentales sont des fluctuations de mesures. 

D’après le graphique (fig. 6) nous voyons que l’accord entre les 


n($/100H) 


25 5 75 10 R(g/m?) 


Fig. 6. — Valeurs théoriques et expérimentales de n. 


valeurs de n théorique et de n expérimental est très satisfaisant, ce 
qui est une garantie supplémentaire pour la valeur de K utilisée. 


VII. — Relation explicite donnant la densité des rayons-d 
en fonction du parcours restant R. 


Nous avons établi que, pour un noyau de Z donné, la densité de 
ravons-è en un point de sa trajectoire est en raison inverse du carré 
de sa vitesse. D'autre part, nous savons que la vitesse P ne dépend 


PR 
que du parcours réduit rs - Rapprochant ces deux résultats, nous en 


Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Septembre-Octobre 1950). 36 
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. n RS . 
concluons que la quantité > est uniquement fonction du parcours 
réduit à condition que Ê > 0,5 : 


n= 2. f( Ge). 


La fonction f étant la même pour toutes les particules quels que 
soient Z et M. s) 

Il suffit donc de tracer une courbe de n en fonction du parcours 
réduit pour un certain noyau pour en déduire d’autres. En vue de 
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Fig. 7. — Courbes de n en fonction du parcours restant. 


l'application, nous avons tracé Le réseau de courbes de » en fonction 
de R pour différentes valeurs données de Z (fig. 7). 
Toutefois, il faut remarquer que ces courbes ne sont exactes qu’à 
10 0/0 près, puisque nous avons, d'une part, l’incertitude due à 
l'hypothèse simplificatrice faite au début sur la relation liant À et za 


et d'autre part, celle due à La détermination expérimentale du coeffi- 
cient K. | 
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VIII. — Méthode de mesure. 


En vue de fixer nos idées, nous avons considéré jusqu’à présent des 
races se terminant dans l’émulsion. Mais, en réalité, ce cas se ren- 
contre rarement dans l'étude des particules lourdes du rayonnement 
cosmique primaire à grande altitude. Tout d’abord en raison de la 
rande énergie que possèdent.ces particules à l'entrée de l’émulsion, 
une grande majorité d'entre elles sont capables de traverser tout le 
paquet de plaques sans être arrêtées par l’ionisation. Ensuite intervient 
la question de probabilité d'observation, en effet, l’émulsion a une 
épaisseur d'environ 1/7 de celle du verre du support. Si donc une 
particule s’arrête dans le paquet de plaques, elle aura plus de chance 
de s'arrêter dans le verre que dans l’émulsion. Ï 

Dans le cas où la trace s'arrête dans le paquet, nous pouvons, sinon 
connaître exactement le parcours restant R, du moins en trouver une 


imite, dont l'incertitude AR sera de l’ordre du parcours de la trace 
lans un des verres du support, et AR/R < 1/N, N étant le nombre de 
plaques traversées par la trace. Si on a un empilement d'un grand 
ombre de plaques de grandes dimensions, on a beaucoup de chance 
l'avoir N dépassant 15 ou même 20, c'est-à-dire AR/R peut être infé- 
eur à 5 0/0. 

Connaissant R et la densité n de rayons-d, nous pouvons déter- 
miner la charge Z de la particule au moyen du réseau des courbes 
fig. 7). Traçons un rectangle ayant pour centre le point de coordon- 
iées n et R et pour demi-côtés An et AR. Cherchons parmi les courbes 
le différents Z celle qui passe le plus près du centre du rectangle. La 
jaleur correspondante de Z nous donne la charge de la particule 
tudiée. On peut estimer la limite de l’erreur sur la mesure ainsi 
ffectuée en considérant deux courbes extrêmes s'appuyant sur le 
ontour du rectangle. La figure 8 illustre la méthode de mesure. 

Reste à examiner le cas où la trace traverse le paquet de plaques. 
Nous disposons alors de la longueur r(g./cm?) du tronçon de la 
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trajectoire ainsi que des densités de rayons-ÿ, n, et n2 mesurés aux 
extrémités de la trace. Si la trace traverse plusieurs plaques, r esten 
général sutfisamment grand pour qu’il y ait une variation significative 
entre les deux valeurs n, et n2. Dans ce cas, nous pouvons déterminer 
la charge de la particule avec une bonne précision. La méthode 
consiste à tracer sur le réseau de courbes (fig. 9) deux droites paral- 
lèles à l’axe des R d’ordonnées n, et n° et à chercher par tâtonnement 
une courbe de réseau dont les intersections avec les deux droites 


s 


rm et n aient des abscisses R, et R, satisfaisant à la condition 
R: a Re = #ie 

La cote Z de la courbe du réseau ainsi trouvée nous donne la 
charge de la particule, tandis que les vaieurs R, et R; nous indiquent 


Densite des à 


les parcours restants relatifs aux extrémités du tronçon r. Pour 
estimer l’incertitude sur la mesure de Z, il nous faut trouver une 
courbe de cote Z + AZ telle que ses intersections avec les droites d’or- 
données ñn2 + An: et n1 + An: aient des abscisses dont la différence 
soit précisément égale à r. L’échelle de R étant logarithmique, cette 
courbe est pratiquement très rapprochée de celle de cote Z, et ces 
deux courbes sont d'autant plus proches que r est plus grand. 

En ce qui concerne la précision de la méthode que nous venons 
d'exposer, nous pouvons dire que l'incertitude sur la mesure des 
grandes valeurs de Z est plus importante que celle sur les petites 
valeurs de Z et cela puisque les courbes de grandes cotes sont plus 
serrées que les autres. Mais dans tous les cas, il est possible de 
réduire l'incertitude de la méthode au-dessous d’une unité à condi- 
tion de disposer d’un parcours suffisamment grand. L'erreur princi- 
pale de la détermination de Z provient surtout de l'incertitude du 
tracé des courbes de n en fonction de R. 
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DEUXIÈME PARTIE 


RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 


I. — Repérage des traces de noyaux lourds. 


Nous avons d’abord effectué un dépouillement systématique rapide 
des plaques avec un objectif 20 et des oculaires 6 X, le champ étant 
700 & environ. Toutes les traces isolées de longueur supérieure à 
100 y et de forte ionisation ont été repérées. Nous avons noté à vue la 
direction approximative d’un tronçon ainsi que le sens de son incli- 
naison dans l’émulsion en marquant les milieux (air ou verre) d’en- 
trée et de sortie. Pour identifier les différents tronçons faisant partie 
d'une même trace, nous utilisons les critères suivants : il faut : 

1° qu'ils aient des parcours comparables ; 

2° qu'ils fassent à peu de chose près le même angle avec le bord de 
la plaque ; 

3° qu'ils aient le même sens de l’inclinaison par rapport au plan 
de l’émulsion ; 

4° que l’apparence de leur ionisation soit comparable. 

Nous vérifions de plus l'alignement des tronçons dans les diffé- 
rentes plaques. Pour cela, nous marquons sur chaque plaque le 
tronçon ainsi repéré par deux points d'encre, puis nous regroupons 
les plaques pour reconstruire la disposition qu’elles occupaient au 
cours du vol ballons-sonde. Avec une règle graduée, nous vérifions 
d’alignement des points ainsi marqués et, en même temps, la propor- 
tionnalité de leurs distances respectives. 

En utilisant tous ces critères, on peut considérer comme pratique- 
ment nulle la probabilité d’une fausse identification. Ceci se trouve 
bien justifié par l'expérience. 


Il. — Mesures. 


Nous avons fait les mesures avec le microscope Leitz : objectif à 
* immersion 115 et oculaires 12 X :ilest possible d'estimer la longueur 
à mesurer à 0,5 micron près. 

L’angle « que forme la projection du tronçon sur le plan de l’'émul- 
sion avec le grand côté de la plaque est mesuré avec un index soli- 
daire de l’oculaire micrométrique et se déplaçant sur un demi-cercle 

* gradué en degrés, lequel est fixé au tube de l’oculaire. L'erreur .d'ex- 
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Ÿ RUE 


% 
 : 
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centricité de l'index est de l’ordre de 1°, eelle de lecture est du même 
ordre de grandeur. 

Pour mesurer la densité des rayons-d, nous disposons la ligne | 
médiane du micromètre oculaire en coïncidence avec la direction de 
la trace. Nous sélectionnons par simple inspection les rayons-à 
issus de la trace ayant pour parcours supérieur à 3 p. Dans le comp-, 
tage des 5, nous avons adopté un critère strict pour distinguer les 
rayons-5 vrais de ceux du fond : les rayons-à dont l’origine ne coïn- 
cide pas de façon sûre avec la trace ne sont pas à compter. 

À cause des fluctuations tant stalistiques que dues à la sensibilité 
de l’émulsion et de son développement, il est avantageux de compter 
les rayons-è sur une longueur assez grande, autant qu'il est pos- 
sible, nous effectuons le comptage sur une longueur de 260 y envi- 
ron, puis nous en déduisons la densité n par 100 y, compte tenu de 
la direction de l’inclinaison de la trace dans l’émulsion avant le déve- 
loppement. 


III. — Calcul des différentes grandeurs. 


Ces mesures étant faites, nous en déduisons d’autres grandeurs 
d'ordre géométrique. Ce sont : 

a) Longueur moyenne l, de tronçon. — Les longueurs / trouvées 
pour différents tronçons d’une même trace ne sont pas rigoureuse- 
ment égales, nous désignons par /,, leur valeur moyenne. Les divers 
écarts de ! par rapport à /, sont en général assez petits, mais ils 
peuvent atteindre parfois 5 0/0. Les causes de ces écarts peuvent être 
dues, soit aux différences entre les épaisseurs des émulsions, soit aux 
différences des facteurs de contraction de gélatine. Comme nous 
n'avons pas observé de grands écarts systématiques sur les lon- 
gueurs / des projections de tronçons correspondant aux différentes 
traces traversant la même plaque, nous en concluons que l’écart dû 
au défaut de parallélisme est certainement inférieur à l'erreur due à 
d’autres causes, et que l’erreur maxima sur /,, ne doit pas dépasser 
la valeur 5 0/0 indiquée plus haut. | 

.b) Jnclinaison 1 de la trajectoire par rapport au plan de l'émul- 
sion. — Désignons par { l'épaisseur de l’émulsion avant le dévelop= 
pement, l’inclinaison de la trajectoire est donnée par : 


ls 


fan T1 — OU———- 
Um 
{— 200 |. et nous savons, par les considérations précédentes, que cette 


valeur est exacte à 5 o/o près. L'erreur résultant sur £ est : 


EL NAN MN LUN 
Ve e+p Ne me.) 
m 
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elle est maxima bons hit, Cote maxima a pour valeur le même 
ordre de grandeur que A/,/l», soit 0,5 radian — 3° environ. 

c) Angle d'incidence 8 de la trajectoire. — Prenons pour direc- 
tion de référence le grand côté de la plaque et définissons l’angle 
d'incidence 0 par rapport à cette direction. Nous avons entre «, z et 0 
la relation suivante : 

cos 0 — cos &.cos 1 


Verreur sur 6 est en général plus grande que celle sur « et &. 

d) Angle azimutal ©. — C'est l’angle du | 
dièdre formé par le plan de l’émulsion et le 
, plan contenant la trace et une direction 
verticale : 


Les différentes grandeurs géométriques 
que nous avons définies plus haut sont repré- 
sentées sur la figure ro. Nous avons pris le 
plan du papier pour plan de l’émulsion. La 
trace est représentée par AB, sa projection à 
sur le plan de l’émulsion est / — AC, BC — # est l'épaisseur de 
lémulsion. 


IV. — Détermination de Z. 


Nous ne nous occupons pas du cas où l’on connaît le parcours 
restant R, dans ce cas la mesure de Z se fait facilement; du reste, 
ceci comprend seulement 8 o/o des mesures totales effectuées. Nous 
nous bornons donc au cas où la trace traverse le paquet des plaques; 
il nous faut examiner comment on peut déterminer le parcours r 
(en g./cm°?) observé dans le paquet de plaques et mesurer les densités 
_dés rayons-ô aux extrémités de r. 

*_ Désignons par N, le nombre d'émulsions traversées par la trace, et 
par d. la densité de l'émulsion. Si Ny et dy désignant les quantités 
correspondantes pour le verre du support, nous avons : 


Né.fde N,.a.dy 
sin 1 sin £ 


& étant l'épaisseur de verre du support. 
Pour les émulsions Ilford G5 que nous utilisons dans notre expé- 
rience, nous avons, d’après la notice de Ilford : 


d/=—=3,89 g.Jem,v-{— 2004)  a—1,30mm.,, dy—2,5 g./cm°. 


Il est possible d’estimer la précision avec laquelle ce parcours r est 
mesuré. Nous remarquons que N, et Ny ne diffèrent que d’une unité 
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ou deux au maximum. Comme a— 6,5 #, c’est le second terme qui 
l'emporte dans l'évaluation de r. Négligeons donc le premier terme 
dans le calcul de l’erreur sur 7, nous trouvons : 


Ar Ur At AUS 
T = E + Ê tel PTS je 
d m 


La valeur de la fraction devant la parenthèse croît avec /, et a pour 
limite I. 11 s'ensuit que l'erreur sur r est inférieure à 2Af/f soit 
10 0/0. 

Toutefois, cette erreur n’est pas importante dans la mesure de Z 
sous réserve que r soit assez grand, car les différentes courbes du 
réseau de 7 en fonction de Z (1'° Partie, fig. 7) ont une pente très 
faible dans la région de R où nous nous plaçons, une faible variation 
de r ne permet pas de passer d’une courbe du réseau de cote Z à celle 
de cote Z + r. Ceci est d’autant plus vrai qu'il s’agit des noyaux de Z 
moyens. 

Pour déterminer les valeurs les plus probables de densités des n; 
et n; aux extrémités du parcours r, nous pouvons procéder de la 
façon suivante : nous mesurons les densités moyennes des rayons-ù 
dans les émulsions séparées successivement par deux verres du sup- 
port en contact. Nous traçons le diagramme de n moyenne en fonction 
de parcours, puis nous essayons de tracer la courbe moyenne d’après 
laquelle on peut déduire les valeurs les plus probables de 7, et n: 
correspondant aux extrémités de r. | 


V. — Evaluation de l’énergie cinétique E 
à l’entrée de l’émulsion. 


En mesurant Z d’une trace traversant le paquet de plaques par la 
méthode que nous venons de décrire, nous déterminons en même : 
temps les parcours restants R, et R, relatifs à deux extrémités de r : 
R;— R;=r (Cf. [re Partie, $ 8). Dans les cas favorables tels que 
r>10 g./cm?, il est possible de trouver les valeurs de R; et R à 
moins de 5 0/0 près, ce qui est très satisfaisant. 

Connaissant la charge Zet le parcours R de la trajectoire du noyau, 
on peut en déduire la vitesse Pc et l'énergie cinétique par nucléon 
d'après les courbes de Rossi-Smith (fig. 3). 

Il faut cependant nous rappeler que nous avons supposé dans ces 
calculs la masse M du noyau liée à Z par la relation simplifiée 
M = 22M, (M,, masse d’un nucléon). La valeur du parcours réduit 
2°R/Mc? ainsi calculée l’est par excès, il en est de même pour Bet 
E/nucléon. Maïs l'erreur résultante sur E, en calculant de cette 
manière, n'est pas significative ; il y a compensation en partie des 
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erreurs variant dans des sens opposés. Considérons l’exemple sui- 
vant : R— 10 g./cm°?, Z— 10 (néon); on a quatre isotopes de nom- 
bres de masse A — 20, 21, 22 et 23, nous trouvons pour ces isotopes 
les valeurs rigoureuses de E résumées dans le tableau suivant : 


Tagceau lIIl 


Nombre Nombre Parcours réduit ! ; J 
- isotopique de masse ZR / g/cm° Energie/nucléon | Energie 
I A Me \ro°er en 10°ev. 10° ev. 

0 20 54,0 0,28 5,60 

I 21 5172 0,26 5,48 

2 22 49,0 0,25 5,50 

3 23 46,8 0,24 5,57 


Nous voyons que les valeurs de E correspondant aux différentes 
valeurs de I ne diffèrent pas beaucoup les unes des autres, et que 
l'incertitude maxima résultant de l'hypothèse simplificatrice I— 0 
pour calculer E sera de l’ordre de 2 0/0. 


VI. — Energie cinétique E, à l'entrée de l’atmosphère. 


Pour calculer E, il faut connaître le parcours restant R; du noyau 
compté à partir du sommet de l’atmosphère. Ce parcours s'obtient en 
ajoutant au parcours restant R du noyau à l'entrée de l’émulsion 
celui r, dans l’atmosphère. Cette dernière valeur peut être calculée à 

artir de la masse d’air située au-dessus du paquet de plaques et de 
l'angle d'incidence de la trajectoire du noyau par rapport à la direc- 
tion verticale. 

Mais il n'est pas possible de trouver les données exactes sur ces 
deux valeurs. Car nous ne pouvons pas connaître la hauteur du 
paquet de plaques au moment où un noyau entrait dans l’'émulsion, 
ni repérer la direction exacte de la verticale lorsque le paquet de 
plaques était exposé en haute altitude. 

Nous nous contentons de prendre pour masse d'air située au-dessus 
des plaques celle correspondant au plafonnement des ballons. Le vol 
réel des ballons étant légèrement supérieur au palier de plafonne- 
ment la valeur de R, ainsi calculée donne une limite supérieure, il 
en est de même pour Es. | 

Pour la direction verticale, on peut prendre celle du grand côté de 
plaque, laquelle a été soigneusement vérifiée au moment de l’embal- 
lage des plaques. Nous supposons qu’elle s’est encore maintenue à 
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peu de chose près pendant le plafonnement des ballons. Ceci peut 
être regardé comme vrai à 10° près. Puisque nous avons observé 
qu’il ya des traces faisant des angles supérieurs à 80° par rapport au 
grand côté des plaques et que leur sens de parcours est bien dirigé 
de haut vers le bas, ceci nous amène à la conclusion que le balance- 
ment du paquet de plaques, pendant le plafonnement, ne dépasse 
probablement pas 10°. 


VII. — Résultats. 


Nous avons examiné 24 plaques et avons reconstitué 123 traces de 
noyaux lourds de Z>2. Les mesures effectuées sur ces traces sont 
résumées dans le tableau IV. 

Les erreurs sur Z dues à l'incertitude des mesures sont indiquées 
dans le tableau comme limites supérieures. Celle due à la méthode 
même que nous avons discutée à la première partie n’a pas été 
retenue. 

Les angles «, £ et w ont été mesurés algébriquement selon la 
convention suivante : on prend un système d’axes de référence 
orientés à droite avec OZ dirigé vers le nadir, OY normal au plan de 
l'émulsion et dirigé dans le sens croissant des numérotés des plaques 
dans l’ordre de l’emballage et OX une droite du plan de l’'émulsion 
pour compléter le trièdre. Alors, on prend pour signe de l’angle « 
celui de la projection sur OX de la trajectoire du noyau et pour signe 


de l'angle : celui de la projection sur OY, Enfin, le signe de + est: 


indiqué par la relation tan 9 — tan z/sin «. 


/ 


VIIL. — Proportion de traces non identifiées. 


Parmi les traces repérées dans notre dépouillement systématique, 
il y en a une certaine proportion que l’on n’a pas pu utiliser dans les 
mesures. Ce sont celles qui passent dans les régions toutes proches 
des coins des plaques et qui ont traversé quelques plaques seulement; 
leurs parcours ne sont pas suffisamment grands pour permettre des 
mesures précises de Z. 

Nous pouvons estimer cette proportion de la manière suivante : Le 
nombre moyen de tronçons observés par plaque est de 57. Le nombre 
total de tronçons utilisés dans les 123 mesures est de 1 ol9, lesquels 
sont répartis sur 24 plaques, donc le nombre moyen de tronçons par 


plaque utilisés dans nos mesures est de 1 049/24 45. D'où la propor- 


tion de traces non identifiées est de l’ordre de 12/57 soit 21 0/0. 
Au point de vue statistique, ceci ne fausse pas nos mesures effec- 


tuées, seulement la surface utile de l’émulsion doit être considérée 
comme réduite de 20 o/o de celle examinée. 
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TROISIÈME PARTIE 


DISCUSSION DES RÉSULTATS 


IL. — Distribution angulaire. 


Nous pouvons évaluer le flux des noyaux lourds au sommet de 
l'atmosphère d'après la distribution angulaire par rapport à la verti- 
_ cale des traces des noyaux lourds observés dans le paquet de plaques. 
Désignons par 1(6) le nombre de noyaux lourds par centimètre 
carré, par seconde et par stéradian correspondant 
(à la direction d'incidence 6, par S la surface de # 
l’émulsion et par T le temps d’exposition. Le 
-mombre de noyaux lourds arrivant dans une 
‘direction comprise entre 0 et 0 + d0 et faisant 
-avec le plan d’émulsion un angle z (fig. 11) est 
:1(0) | S sin z | TdQ en désignant par dQ l'angle 
h solide compris entre les deux cônes d’ouver- 
ture 0 et 6 + d) et les plans azimutaux © et o + de, 
® étant l’angle que forme le plan de l’émulsion 
» avec le plan défini par la trajectoire et la direction 
verticale (voir fig. 10). On a dQ — sin 6dbdo. 
D'autre part, sin & —sin 0 sin © d’où on déduit le nombre de noyaux 
‘lourds dont l’angle d'inciäence est compris entre 0 et 6 + dû : 


" 


aN— [7 STI) sin? 0 | sin 4 | didz. 
Ge 


L'intégrale est faite par rapport à l'angle + et la limite supérieure | 
de cette intégrale dépend de la longueur minima /,, des projections 
‘des tronçons US le plan de l’émulsion que l’on a tixée pour repérer 
les tronçons des traces dans les différentes émulsions. 

Si nous comptons toutes les traces, © peut prendre toutes les valeurs 

- :correspondant aux différentes positions du plan azimutal. Alors nous 


‘avons : 


AN — 4STI() sin? 040 ‘. 5/2 in gde = HSTI(8) sin? 648. 


Comme loi de variation de [(9) nous admettons que les noyaux 
lourds sont répartis d’une manière isotrope au sommet de l'atmosphère 
:à raison de Ï, noyaux/cm?/sec./stéradian. Le nombre de noyaux lourds 


| 
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arrivant dans le paquet de plaques sous l'incidence 8 après avoir 
traversé L/cos 0 g./cm°? d’air sera alors : 


+ Put a 
I(8)— Te À cos 8 


d’où À (en g./cm?) est la valeur globale du libre parcours moyen des 
noyaux lourds dans l'atmosphère : 
L 


dN—4STIe À 055 sin? 640. 
Remplaçant les d par des A nous trouvons : 
. 


los 


7 = log (4STI5) — 


D _. À cos 8 ” 


| AN/A8 3 
Si donc nous traçons le graphique de log + en fonction de 1/cos 0 


pour les valeurs de 6 augmentant régulièrement de A9, nous trouve- 
rons une ligne droite dont la pente donne la valeur de L/A et, par 
suite, le libre parcours moyen À des noyaux lourds dans l’atmosphère 
connaissant la masse d’air L au-dessus du paquet de plaques, et 
l’ordonnée à l’origine nous permet de calculer le flux I, au sommet de 
l’atmosphère. 


II. — Vérification expérimentale. 


Nous avons fait le tracé du graphique avec les traces que nous avons 
observées dans la présente série de mesures, nous avons pris pour 
intervalle A — 10°. La distribution angulaire ainsi trouvée est résumée 
dans le tableau suivant : les deux groupes de valeurs de Log figurées 


dans le tableau sont celles correspondant aux valeurs de AN compte 
tenu des écarts standard. 


Tagzeau V 


8,20 7,09 6,50| 6,541 5,97| 5,34| 4,45| 3,67| 2,46 
6,90 6,40 6,00! 6,02| 5,13| 4,ga| 3,77l 2,55 


———— | —— NE 


1,015] 1,025] 1,10] 1,22] 1,41] 1,74| 2,88 3,96|11,49 


EE ——_—_—_—_—]_——] EN 
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D'après le graphique, nous voyons que la vérification de la relation 
établie ci-dessus est assez satisfaisante. Il s’ensuit que l'hypothèse 
d’une répartition isotrope des noyaux lourds primaires au sommet de | 
l'atmosphère n’est pas contradictoire avec les résultats expérimentaux. 


] 2 8 
l/cos @ 


Fig. 12. — Distribution angulaire. 


Par la méthode des moindres carrés, nous avons déterminé les 
paramètres d’une droite qui se rapproche le plus des points expéri- 
‘mentaux du diagramme. De cette droite nous déduisons les valeurs 

e « , 4 Al 
les plus probables du coefficient angulaire et de l’ordonnée à 


l’origine : 


Coefficient angulaire. . . 1,99 ==0,00 
Ordonnée à l’origine. . . 7,66 Æ 0,05 
HT, — Flux au sommet de l’atmosphère I, 


et libre parcours moyen A. 


D'après les valeurs que nous venons de trouver, nous déduisons : 
log (4STI5) = 7,66 Æ 0,05 
d’où : 
NAS 2 190 
0 ST * 
Ann. de Phys., 12° Série, t. 5 (Septembre-Octobre 1950). 7 


fe 
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Nous prenons pour temps T de l'exposition la durée de plafonne- 
ment : T— 280 minutes— 16 800 secondes et pour S la surface de 
l’'émulsion compte tenu de la proportion de surface non utilisée dans 
l'identification des traces (II: Partie, $8):S— 0,8 X 2,9 X 7,9 — 10cm? 
Mais nous devons aussi tenir compte du fait que l’empilement des 
plaques en paquet nous permet d'identifier plus de traces qu'avec une 
seule émulsion, comme le nombre moyen de traces traversant une 
émulsion est de 57, alors que nous devons identifier au moyen de 
2h plaques en succession 123 traces. Nous devons donc, en première 
approximation, réduire les nombres indiqués plus haut dans Île 
rapport de 57/1238 pour calculer le flux 1,. Nous avons finalement : 


57 2 190 


= 123 15<15 X 16 800 


—(1,01+0,05) X 10—* noyau/cem?/sec./stéradian: 

La valeur trouvée ici est comparable à celle de Bradt et Peters (1) 
dans leurs expériences effectuées à une latitude géomagnétique 
voisine de celle de notre expérience, mais à une altitude plus élevée. 
Nous remarquons que ce flux est le centième de celui des protons 
primaires mesuré au moyen de compteurs expédiés au sommet de 
l’atmosphère par des fusées (?). 

La hauteur du plafonnement est de 55 g./cm*, mais cette valeur 
n’est qu’une limite inférieure donnée par la capsule barométrique 
munie de la radio-sonde, puisque les contacts de transmission de 
signaux commandés par la capsule ne permettent pas d'apprécier les 
variations de pression inférieures à 5 mm. Hg, soit 7 g./cm?. Donc, 
nous pouvons seulement indiquer un ordre de grandeur de À : 

À 35 g./em°. à 

Nous remarquons que le libre parcours moyen Z des noyaux lourds 
dans l’atmosphère est faible, ceci tient au fait que ces noyaux, dans 
leurs collisions avec les noyaux de l'air, disparaissent complètement 
et que la section efficace de collision est relativement grande. Pour 
l'instant, nous laissons de côté cette question que nous discuterons 


plus en détail dans la partie consacrée à l’effet nucléaire des noyaux 
lourds. 


IV. — Spectre de Z. 


Ea principe le spectre de Z des noyaux lourds observés à l’altitude 
correspondant à 55 g./cm? au-dessous du sommet de l'atmosphère ne 
représente pas celui des noyaux lourds primaires incidents ; en effet, 


(*) Braor et Perers. Phys. Rev., 1939, 76, 156. 
(°) GanGnes, Jenkins et van ALLEN, Phys. Rev, 1949, 75, 57. 
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Fig. 13. — Spectre de Ê, des noyaux de Z > 10. 


Fig. 14. — Spectre de Z. 
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à cause de l'absorption par ionisation de l’air ainsi que des collisions 
nucléaires, les noyaux de Z plus grands disparaissent plus vite que 
ceux de Z plus faibles. Considérons, par exemple, les noyaux de 


8, — 0,85 à l'entrée de l'atmosphère, le parcours restant réduit est 
ZPR/Mc? © 300 g./cm?/10° ev., donc les noyaux de Z>> 10 ne peuvent 


pas traverser, à cause de l’ionisation seulement, une couche d’air de 
plus de 55 g./cm?, par suite, ils ne peuvent pas arriver à 22 km. d’alti- 
tude même s’ils arrivent dans la direction verticale. Nous perdons done, 


A ee 71 ts 
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dans les observations au-dessous de 22 km., des noyaux de Z > 10 
et de vitesse B,<< 0,85. Cependant, leur proportion ne semble pas 
très importante, car en examinant la distribution de f, des noyaux 
de Z>> 10 (fig. 13), nous constatons que la plupart des noyaux ont 
un B, à l'entrée de l'atmosphère de l’ordre de 0,94 et que l'étalement 
de la courbe de part et d’autre de cette valeur de f, est assez petit, ce 
qui nous amène à penser que peu de noyaux de Z >> 10 ont des 
vitesses Êc inférieures à 0,84c. 

D'autre part, les noyaux lourds de faible Z (10) et de grande vitesse 
ont des densités de rayons- si faible, de l'ordre de 1 à 2 par 100 y 
(pour les à de parcours supérieur à 3 x), que l'on peut facilement en 
laisser échapper dans le dépouillement. Ce défaut de l'efficacité de 
l'observation contrebalance celui'sur les noyaux de Z>> 10 que nous 
venons d'indiquer. 

Ainsi nous pouvons penser que le spectre obtenu à 22 km. dans 
notre expérience (fig. 14) doit donner une allure, sinon exacte, du 
moins assez proche de celle du spectre des primaires lourds au 
sommet de l’atmosphère. 


V. — Comparaison avec l’abondance des éléments 
des corps stellaires. 


\ 


Le flux des noyaux lourds au sommet de l'atmosphère est à peu 
près égal au centième de celui des protons primaires ($ 3) et. d'autre 
part, la proportion de l'hydrogène par rapport aux autres éléments 
- de Z >> 2 dans les corps stellaires est aussi de cet ordre de-grandeur, 

ceci nous amène à comparer la répartition des noyaux lourds cosmi- 
ques avec celle des éléments des corps stellaires. 
Comme la précision de mesures de Z par les rayons-à ne nous 
permet pas de distinguer un élément de son voisin, il n’est pas pos- 
_Sible d'évaluer les proportions exactes des différents noyaux figurés 
dans le spectre de Z (fig. 13). Ce qui nous paraît raisonnable, c’est de 


partager les noyaux observés dans notre expérience en plusieurs 


groupes en choisissant des limites de Z d’après les erreurs possibles 
de mesures. Comme corps stellaire de comparaison, nous prenons le + 


du scorpion, les mesures spectroscopiques de l'abondance des éléments 


relatifs à cet astre ont été effectuées par Unsüld (1). 

La comparaison de ces chiffres (Tableau VI nous indique un fait 
frappant : les proportions de divers groupes des noyaux lourds pri- 
maires sont du même ordre de grandeur que celles du = du scorpion. 


(*) H. Browx. À Table of Relative Abundances of Nuclear Species. Rev. 
of Modern Phys., 1949, 625. 
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TaBzEau VI 


Rayonnement 


cosmique primaire r du Scorpion (Unsôld) 


Eléments 


LE TO ON OST 49 à 65 0/0 56 0/0 
TOP Lao NUE 43 à 30 o/o khk o/o 
7220 Cu; Fer. 6 0/0 négligeable d'après l’auteur 


VI. — Existence possible des noyaux lourds de Z > 26. 


D’après les mesures astrophysiques, il a été trouvé que le fer est 
l’élément le plus lourd observé dans l'atmosphère stellaire. Nous 
pouvons nous demander s’il existe dans le rayonnement cosmique 
primaire des noyaux plus lourds que celui de fer. Parmi les 
123 noyaux lourds mesurés nous avons observé un cas dans lequel la 
charge a été trouvée égale à 34 + 2 (Planchel, trace n° 123), la trace a 
traversé 12 plaques et s'arrête dans le verre du support. On peut 
donc déterminer son parcours restant avec une erreur très faible 
(6,5 Æ 0,2 g./cm?). La précision de mesure de Z est donc très bonne, 
nous trouvons Z = 3/, l’erreur totale de mesure, y compris celle pro- . 
venant de l’incertitude de la méthode, est certainement inférieure à 
deux unités. 

D'autre part, avec les plaques exposées dans d’autres séries d’expé- 
riences, nous avons aussi trouvé des noyaux notamment plus lourds 
que le fer, leurs traces ne s’arrêtant pas dans le paquet de plaques, 
mais leurs parcours observés sont assez longs pour nous permettre de 
fixer une limite inférieure à leurs charges, les valeurs ainsi trouvées 
dépassent 26. 

Ainsi, 1l nous semble que le spectre de Z ne se limite pas au noyau 
de fer. Mais la proportion de tels noyaux doit être assez faible et 
probablement ne dépasse guère 1 0/0. 


VII. — Effet géomagnétique. 


Le cut-off géomagnétique terrestre à la latitude géomagnéti- 
que 51° N de notre expérience est, d’après les calculs de Vallarta (!) de 


0,38 À X 10° ev. pour les noyaux épluchés de leurs électrons périphé- 


riques de charge Z et le nombre de masse A arrivant suivant la direc- 


(1) VALLARTA. Phys. Rev., 1948, 74, 1837. 
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tion verticale. En examinant les valeurs des énergies cinétiques Es 
des noyaux lourds primaires à l’entrée de l'atmosphère, nous voyons 
2 4 2 . . Fes 
qu'aucun des 123 noyaux trouvés ne possède une énergie E, inférieure 
au cut-off magnétique (fig. 15). ES NE 
Ceci nous fournitune confirmation indirecte de l'hypothèse que nous 


i00 


[eu] 
[=] 


Energie cinétique Eo 
= 


à 1 16 A 0008 37 


Fig. 15. — Spectre d'énergie Es en fonction de Z. 


avons faite à propos de la méthode des rayons-à (Cf. Ire Partie, Sa) 
à savoir que les noyaux primaires sont épluchés de leurs électrons 
périphériques dès leur entrée dans l'atmosphère. 

Car s'il existait des noyaux primaires possédant en partie leurs 


électrons périphériques, le rapport de leur charge (effective) à la. 


masse serait beaucoup plus petit que Z/M, par conséquent, ils seraient 


beaucoup moins sensibles au cut-off magnétique terrestre. De tels 


noyaux, même avec une faible vitesse, pourraient pénétrer dans 
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l’atmosphère. D'autre part, la perte d'énergie par ionisation étant 
proportionnelle au carré de la charge effective du noyau serait aussi 
beäucoup moins importante : leurs parcours restants seraient assez 
grands pour qu’ils puissent arriver à l'altitude de notre expérience. 
Alors on devrait observer, parmi les noyaux repérés dans les plaques, 
les noyaux s’arrêtant dans le. paquet en proportion non négligeable, 
leurs charges mesurées devraient être assez faibles. Or, parmi les 
125 traces étudiées, nous n’avons que 8 se terminant dans le paquet 
(n'5 22,23, 32, 86, 90, 95, 115 et 123), elles montrent une augmenta- 


LAS ee ec ed 


tion d'ionisation très significative, lorsqu'on se rapproche de la fin de 


leur parcours, mais les charges mesurées sont plutôt élevées, ce qui 
exclut la possibilité de les considérer comme des noyaux partielle- 
ment épluchés de leurs électrons périphériques et de faible vitesse. 


VII. — Remarque sur le mécanisme d’accélération de Fermi. 


Dans sa récente théorie (!) sur l’origine des rayons cosmiques, 
E. Fermi a proposé un mécanisme d’accélération des particules 
cosmiques dues aux collisions avec les champs magnétiques mobiles 
de l’espace interstellaire de la galaxie. Selon cette théorie (?), les 
noyaux d'oxygène ainsi accélérés sont animés d’une énergie cinétique 
à l'entrée de l’atmosphère supérieure à 1 X 10° ev./nucléon, et les 
noyaux de fer d’une énergie supérieure à 5 X 10° ev./nucléon. 

A titre de vérification, comparons ces valeurs avec nos mesures. 
Parmi les noyaux du groupe de l’oxygène que nous avons trouvés 
ici, il y a seulement une petite proportion de l’ordre de 30 o/o qui 
ont une énergie cinétique supérieure à 10° ev./nucléon, mais iln'ya 
pas un noyau du groupe de fer atteignant la valeur 5 X ro°ev./nucléon. 


Comme nos valeurs de E, sont plutôt des limites supérieures, nous 


pensons donc que les résultats expérimentaux ne sont pas en accord 
avec les valeurs prévues par la théorie de Fermi, cet auteur a déjà 
noté les difficultés relatives aux noyaux lourds dans sa théorie. 


IX. — Spectre d'énergie. 


. Nous essayons d'examiner la distribution de l'énergie cinétique 
par nucléon €, —KEo/A des noyaux à l’entrée de l’atmosphère. En 
raison de l’augmentation considérable de l'absorption de l'atmosphère 
quand l'angle d'incidence 0 augmente, nous considérons d’abord la 


(1) Fermr. Phys. Rev., 1949, 75, 1169. 
(2) Congrès de Côme, 1949. 
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distribution suivant les valeurs de 8 de 10 en 10 degrés, puis nous 
classons les noyaux d’après les valeurs de :, que nous partageons en 
intervalles de 0,5 X 10° ev. Les résultats sont résumés dans le tableau 
à double entrée : 


Tagzeau VII 


&0 ÿ 10° 20° 30° 4o° 5o° 60°  7o° 
OPEN 2 21 DUT PSE 5 8 IT 6 6 I 
UT PR PE EE 3 A 15 8 6 12 
1,5 E0 2 . 1 3 I 6 6 A 
ep a Du 1 t 5 2 I 3 
DD APTE GUN GI Vnte à ONE À 2 


Pour tenir compte de l'absorption de l’atmosphère, nous multi- 


L . . . . . % 
pions les chiffres ci-dessus par des poids statistiques : et/A cos 0 


L LA 2 Là 
avec : += 1,39 que nous avons déterminé plus haut, nous trouvons (1): 


€o (10° ev.) | 


Nombre de neyaux (relatif) . 


$ LA, 
Le spectre ainsi obtenu (fig. 16) présente une légère augmentation M 
quand & croît de 1 à 1,5 X 10° ev., et il décroît très rapidement à 
parür de 2 X 10° ev. | 
Si l’on suppose que le spectre suit une loi de puissance pour 7 
ë& > 2 X 10% ev. de la forme : 


Jeo)de = c X & des. 


(*) En réalité, il faut aussi tenir compte de la géométrie des émulsions, 
Là L Ï » 
que nous avons négligée dans ces calculs. 
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On peut déterminer l’ordre de grandeur de la puissance y et l'on 
trouve : 


y 2,9 E0,2. 


co 
[=] 
[æ)] 


nn 
Q 
[=] 


[=] 
[æ] 


Nombre relatif des noyaux 


3 & Es (Bey 


Fig. 16. — Spectre d'énergie par nucléon £5 — Eo/A. 


QUATRIÈME PARTIE 


EFFETS NUCLÉAIRES 


Nous avons observé dans cette série d'expériences et dans d’autres 
séries, plusieurs phénomènes nucléaires provoqués par des noyaux 
lourds lors de leur traversée de l’émulsion photographique (!). 
Certains de ces phénomènes présentent une simplicité nous permettant 
d’en dégager quelques conclusions que nous allons exposer dans les 
pages qui suivent. 


I. — Effet obus à balles. 


Lorsqu'un noyau lourd subit une collision avec un noyau de l’'émul- 
sion, les deux se désintègrent. Si la vitesse du noyau incident est 
suffisamment grande et que l’énergie communiquée par lui au noyau 
heurté est faible, les particules émises au cours de la désintégration 


(:) Les étoiles provoquées par les noyaux lourds primaires ont été 
représentées par Bradt et Peters d’une part, et par Friers, Lofgren et 
Oppenheimer d’autre part, dans leurs articles cités plus haut. Phys. Rev, 
1948, 1818 et 1829. 


— Le noyau incident vient de le 
ya RE ARR | 
our Z = 7 et  — 0,7. Après collision avec un 
P 7 ÿ »7 P Ï 


à Cliché IL. — Zffet obus à balles. 
n tion PO, 1ilia 


l’émulsion il se désintègre. Les sep 


noyau 
{ particules numérotées de 1 à 7 so 
collimatées dans un cône de 5o, elles sont les 7 protons constitua. 
noyau incident. < . SRoetE, RRQ 


; 
+ 


LES NOYAUX LOURDS PRIMAIRES DU RAYONNEMENT COSMIQUE 579 


du noyau incident nous apparaissent projetés vers l'avant, en raison 
de la composition de vitesse, dans un cône d'ouverture très faible. I 
est alors possible d'isoler les particules appartenant au noyau incident 
de celles du noyau heurté et d'étudier le mode de désintégration. 

Voici un exemple illustrant ce cas (cliché 3). Le noyau incident 
vient de la direction PO, il rencontre un noyau de l’émulsion. Après 
la collision, les deux noyaux se désintègrent. On observe un fragment 
nucléaire épais OR et -un pinceau très serré de sept particules dont 
Pionisation est très faible. 

Le noyau incident a traversé deux émulsions en regard. Le parcours 
observé est de 4o1o y, soit 1,5 g./em?. Sur tout ce parcours, La den- 
sité des à ne présente pas de varia- 
tions significatives : nous pouvons 
dire en première approximation que 
le noyau est animé d’une vitesse 
voisine de celle correspondant au 


minimum d'ionisation, c’est-à-dire à 
Bæo,7, ce qui nous permet d’esti- ve 
mer Z d’après la relation Z—PVKn. ÿ 70 
Nous trouvons n— 2,8 +o,2 rayons- DA 
ô/100 & en comptant les à de lon- 2 
gueur supérieure à 3 uw, compte LE 

tenu de la correction d’inclinaison REA 

(tan :— 0,14) et de la contraction ALUPE 

de la gélatine. La limite ainsi trou- 6] 


vée est de l’ordre de 7, l’énergie Fig. 17. 
cinétique du noyau est au moins 
égale à 6 X 10° ev. 
Comme traces que l’on peut attribuer au noyau heurté, nous 


_n’avons observé que la trace OR qui fait un angle vrai de 87° avec 


l’axe du cône et apparaît comme une particule-« dont l'énergie est 
de l’ordre de quelques dizaines de millions d’électron-volts au maxi- 
mum. Certes, nous pouvons laisser échapper les traces peu ionisantes 
(relativistes) émises dans une direction presque perpendiculaire au 
plan de l’émulsion ; mais la probabilité pour qu’une telle trace existe 


est très faible. 


Nous allons examiner les particules du cône. Puisque leur nombre 
est précisément égal à la charge Z du noyau incident, il est légitime 
de les considérer comme sept protons faisant partie du noyau incident 
avant la collision, Les parcours de ces particules sont assez longs, 
compris entre 6oo et 1 000 y, on peut donc faire une bonne mesure 
de comptage des grains. Ce qui nous permet d’évaluer leurs ionisa- 
tions par rapport à celle du minimum, laquelle correspond à 
20,5 grains/100 a. Enfin, on peut déduire d’après l’ionisation l’énergie 
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cinétique de la particule en utilisant les courbes théoriques donnant 
la perte d'énergie en fonction de l'impulsion (*). Les résultats sont 
les suivants : 


- “hs : lonisation 
Particule Densité de grains par rapport Energie (10° ev.) 
par 100 


du cône 


| 


L'énergie cinétique totale de ces particules est de l’ordre de 
3 090 Mev. Pour tenir compte des neutrons nous convenons de dou- 
bler cette valeur. Ainsi nous trouvons pour énergie du noyau inci- 
dentEZ6,2 X 10° ev. Cette valeur est en bon accord avec celle que. 
l'on a déduite d’après la méthode des rayons-ô. 


au minimum 


IDE SR m 
HHHHHEER 


Ces considérations nous montrent que les mesures de Z effectuées 


au moyen de la méthode des rayons-à sont satisfaisantes et que le 
coefficient K de la formule n —Z?/K£? que nous avons déterminé 
empiriquement (Ir. Partie, $ 5) peut être considéré comme bien cor- 
recte. 

Bien qu’il ne soit pas possible d'évaluer l'énergie cédée par le 
noyau incident au cours de la collision, elle ne doit pas être impor- 
tante, car l’ouverture du cône est très faible. 5° environ, ce qui 
montre que le transfert de l'impulsion subi par le noyau incident est 
très petit. | 

Enfin, nous pouvons nous demander s'il y a des mésons créés au 
cours de la collision du noyau incident avec le noyau heurté. En attri- 
buant une des particules du cône à un méson, l'énergie cinétique cor- 


respondante ainsi que l'impulsion sont réduites dans le rapport de 
285 ù 


=850 —1/6,5. Mais il faut tenir compte de l'énergie de création du. 


méson, par conséquent la valeur de l’énergie résultante reste à peu 
près la même, alors que l'impulsion résultante devient beaucoup 
plus petite pour être compatible avec la valeur de Z du noyau inci- 
dent déduite d'après le comptage des rayons-d. 

Ainsi, nous pouvons dire qu'il n’existe probablement pas de méson 


(1) Ces courbes nous ont été aimablement fournies par le professeur 
J. Wheeler. Ses calculs ont été publiés dans Phys. Rev., 1941, 60, 754. 


t 
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créé au cours de la collision du noyau incident avec le noyau heurté. 
Ce résultat n’est pas en contradiction avec le fait que la vitesse d’un 
nucléon du noyau incident est de l’ordre de o,7c et que la section 
efficace de production de méson pour $ — 0,7 reste très petite. 


Il, — Energie d’excitation ({). 


Pour évaluer les énergies d’excitation prises par chacun des deux 
noyaux en collision, nous pouvons imaginer qu'ils se traversent en 
_ plein et qu'ils s’excitent mutuellement par suite des chocs successifs 
que subissent les nucléons constituants des deux noyaux. Une partie 
de l'énergie cinétique du noyau incident sert alors à échauffer les 
deux noyaux, par suite chacun des deux noyaux s’évapore; nous 
. supposons essentiellement que les divers chocs entre les nucléons des 
noyaux en collision sont élastiques et qu’il n’y a pas de création de 
méson. Cette supposition nous paraît tout à fait légitime, puisque 
dans les phénomènes nucléaires observés dans l’émulsion, la vitesse 
du noyau incident ne dépasse jamais o,8c pour laquelle la section 
efficace de création de méson rapportée à un nucléon, n’est qu’une 
fraction très petite de la section géométrique. D'ailleurs, d'un simple 
point de vue expérimental, il n’est pas nécessaire de faire intervenir 
la création de mésons dans l’ensemble des phénomènes observés. 
Ecrivons les équations de collision. Désignons par m, la masse du 


noyau incident et par fc sa vitesse dans le système du laboratoire. 
Si m2 est la masse du noyau heurté, la vitesse du centre de gravité 


du système formé par m, et m: est : 


Utilisant les lignes hyperboliques, on a pour les vitesses de m, et ma 
dans le système du centre de gravité : 


0; pas 0, = 0% 
l 0: — 0e 
avec : 
6, —arg th on 0 —=arg {th Be. 


Désignons, d’autre part, par les lettres accentuées les mêmes quan- 
tités après collision, nous avons pour la conservation d’impulsion : 


mi sh 0, — m: sh 62. (1) 


(t) Je tiens à remercier J. Heidmann Four la discussion à propos de ces 
calculs suggérés par M. Leprince-Ringuet. 
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Si e, et e, sont les énergies d'excitation (mesurées dans le système du 
centre de gravité) on a d’après le principe de conservation d'énergie : 


m, ch 6, + m, ch 86, — m, ch ®, + e, + m2 ch O, + ea. (2) 


Pour trouver d’autres relations liant les @’ et les énergies d excita- 
tion, on peut utiliser la demi-ouverture Ÿ du cône dans lequel se 
trouvent les particules ionisantes du noyau incident après évapora- 
tion. Admettant que l'évaporation du noyau est isotrope dans le sys- 
tème du centre de gravité et que toutes les particules sont émises à 
la même vitesse B'—th @', on trouve alors : 


NE etes sci G): 


d’où l’énergie mise en jeu dans la désintégration du noyau incident : 
e, — nu [ch 0° — 1] + énergie de liaison. (4) 


Enfin, on trouve pour l'énergie de l'étoile correspondant au noyau 
heurté : 


e—= m2 [ch 0: — 1] + énergie de liaison. (5) 


Ainsi, a-t-on cinq équations pour cinq inconnues 6,, 0,,9',e;et es. 
IT. — Application. 


L'effet obus à balles se prête très bien au calcul des énergies d’ex- 
citation que nous venons d’exposer. On peut connaître avec une 
bonne certitude la valeur m, de la masse du noyau incident ainsi que 
sa vitesse P,c avant la collision. D'autre part, l’aspect asymétrique 
que présentent les trajectoires provenant des désintégrations des deux 
noyaux en collision nous permet de séparer facilement les particules 
du noyau incident de celles du noyau heurté. Enfin, dans certains cas 
favorables il est possible de déterminer la nature du noyau heurté 
ainsi que l'énergie de désintégration de ce noyau dans le système du 
laboratoire. On peut donc tenter de calculer les valeurs de e, et es 
pour se rendre compte tout au moins de leurs ordres de grandeur. 

Les calculs que nous avons faits sont relatifs au cas suivant 
(cliché IV, trace n° 45). Le noyau incident a un parcours dans l’émul- 
sion de 23500 y, ce qui correspond à 9,2 g./em?. La densité des 
rayons-Ô ne présente pas de variations le long de ce parcours et l’on 
trouve ñn — 2,5 + 0,2 rayons-ÿ/r00 y. (inclinaison :& 0). 

Dans Le cône dont la demi-ouverture est de 6° environ, on a observé 
six particules. Les mesures d’ionisation sur ces particules sont : 


LES NOYAUX LOURDS PRIMAIRES DU RAYONNEMENT COSMIQUE 583 


TaBceau X 


: Ionisation : 5 
Particules par rapport Nature Energie Impulsion cp 
Â NE 1 6 6 
du cône A RE de particule 105 ev. 105 ey. 
P: 380 920 
pa 520 1 120 
œ 1 200 3 220 
P- 52) I 120 
œ 1 120 3 100 
P: 520 1 120 


Les particules n°5 3 et 5 ont une forte ionisation, laquelle ne pré- 
sente pas d'augmentation après 4 000 w (1,6 g./cm?), ce sont pruba- 
blement des particules &. La charge totale de ces particules est donc 8. 
Ce chiffre est en excellent accord avec la-valeur que l’on peut déduire 
de la densité de rayons-ô en admettant que le noyau incident est 
au minimum d'ionisation. La considération de l’impulsion et de 
l’énergie des particules du cône nous permet alors de trouver la 
vitesse du noyau incident au moment de la collision : 


E—6,20 X 10° ev. CD 1400 Xi 10e: 


on trouve : 
Bæo,7i. 


Les particules provenant de l’évaporation du noyau heurté sont au 
nombre de 4 : 


TaBzeau XI 


; lonisation | 
Particules Angle avec l'axe par rapport Nature 
du cône au minimum 
Ne 7 52° 4 P- 
8 95° 2,5 p- 
9 1560 impossible œ, 
10 1650 de compter œ. 


C’est donc probablement un noyau de carbone. L'énergie de l'étoile 
peut être estimée : les branches 9 et 10 étant peu rapides, leurs éner- 
gies sont négligeables devant celles des n°° 7 et 8, l'énergie totale, en 
tenant compte des neutrons, doit être de l’ordre de 200 Mev. 


4 
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Avec ces données expérimentales, on trouve en résolvant les équa- 
tions précédemment écrites : 


e, = 190 Mev. 
6: 200 Mev. 


Evidemment ces valeurs ne sont que des indications, mais nous 
pouvons déjà nous former une idée de l’ordre de grandeur de l'exci- 
tation subie par chacun des deux noyaux en collision ; elle est rélati- 
vement faible vis-à-vis de l'énergie cinétique des nucléons incidents. 

Comparant ces valeurs avec celles observées dans les réactions 
nucléaires produites par les nucléons de 100 Mev. de Berkeley 
(B— 0,43) (*) nous voyons que les valeurs trouvées ici sont notam- 
ment plus faibles que celles de Berkeley. Ce fait est en accord aveclde 
résultat de la théorie de diffusion des nucléons qui indique que la 
section efficace dépend du carré de la longueur d’onde associée aux 
nucléons incidents, par conséquent, elle varie en raison inverse de 
l'énergie des nucléons incidents. 


IV. — Etude d'une grande étoile. 


Dans une série d’émulsions photographiques exposées à une alti- 
tude de 25-30 km., L. Leprince-Ringuet et al. ont observé une 
grande étoile à 51 branches produite par un noyau lourd primaire 
(cliché 5). Les résultats essentiels que l’on peut tirer de cette étoile 
ont déjà fait l’objet d’une communication à l'Académie des 
Sciences (?) et une lettre à l'éditeur de Physical Review (*). Depuis 
nous avons refait la détermination de la charge Z du noyau incident, 
la précision atteinte est très satisfaisante. Nous nous contentons 
d'exposer ici, en détail, l'étude que nous avons faite sur cette étoile. 

Le noyau incident a traversé quatre plaques et a un parcours total 
de 3 g./cm? environ. Le long de ce parcours, la densité de rayons-à 
ne présente pas de variations significatives. En tenant compte de la 
correction d'inclinaison et de la contraction de la gélatine, nous trou- 
vons n— 13,9 0,4 rayons-ÿ/100 y. Avec ces valeurs, on ne peut 
pas déterminer la valeur exacte de Z. Cependant, il est possible d'en 
trouver une limite inférieure en admettant que le parcours observé 
3 g./cm° est le parcours restant. D’après le réseau des courbes de n 
en fonction du parcours restant (fig. 7), on voit : 


Le — 14. 


(1) R. Serser. Phys. Reov., 1947, 72, 1114. 

() L. Lerrince-Rinquer, F. Bousser, Hoane Tcnanc-Fon6, L. JAUNEAU 
D. MorezzeT. Comples Rendus, 1940, 229, 163. Ë 

() Mèmes auteurs. Phys. Rev., 1949, 76, 1273. 
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Cliché V. — Grande éloile à 51 branches produite par un noyau 
de Z2—18 Li. — L'étoile représente la pulvérisation complète d’un 


noyau d'argent de l’émulsion, ainsi que celle du noyau incident. 
L'énergie mise en jeu est de 14 milliards ev. Il n’y a presque pas de 
mésons créés au cours de collision des deux noyaux. 

Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Septembre-Octobre 1950). 38 
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D'autre part, on peut trouver une limite supérieure de Z en remar- 
quant que la vitesse du noyau doit être voisine de celle correspondant 
au minimum d'ionisation, supposant f æ 0,8 on trouve : 


Pie 20: 


Comme nous connaissons la densité des rayons-è, la relation 
n—7Z?/K£? nous permet de calculer les valeurs de & pour les diffé- 
rentes valeurs de Z comprises entre ces deux limites, les valeurs sont 
indiquées dans le tableau XII, sur lequel nous avons également 
figuré les valeurs correspondantes de l'énergie cinétique du noyau en 
10° ev. 


TaBczEeau XII 


Considérons maintenant l'étoile. Parmi les 51 branches, il y en a 
une vingtaine dont l’ionisation est assez grande, ces particules ont 
une répartition presque isotrope. Les 31 autres branches ont des ioni- 
sations inférieures à 4 fois le minimum et ont donc certainement la 
charge unité; certaines de ces branches sont relativistes et sont 
notées par des chiffres cerclés. Comme l'énergie et l'impulsion de ces 
particules sont beaucoup plus importantes que celles des branches de 
forte ionisation, nous ne.considérons que ces 31 branches rapides 
pour l'évaluation de l’énergie et de l'impulsion de l'étoile. à 

Pour ce faire, il faut d'abord connaître la nature de ces particules. 
I ne nous semble pas nécessaire de faire intervenir les mésons parmi 
ces particules, La raison en est la suivante : ces particules ne présen- 
tent pas la collimation caractéristique des mésons observés dans les 
étoiles cosmiques et, au point de vue bilan des charges, le nombre 
total de charges des 5r branches de l'étoile est très proches de la 
valeur à laquelle on devrait s'attendre en admettant que l'étoile repré- 
sente la pulvérisation simultanée de deux noyaux dont l’un, incident, 
a un Ze 17,et l'autre, le noyau heurté, est un noyau d'argent de 
Z= 7. En effet, d’après les observations effectuées sur les étoiles 
cosmiques, on constate que, dans les grandes étoiles, le rapport du 

nombre de particules-« au nombre de protons est à peu près 1/3, 
donc parmi les 20 traces épaisses, il faut compter au mains 27 char- 
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ges,'en y ajoutant les 31 charges des particules rapides; on trouve 
déjà 27 + 31 —58. De plus, il peut y avoir quelques traces relati- 
vistes émises dans des directions très inclinées par rapport au plan 
de l'émulsion, mais celles-ci échappent généralement à l'observation, 
On peut donc dire que la somme des charges des 51 traces n’est pas 
loin de la valeur attendue 17 + 47—64. 

Nous supposons donc que les 31 traces considérées sont de nature 
protonique. Alors la somme de leurs énergies évaluées d’après leur 
ionisation a pour valeur 8,5 2 X 10° ev. Si l’on calcule la résultante 
des impulsions, on trouve qu’elle est dirigée effectivement dans la 
direction du noyau incidentet qu’elle a pour valeur 17,523 X 10°ev/c. 
En doublant ces valeurs pour tenir compte des neutrons, nous trou- 
vons pour l'étoile : 


Hi E4)>C ro er. cp—(35 +6) X 10° ev. 


Comme l'erreur commise sur cp en omettant accidentellement une 
particule relativiste émise dans une direction peu favorable à l’obser- 
_ vation est moins importante que celle correspondant à E, nous utili- 
* sons plutôt la valeur de cp dans notre détermination de la nature du 
noyau incident. 
Si Mæ2ZM, est la masse du noyau incident et f sa vitesse au 
moment de collision avec le noyau d’argent, on doit avoir : 


#3. Me$ 
| PE 
d’où 
RE 
; Vip 7 


Cette relation nous fournit d’autres indications sur les variations 
def et E en fonction de Z. Le tableau XIII résume les différentes 
valeurs de 8 et E (10° .ev.) pour Z compris entre 14 et 20. 


Tagceau XIII 
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Pour comparer ces valeurs à celles fournies par la mesure de la 
densité des rayons-ô (tableau XII), nous portons sur un même gra- 
phique les deux résultats (fig. 18). Nous constatons alors que la 
valeur de Z qui convient le mieux est Z= 18, et que les valeurs de Ê 
et E correspondant aux deux méthodes sont en parfait accord. 

Ainsi nous pouvons dire que le noyau incident a pour Z=18, 


cp=4k0x 10%ev 


0,60 0,65 0,70 0,79 0:80 F 


Fig. 18. — Variations de Z en fonction de $. 


cette valeur peut être considérée comme exacte à une unité près. La 
vitesse du noyau est de fc —0o,72c et l’énergie mise en jeu dans la 
collision de deux noyaux est de l’ordre de 14 X 10° ev. 

Enfin, on peut conclure d’après les considérations précédentes que 
le phénomène représente la pulvérisation simultanée de deux noyaux 
en collision et qu’il n’y a pas, ou très peu, de mésons produits au 
cours de la collision de deux noyaux. 


V. — Libre parcours moyen des effets nucléaires. 


Désignons par X/ la longueur totale des traces observées dans 
l’émulsion et par N le nombre de phénomènes nucléaires produits 
par les noyaux lourds dans l’'émulsion, nous avons pour libre par- 
cours moyen À des effets nucléaires : 


pl 
1=+. 
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En séparant les noyaux en deux groupes Z<< 10 et Z > 10 nous 
trouvons d’après nos mesures : 


X= 37 g./cm? pour Z < 10 
À= 25 g./cem°? pour Z >10. 


Ces valeurs sont en bon accord avec celles indiquées par Bradt et 
Peters (*). Leurs valeurs ont été obtenues en considérant les explo- 
sions nucléaires produites par les noyaux primaires dans le verre du 
support. 

Comparons maintenant ces valeurs expérimentales de X avec celles 
obtenues en admettant que la section efficace de collisions des noyaux 
lourds avec les noyaux de l’émulsion est la même que la section géo- 
métrique correspondant à la juxtaposition du noyau incident et du 
noyau de l’'émulsion (fig. 19 (a)). Admettons que le rayon du noyau 
a pour valeur r—r,A!# où r, — 1,5 X 10% cm. et À le nombre de 
.masse du noyau. 


Fig. 19. 


Considérons une certaine espèce de noyau des atomes constituants 
de l’'émulsion, si r;est le rayon du noyau, nous avons pour le rayon r 
de la section géométrique : 

rP=M + TZ 


r; étant le rayon du noyau de charge Z dont on cherche le libre par- 
cours moyen X. Si n; est le nombre par centimètre cube de l’émul- 
sion des noyaux de l’espèce considérée, on a pour X': 


I 
Srirtri + r,)] 


D — 
où > désigne la sommation que l’on doit faire pour toutes les espèces 


des atomes constituant l’émulsion. 
Nous avons pris pour composition de l’émulsion les valeurs indi- 


quées par la notice de Ilford. Nous avons fait les calculs pour les 
deux cas : 


Z='10 Non g./cm? 
120 VW ik,1e7/cm?. 


(:) Brapr et Perers. Phys. Rev., 1940, 75, 1770. 


Dent) LE Eng 
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Le fait que les valeurs expérimentales dé } sont plus grandes que 
celles déduites des sections géométriques X peut s’interpréter ainsi : 
Pour qu’il y ait désintégration des deux noyaux en collision, il faut 
qu'ils pénètrent, l'un dans l’autre jusqu'à une certaine profondeur 
(fig. 19 (b}), ce qui revient à dire que la portée de la force d’inter- 
action entre les deux noyaux ne s'étend pas en réalité jusqu’au bord 
du noyau dont le rayon est défini par l'expression habituelle 
r=roAU?. 

Si cette manière de voir est correcte, nous pouvons estimer le 
rayon r de l’action nucléaire en comparant les valeurs de X et \!. 
Remarquons d’abord que les différentes expériences d'interactions 

nucléaires nous ont mis en évidence que :a section efficace d’inter- 
action des phénomènes nucléaires observés pour les différentes sub- 

stances varie comme A? (‘} nous pouvons donc poser : | 
r'—=rAIS. 


La comparaison des valeurs X et \'.nous fournit alors la relation : 


ro _[N\\12 
EN ANT! 


d’où en prenant les valeurs relatives à Z— 10 : 


Donc le rayon r' de la section efficace d’interaction entre les deux 
noyaux estenviron 0,8 fois le rayon du noyau exprimé par r — roA'#, 


VI — Noyaux lourds secondaires. 


Dans une lettre à l'éditeur, Bradt et Peters (?) ont publié un cliché 
montrant un noyau lourd primaire de Z= 19 1 qui se désintègre 
en trois protons, une particule « et un noyau de Z= 11 H1t. 

On peut alors se demander si les noyaux lourds que nous avons 
observés à 22 km. sont tous des primaires venant de l'extérieur ou si 
certains d’entre eux, notamment ceux de faible Z, sont en réalité des 
secondaires, d’autres noyaux plus lourds subissant des désintégra- 
tions partielles du genre signalé par Bradt et Peters. 

Pour avoir une indication sûre à propos de cette question, il 
faudrait comparer les spectres de Z aux différentes altitudes, mais 
nous n’en disposons pas à l’heure actuelle. | 

Parmi une dizaine de désintégrations produites par des noyaux 


(1) Coco. Phys. Rev., 1949, 76, 984. 
(2) Loc. cit. 
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lourds de Z>> 10 que nous avons observées jusqu'ici, nous n'avons! 


pas trouvé un cas correspondant à une désintégration partielle du 


noyau incident. Nous en concluons donc que la probabilité d’une 


telle désintégration doit être assez faible. 
Toutefois, nous signalons que l’on observe éventuellement un 


Gliché VI. — Accompagnement de traces de proton. — La particule accom- 
pagnant le noyau lourd est, dans les deux cas illustrés ici, un proton, 
sa trajectoire est presque parallèle à celle du noyau. La vitesse du proton 
déduite d’après l’ionisation est de même ordre de grandeur que celle du 
noyau au même endroit. 


noyau lourd accompagné d’un fragment nucléaire. Le cliché VI en 
illustre deux cas observés dans cette série d'expériences. 

Le premier cas correspond à un noyau Z — 8 (trace n° 42) dont le 
parcours dans le paquet de plaques est de 7 g./cm°. On a observé 
dans la dernière émulsion qu’à traversée la trajectoire, une trace 


presque parallèle distante de 5 js environ. L'examen de cette trace 


MAR q 
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nous montre qu’il ne peut pas être dû à une coïncidence fortuite. Son 
ionisation est de 3,5 fois le minimum, comme elle n’a pas de scatte- 
ring appréciable, c'est probablement un proton. Sa vitesse déduite 
d'après l’ionisation est de 0,5 c qui est de même ordre de grandeur 
que celle du noyau : 0,55 c. L’angle des deux trajectoires mesuré 
avec un fort grossissement est de 5/220 radians. 

Ceci nous amène à penser qu'il s’agit ici d’un proton éjecté par le 
noyau d'oxygène. Le second exemple du cliché (6) correspond à un 
noyau de Z— 26, la vitesse du noyau est de 0,60c. Le proton accom- 
pagnant la trace a pour ionisation deux fois le minimum et fait un 
angle de 18° avec la trajectoire du noyau incident. 

Notons enfin qu'on observe parfois des trajectoires de noyaux 
lourds accompagnées de plus d’uné trace, soit protons, soit parti- 
cules-«. 


VII. — Clichés montrant l’excitation nucléaire 
par le passage d’un noyau lourd incident sans collision. 


Nous allons discuter en détail deux clichés de la planche VII de 
phénomènes nucléaires observés dans cette série d'expériences. Les 
données expérimentales nous amènent à croire qu'il s’agit d’une faible 
excitation nucléaire provoquée par le noyau lourd incident sans qu’il 
y ait collision entre les deux noyaux. 

Dans le premier cliché, nous observons une trajectoire d’un noyau 
de fer (trace n° 119) qui a traversé quatre émulsions presque paral- 
lèlement au plan de l'émulsion (a — 59, : — /4°20). La longueur dans 
l’émulsion d'un tronçon de cette trajectoire est de 2 600 w. Sur le 
deuxième tronçon, où p 0,8, on a observé une petite trace ionisante 
se terminant dans l’émulsion, la longueur est de 20 w., elle fait un 
angle de 57° avec la direction du noyau incident. La densité de grain 

\ , 2 
est très forte et n’est pas compatible avec celle d’un électron. De plus 

, Q , , a? 
I absence de scattering montre également qu'elle ne peut pas être une 
particule de masse inférieure à celle d’un proton. On admet donc qu'il 
s’agit d’un fragment nucléaire. 

En considérant sa vitesse et sa direction, on est amené à la conclu- 
sion qu'il n'est certainement pas une particule émise par le noyau 
incident. On a d’autres raisons de penser ainsi : en examinant le reste 
du parcours du noyau incident qui est de 10 g./cm? environ, on n’a 
pas observé de particules indiquant la désintégration du noyau 
incident, d'autre part, la densité des rayons-è va en augmentant 

LA A ee : RQ 2 2 . 
conformément à la loi de x — Z?/K£? ce qui montre que la charge n’a 
pas varié sensiblement. 

0 É : 

En conséquence, nous admettons que cette particule est un frag- 
ment nucléaire émis par un noyau de l’émulsion par suite d’une faible 

SÈMR à : à 
i ; 
excitation. L'énergie de cette particule est de 1,25 Mev. dans le cas 
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d’un proton. Mais son énergie est trop faible pour franchir la barrière 
de potentiel d’un noyau même le plus léger de l’émulsion. Toutefois, 


Cliché VIT. — Clichés montrant une faible excitation 
produite par le passage d’un noyau lourd dans l’émulsion. 


cette difficulté de barrière sera surmontée si on considère la particule 
omme une particule-«, alors l'énergie correspondante sera suffisante 
our qu’elle puisse sortir d’un noyau de Z inférieur à 11 (0. N. C.). 
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En résumé, ce cliché nous donne un argüment en faveur d’une faible 
excitation d'un noyau léger de l’émulsion par le passage d'un noyau 
de fer lequel n’a pas subi d’excitation capable de provoquer une 
désintégration. 

Passons maintenant au cliché suivant. Le noyau incident a pour Z6 
(trace n° 10). On a observé sa trajectoire dans deux émulsions en 
regard, la longueur totale dans l’'émulsion est de 12 400 y. Près de 
la fin de son parcours dans la deuxième émulsion, on a observé deux 
petits fragments nucléaires partant d’un même point de la trajectoire 
du noyau incident et se terminant dans l’'émulsion. Leurs longueurs 
respectives sont 6 y et 10 y, et leurs angles avec la direction du noyau 
incident sont de 30° et 1202 environ. La vitesse du noyau incident 
dans cette région-ci est de 0,52€, la densité des rayons-ô prévues par. 
la formule est de n — 3 rayons-à/100 y. 

L'apparence de l’ivnisation de ces deux fragments est incontesta- 
blement différente de celle des rayons-ô secondaires. De plus, leurs 
longueurs sont notablement plus grandes que celles des rayons-ô 
observés le long de la trajectoire. Il nous semble donc qu'ils sont de 


nature nucléaire. 


On peut se demander s’il est possible que ces deux fragments 
nucléaires soient sortis du noyau incident lui-même, puisqu'il s’agit 


ici d’un noyau de faible Z. Mais d’après l'ionisalion de la trajectoire 


du noyau incident ce cas semble exclus, car alors on devrait s'attendre 
à une diminution de la densité de grains aussi bien que de celle 
‘ à 2 
des rayons-ô secondaires dans un rapport au moins égal à (5) QT 
l'observation montre qu'il n'y a pas de variations appréciable de cet 
ordre. À 
D'autre part, en considérant le bilan de l’impulsion, on trouve qu'il 
n’est pas possible de considérer ces deux particules comme provenant 
du noyau incident, et cela parce que l’un des fragments est émis vers 
l'arrière de la direction du noyau incident. 
ie en concluons qu'ici encore il s'agit de deux fragments 
nucléaires de petite énergie émis par un noyau léger de l'émulsion 


subissant une faible excitation provoquée par le passage d’un noyau 


de carbone. 


ll 


Dans les deux cas que nous venons de discuter, aussi bien que dans 
les deux autres cas observés, le noyau incident semble n’avoir pas 
subi de la part du noyau au repos une excitation réciproque capable 
de Lui faire produire une désintégration. L’excitation nucléaire consi- 
dérée ici doit être différente de celle résultant d’une collision entre 
deux noyaux à laquelle nous avons fait allusion plus haut. Nous 
sommes donc amenés à penser qu'il s’agit d’une excitation produit 


par le passage du noyau lourd sans qu’il y ait de collision avec le 
noyau excité. 


k 


2 


] 


7 


£ 


{ 
LES NOYAUX LOURDS PRIMAIRES DU RAYONNEMENT COSMIQUE 599 


_ On se demande s’il ést possible d'interpréter l'excitation par un 
processus dû au champ électromagnétique du noyau incident. Les 

, considérations théoriques ont été envisagées par d’Espagnat selon les 
indications de J- Wheeler (!). Les résultats de calculs montrent que 
la probabilité d’une-telle excitation est extrêmement petite et que 
l'énergie ainsi communiquée au noyau au repos est beaucoup plus 
faible que celle observée éxpérimentalement. Il est donc difficile 
d'accepter cette interprétation, nous devons observer d’autres cas pour 
pouvoir préciser la nature exacte du processus d’excitation. 


CONCLUSION 


D'après les résultats précédents nous pouvons tirer les conclusions 
suivantes : 


Les noyaux lourds que nous avons observés au cours de cette série 


d'expériences sont des primaires venant de l’extérieur de l’atmo- 


sphère. Le flux au sommet de l'atmosphère, pour les noyaux Z >> 2, est: 


environ le centième du flux des protons primaires : 1,01 X 10—* noyaux/ 
em?/sec /stéradian. Parmi ces noyaux plus de la moitié appartiennent 
au groupe de GC. N. O. et le spectre de Z des noyaux s’étend peu 
au delà de Z—26. Le spectre de l’énergie par nucléon des noyaux 
primaires décroît très vite à partir de la valeur 2,5 X 10°ev./nucléon. 
Si l'on admet que ce spectre est régi par une loi de puissance pour les 
valeurs suffisamment grandes de l'énergie, on trouve un exposant de 
l’ordre de 2,9. 

Le libre parcours moyen des noyaux lourds dans l’atmosphère est 
de l’ordre de 35 g./cm?. Ces noyaux disparaissent en subissant des 
collisions avec les noyaux de l’atmosphèie. Dans les phénomènes 
nucléaires ainsi produits à 22 km. d’altitude, il ne semble pas qu'il y 
ait une fraction importante des mésons créés au cours des collisions 
des noyaux. Le transfert d’impulsion et d'énergie des noyaux inei- 
dents aux noyaux heurtés est relativement faible, la transparence des 
noyaux dans ce cas semble encore plus accentuée que celle observée 
dans les expériences de Berkeley. Le rayon de la section efficace des 
effets nucléaires est de l’ordre de 0,8 de celui de la section géomé- 
trique. Enfin, nous signalons qu’il existe, éventuellement, des exci- 
tations à faible énergie des noyaux de l’émulsion par le passage des 
noyaux lourds incidents à grande vitesse. 


(!) Communication privée. 
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RECHERCHES SUR LA PROPAGATION 

DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
SINUSOIDALES DANS LES MILIEUX STRATIFIÉS. 

APPLICATION AUX COUCHES MINCES 


Par FLoriN ABELÈES 


SOMMAIRE. — Notre travail se divise en deux parties : dans la pre- 
mière, on étudie les systèmes stratifiés quelconques d’un point de vue géné- 
ral et dans la deuxième partie, on étudie les couches minces homogènes. 


Première partie. — L'idée essentielle consiste à caractériser un milieu 
stratifié quelconque par une matrice à deux lignes et deux colonnes. Ceci 
permet de discuter de façon commode le cas où les paramètres qui 
définissent le milieu stratifié présentent des discontinuités et en particu- 
lier les systèmes de couches minces homogènes. On suppose les milieux 
doués de perméabilité magnétique, ce qui confère à notre travail une cer- 
taine généralité, sans que cela introduise cependant aucune complication 
supplémentaire. Nous avons donné quelques indications sur l'intégration 
des équations différentielles des champs dans le cas où les lois de varia- 
tion des paramètres caractéristiques du milieu sont quelconques. Nous 
avons donné l’expression générale des coefficients de réflexion et de trans- 
mission, ainsi que des déphasages que subissent alors les vecteurs du 
champ. Nous avons discuté de façon plus approfondie deux cas particu- 
liers importants pour la pratique. Le premier est celui où l’épaisseur du 
milieu stratifié est petite par rapport à la longueur d’onde de la vibration 
incidente, les variations des paramètres caractéristiques du milieu pou- 
vant être quelconques (au point de vue optique, ceci correspond à la 
« couche de passage », que nous avons étudiée en ayant soin de préciser 
les approximations faites). Le deuxième correspond à un milieu stratifié! 
dont l’épaisseur est quelconque et les variations des paramètres caracté- 
ristiques très lentes. Ce cas peut se rencontrer dans l’étude d’une couche 
mince présentant une légère inhomogénéité. Nous avons démontré aussi 
plusieurs théorèmes généraux relatifs aux milieux stratifiés quelconques. 
Nous avons montré comment on peut faire la théorie des milieux stratifiés 
quelconques à partir de celle relative aux systèmes de couches minces. 
homogènes. Nous avons signalé rapidement neuf analogies de notre pro- 
blème avec d’autres problèmes de physique et de mécanique. La première 


partie se termine par la description d'une méthode commode pour l'étude 
des milieux stratifiés périodiques. j 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 


1. Le travail qui suit a un double but : d’une part, présenter 
sous une forme générale et cohérente la théorie de la propagation des 
ondes électromagnétiques sinusoïdales dans les milieux stratifiés, et 
d'autre part, étudier de façon approfondie certains problèmes relatifs 
aux couches minces homogènes. L'étude de la propagation des ondes 
à travers des milieux stratifiés a été déjà entreprise par plusieurs 
auteurs. Certains, et ce sont les premiers, ont voulu préciser par là la 
théorie de la réfraction atmosphérique, en particulier les phénomènes 
au voisinage du plan où-a lieu la réflexion totale d’après les lois de 
l'optique géométrique. D’autres, plus récemment, ont voulu essayer 
de comprendre ainsi la réflexion ionosphérique. Nous avons eu en vue 
essentiellement un problème optique : celui de la propagation de La 
lumière à travers un empilement de couches minces homogènes. 
Ceci nous a conduit à développer d’une façon particulière la théorie 
générale. Il nous est alors apparu que cette manière d'envisager le 
problème était non seulement commode pour les calculs numériques, 
mais qu'elle rejoignait aussi les développements des ingénieurs 
électriciens étudiant les lignes de transmission. Mieux encore, toute 
une série d’analogies confirment ce que disait encore récemment 
M. L. Brillouin [1]: « les ondes se comportent toujours de façon 
« semblable, qu'elles soient longitudinales ou transversales, élasti- 
ques ou électriques ». 

C’est sur les analogies diverses qu'il nous paraît le plus important 
d’insister en ces quelques lignes préliminaires. Oubliées pendant 
quelques décades, elles sont aujourd’hui de nouveau un guide pour 
les chercheurs dans tous les domaines. Outre leur intérêt philosophi- 
que, elles permettent une grande économie de temps et de pensée et 
suggèrent des applications nouvelles. C’est là, nous semble-t-il, une 
revanche du théoricien sur le technicien. 

Notre travail se divise donc en deux parties : la première purement 
théorique, et la deuxième contenant un certain nombre de sugges- 
tions, tant pour l'étude expérimentale des couches minces, que pour 


. leurs applications pratiques. Le domaine qui s’offrait devant nous, 
. était vaste et peu défriché. Nous nous sommes volontairement limités 


à l'étude plus détaillée d’une seule couche mince, touten donnant des 


indications, forcément incomplètes sur les couches multiples. 

L'étude qui suit a donc deux buts : préciser et clarifier un certain 
nombre de points et ouvrir des perspectives nouvelles. Elle est à la 
fois une fin et un commencement. 
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| PREMIÈRE PARTIE 


THÉORIE GÉNÉRALE 


2. Hypothèses. — Les milieuxque nousenvisageons dans ce travail 
sont stratifiés. Ceci signifie que les paramètres qui les caractérisent 
sont des fonctions d’une seule coordonnée, de £, par exemple. Les 
milieux seront supposés être isotropes, c'est-à-dire que la donnée de £ 
doit fixer -omplètement leurs propriétés. Les ondes qui s'y propagent 
sont des ondes électromagnétiques sinusoïdales. Nous partirons 
donc des équations de Maxwell et nous supposerons que tous les 


vecteurs de champ dépendent du temps par l'intermédiaire de e“” (en 
motation complexe). Du point de vue électromagnétique, un milieu 
est caractérisé par deux constantes cet p. Dans Île cas le plus général, 
on peut supposer que «et sont des fonctions complexes de £; nous 
nous Jlimiterons toutefois au cas où y est une fonction réelle. Lors- 
qu’elles sont réelles, & est le pouvoir inducteur spécifique du milieu 
(appelé aussi « constante » diélectrique) et x est la perméabilité 
magnétique. Le milieu est dit alors être transparent; sinon il est 
absorbant. Ces définitions des milieux transparents et absorbants 
sont justifiées, car, aïnsi que nous le montrerons plus loin, la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu'il n’y ait pas d'énergie absorbée 
dans un milieu est que e et y. soient réelles. 

Nous considérons des ondes planes caractérisées par les deux vec- 


Reurs le, champ électrique et H, champ magnétique. Les plans £ — Ce 
sont supposés être illimités. En réalité, ils ont une surface finie dans 
la plupart des cas. Pour en tenir compte, il faudrait faire des calculs 
de diffraction très compliqués, ce que nous ne ferons pas ici. Les 
ondes peuvent arriver sous une incidence quelconque et être polari- 
sées arbitrairement. 

Dans ce qui suit, nous ne spécifierons généralement pas la nature 
réelle ou complexe de «, parce que l'introduction d'un pouvoir 


inducteur spécifique complexe ne doit changer en rien les résultats” 
obtenus lorsque cette quantité est réelle, du moins tant quil s’agit 


de relations linéaires entre les composantes des vecteurs de champ. 


C'est là une proposition mathématique rigoureuse. Il faut remarquer 


toutefois que ceci ne veut pas dire que dans lecas des milieux doués 
de perméabilité magnétique, il suffit de remplacer l'indice de réfrac- 


tion réel Jeu par une quantité complexe. Ainsi que nous le verrans 
plus loin, ce qui intervient dans les formules, ce sont des impédances 
ou leurs inverses, des admittances. IL faut effectuer avec beaucoup de 


DR +27: = 
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soin les substitutions, mais si elles sont faites correctement, les 


résultats obtenus sont exacts. Ainsi, par exemple, Arzeliès [2] a 
_ trouvé que ces subStitutions donnent des résultats erronés pouriles 


coefficients de transmission : magnétique dans le cas de l'onde 1 
2, Cr . , . | 
(EË normal au plan d'incidence) et électrique dans le cas de l'onde 2 


nn 
(H normal au plan d'incidence). Ceci provient de ce qu’en réalité les 


_substitutions n'étaient pas permises, tout au moins de la façon dont 
_ elles ont été faites par cet auteur. Il serait trop long, et cela sortirait 


du cadre du présent travail, d'examiner en détail cette question. De 


DT QE a : OP RE 
toute façon, nous utiliserons les coefficients rélatifs à É dans le cas de 


. « eZ , . . 
l'onde r et ceux relatifs à H-dans le cas de l'onde 2, ce qui conduira 
donc à des résultats toujours en accord avec ceux d’Arzeliès. 


3. Les équations de Maxwell dans les milieux stratifiés. — Les 


_ “équations de Maxwell font intervenir deux vecteurs de champ : le 


. Ex. . . ñ 57, » . 
- champ électrique E, qui sera exprimé en unités électrostatiques c. g.s., 


1 * GS e . , (#71 / , 
et le champ magnétique Er qui sera exprimé en unités électromagné- 


tiques c. g. s. Avec les unités adoptées, ils sont reliés entre eux par 
les relations : 


> ee > 
rot H= — E 
: us A (8.1) 
rot E — — ES H 


où c—3.10!° cm./sec. est la vitesse de la lumière dans le vide. L'in- 


_troduction de la perméabilité magnétique y dans le système (3.1) lui 


confère une symétrie très intéressante. En effet, on voit immédiate- 


ment qu'il n’est pas modifié par l’échange simultané de y et de e, 


ainsi que de E et de — H. Cette remarque nous sera constamment 


utile par la suite. 


* Le système (3.1) est un système d'équations aux dérivées partielles 


du premier ordre par rapport aux quatre variables æ, y, £ ét t. On 


sait, et nous n’y reviendrons pas [3], comment on peut éliminer 


> > À He La 
E ou H dans le cas où & et y. sont des fonctions des coordonnées d’es- 


pace. On aboutit alors aux équations aux dérivées partielles du 
second ordre suivantes : 


FA 


( — 
Cr. LES > Eve Eu 9?E 
AË— grad (p.E)—f[qg.rot E] ==; 
Si ie (3.2) 
> 
A — grad (g.H) —[p.rot H]— LE 
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Ù . à 2 5 et q sont définis par les 
où Ar + np À 5e les vecteurs p et q S P 
relations : 

rlicradie > gradu 
w p 


Dans le cas des milieux stratifiés que nous esvisageons, les trois 


PEER » 


€ 


4 : F »r = Ÿ 
composantes E,, E,, E. de E satisfont au système d’équations sui- 
van : 


eu 0E u 9Ex e’ w/ \ 9E: 
DR, ee MR ye fear 
c SZ E sax 
Eu dEy u” dE À p” dEz 3 3 
on [a 08 RDS es me u / y (3-3) 
ke cu 9?Ez D'HEURES 
ni anlere re + ($E). 


2 . 0 “ 4 
Naturellement, les trois composantes de H satisfont à un système 
analogue à (3.3) dans lequel les E; sont remplacés par des H; et où 


— 

e et sont interchangés. On voit que chaque composante de E est 
solution d’une équation d’onde à second membre non nul. Le rôle 
privilégié donné à l'axe des s crée une dissymétrie entre les deux 
premières équations de (3.3) et la troisième. Celle-ci ne fait inter- 
venir que E.. Une fois cette fonction déterminée, E, et E, seront don- 
nées par des équations qui ne font intervenir que leurs dérivées et 
des fonctions connues. Remarquons que le système (3.3) ne suppose 
pas que les ondes sont sinusoïdales. Dans ce dernier cas, il faudra 
DE wE 


I a 
remplacer — pass 


CO: 


4. Les ondes polarisées linéairement. — Nous venons de remarquer 
que, aussi bien physiquement que mathématiquement, les coordon- 
nées x et y jouent exactement le même rôle. Ceci permet de choisir 
l’un quelconque des plans passant par Os comme plan d'incidence. 
Ce sera, par exemple, le plan yOs. Nous définirons maintenant deux 
sortes d'ondes polarisées linéairement : l'onde 1 aura son champ élec- 
trique perpendiculaire au plan d'incidence, tandis que l’onde 2 aura 
son champ magnétique perpendiculaire à ce plan. Une onde polarisée 
de façon quelconque peut toujours être décomposée en une somme 
de deux telles ondes affectées chacune d’un coefficient convenable. 

D’après la symétrie particulière des équations de Maxwell, tous 
les résultats obtenus pour l’onde 1 seront transposables à l'onde 2 en 
effectuant la substitution indiquée plus haut ; il suffira donc d'étudier 
l’onde 1 seulement. Celle-ci est caractérisée, par définition, par 
E,—=E,;=—0o. En développant les équations (3.1), on voit immédiate- 
ment que H;=— 0, tandis que E,, H, et H, ne dépendent pas de x, ce 
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que nous pouvions attendre d'après la symétrie de l’onde envisagée. 
Nous avons donc à résoudre un problème plan à deux variables y et z. 
Nous allons montrer maintenant qu’en réalité le problème peut 
être ramené à une seule dimension. Pour cela, suivant un procédé 
classique dans tous les problèmes ondulatoires. cherchons une fone- 
tion E,(y, £) qui soit le produit d’une fonction Y de y seulement, et 

U de z seulement. L’équation (3.3a) s’écrit alors : 


ï dY ï ŒU du I dU 


Le? L are 
ROME Ce Het De de 0e 


Puisque le premier terme du membre de gauche est une fonction 
de y seulement, tandis que les trois termes suivants ne dépendent 
que de £, il s'ensuit, pour que leur somme soit nulle quels que soient 
y et £, qu'ils doivent être constants séparément ; en d’autres termes : 


1 ®Y = 
ane rie? | an 
2 d I dÜ . 
&. EU == RU; 


K étant une constante. Nous poserons, et on en trouvera facilement la 
raison, K?— k£?$?. Donc Y —e<+"# et, par conséquent : 


Er 


E, = U(z).e/l/—#Su), 


On peut refaire un raisonnement tout à fait analogue pour H,et H,, 
à partir des équations correspondant à (3.3), mais on peut aussi 
porter directement l'expression de E; trouvée dans les équations (3.1) 
de Maxwell. 

On constatera que l’on doit avoir : 


H, a V(z) F e'l”t—#Sy) 
H.— W(£) Û e!l”t—#Sy) 


V et W étant des fonctions de £ seulement. Nous avons montré ainsi 
que nous avons à résoudre un problème à une dimension. 
Chacune des trois fonctions U, V, W satisfait à une équation 
linéaire et homogène du second ordre; celle pour U a déjà été 
donnée (4.1). Nous ne chercherons pas, pour l'instant, celles qui cor- 
respondent à V et W, mais nous écrirons maintenant le système qui 
se déduit de (3.1) avec les hypothèses faites pour l'onde 1 et les 
expressions des champs que nous venons de trouver : 


LeeUÙ = — ikSW — V' 
ckuV =— U (4.2) - 
tkuW = — 1kSU 
(4.2) est un système d'équations différentielles du premier ordre, 
| Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Septembre-Octobre 1950). 39 
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comme nous l'avions prévu en écrivant (3.1). Nous éliminerons W 
de ces équations, et l'on obtient alors le système suivant pour U et V: 
1 


U'= —1kpV 
LV ikfe—+}u. | E7 
Rappelons que W — — SU/w. Le système (4.3) est analogue à celui 


que nous avons obtenu dans le cas de la propagation normale [4], 
ee se Sas 
avec la seule différence que la quantité ET | était remplacée 


par :. Donc, dans le cas de la propagation normale, S— 0 et alors 
W — 0, ce que nous avions bien trouvé. Il doit donc y avoir une 
relation entre S et l’angle d'incidence. En effet, S — C' exprime la 
loi des sinus. Pour le voir, écrivons, par exemple, que la compo- 


— 
sante tangentielle de E, en l’occurrence E,, reste continue au passage 
d’un milieu homogène à un milieu inhomogène, passage qui a lieu 
au niveau du plan £ — 20. Site, to et # sont les paramètres caracté-” 
ristiques et l'angle d'incidence dans le milieu homogène, on devra 
avoir : 


Es jette Vevey sin $o) — U(£,). eitt—#Sy) 
quel que soit y, d’où la relation : 
VEots sin Po ==S —(C!e. 


Daas le cas de l’onde 2, on a, par définition, EE; —=H,=4H, 20: 
Notre règle de substitution nous conduit au syslème suivant : 4 
E— y eV 
= itu Ju (44) 


€ 


qui est l’analogue de (4.3) et où l'on a posé : 


He Ufr} ele 
Ë, DURS V(z) | et(vt—HSy) 
Es W(z) J eltvt—ASy) 


W est relié à U par la relation W — — SU}: 
Dans le cas de l'onde 1, U et V satisfont aux équations suivantes : 


dU dlog w  dU ÿ 
a Tete eu = S2)U= 0, (4.5) 


S2 
&V d[tog (: _ —)] 


dv | 
POP ere mr ae 0e 
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tandis que dans le cas de l'onde 2 on a : 


BU.__dloge dÙ s?)U 
en De ce PC DS “(4.0 


de 
S2 
dv d[los TAB ] dv | 
de: er) . TR + k?(eu. — SV —0. (4.8) 
9. Les équations des champs. — Examinons maintenant de plus 


près le système (4.3). Nous venons de voir qu'il est équivalent aux 
équations (4.5) et (4.6) qui sont du second ordre. {l en résulte que U 
et V sont chacun une combinaison liséaire de deux solutions particu- 
lières. Soient U;, V, et U:, V: deux telles solutions; elles vérifient 
les équations : 7 


SET A 7 U=— ikuVs, 


FOR ; 
| Vi=—ik(e—T)us, | Vi=— ih(e— T}u.. 
Il en résulte que : 
ViU:— UV: — 0, UV: — VU: — 0, 
d’où : 
d - 
A (UiVi— U;Y 1110; 


Ceci signifie que le déterminant : 
U; V, | 
U V: 
de deux solutions arbitraires de (4.3) a une valeur constante. C'est 
un invariant de notre système. d 
Remarque.— Ce résultat pouvait être prévu, car il est en relation 
étroite avec le wronskien d’une équation différentielle linéaire du 
second ordre. Rappelous que si y,(2) et y:(2) sont deux solutions de 
l'équation : 


IE 


Ph + a(s) SE + b(EY =0, 
on a: 
yiye — yaga = Dre) (5.1} 
où : 
D, = g1(0)y2(0) — ya(o)710) et Als)= fa(dr. 
Dans notre cas, on a as) — Aa ©, donc À — — log y, et, 


d’après (5:71) : è 
UE LU = Die A Dix. (5.2} 
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D'autre part : 


ts ON re RE ME D = , 
ET A 71 EAN 2 A em 7 ML ue à 
d’où, compte tenu de (5.2) : 
DE Dos == Ce 


et nous retrouvons ainsi, par une autre voie, le résultat précédent. 
Rappelons aussi en passant un autre résultat de la théorie des 
équations différentielles. En partant des deux équations déjà écrites : 
VA Us RS U;Va — O, 
UV; ac UV: — D, 


on déduit que : 
U> ME 
Ur — CU =D = —:#Dy, 
et, par suite : 


Us) Ln ‘ b 
de (G)=-4D 8, 


équation qui, intégrée, nous donne : 


ÉN TRES kDU: de. 
U; 


Cette fonction U: est, d’après la façon même dont nous l’avons 
obtenue, linéairement indépendante de U;. Nous arrivons donc à la 
conclusion qu’il suffit de connaître une solution particulière de (4.5) 
pour en déduire la solution générale par une quadrature. On aura 
des résultats analogues pour les équations (4.6), (4.7) et 4.8). 

Soient f, F et g, G deux solutions particulières pour U et V telles 
que f(o) — G(o) — 0 et F(o)—g(o)— 1. Les solutions générales telles 
que U(o)—U, et V(o) = V, s’écriront : 


U = FUÜo + f Vo À 
V= GUY, | 


ou, en notation matricielle : 
ee [Re AATUe 
V(s) G(s) gG@)ILVo | 
D’après le résultat que nous avons trouvé plus haut, le déterminant. 
de la matrice carrée doit être une constante. Sa valeur sera obtenue 


PROPAGATION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES SINUSOÏDALES 605 


en faisant £z — 0. On trouve que Fg— fG— 1. Réciproquement, on 
peut exprimer Us et V, en fonction de U et de V et l’on trouve que : 


| 8 | ga) —/f() es y] UE) 55 
A A EC nt ON AC food (OS AAA 

La matrice [M(£)] est, bien entendu, unimodulaire. 

La signification de la matrice [M(z2)] est claire : elle relie entre elles 
les composantes des champs électrique et magnétique suivant deux 
plans normaux à Os. D’après ce que nous avons vu au paragraphe 
précédent, la connaissance de U et de V suffit pour déterminer les 
champs eux-mêmes. On peut donc dire qu'un milieu stratifié dans 
lequel se propagent des ondes sinusoïdales, est complètement carac- 
térisé par une matrice carrée à quatre éléments [M] dont le détermi- 
nant est égal à l'unité. 

Remarque. — Dans le résumé d'une communication faite à une 
réunion de la Société d'Optique américaine [5], R. K. Luneberg indi- 
que qu'il a ramené notre problème à celui de l'intégration d’une 
équation de Riccati. Voici comment on peut montrer ceci. Posons : 


Ora: 


d’où, compte tenu du système (4.3) : 


Be Sr] à 


ce qui montre que R satisfait à une équation de Riccati. Si l’on 
connaît une solution particulière de (5.4), qui, pour £ = £, prend la 
valeur R;—U,/V,, on a, compte tenu de la deuxième équation (4.3): 


= ik(e—©) Ê —=— ke — JR, 


* d'ou : 
V() fe Fuel (— JR: 


et par conséquent : 


af(-s 

U(:) = R(s). V) = V,Re 30 ; 

On peut aussi partir de la première équation (4.3) en l’écrivant 
sous la forme : 


U’ : V SEAT 
T—= LT = 
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Nous aurions pu introduire le rapport V/U—Q au lieu de R. On 
trouve, par un raisonnement tout à fait analogue à celui que nous 
venons de faire, que Q est solution de l’équation différentielle du 
type Puüccati suivante : 


6. Propagation dans les milieux dont les paramètres présentent des 
discontinuités. — Nous examinerons maintenant ce qui se passe lors- 
qu'il y a des plans z—:, où les paramètres caractéristiques du 
milieu « et y présentent des discontinuités. Un cas particuher impor- 
tant du problème que nous envisageons, est celui des empilements 
de lames homogènes à faces parallèles. 

On sait que les équations de Maxwell montrent que le passage des 
champs par une surface de discontinuité des paramètres se fait de 
façon que leurs composantes suivant le plan tangent à cette surface, 
soient continues. Ici, ces plans sont les plans z—£, et les compe- 
santes qui restent continues sont U et V. Envisageons d’abord le cas 
où il y a un seul plan de discontinuité s— z, et supposons qu’on 
veuille relier les valeurs U, et V, de U et V au niveau z — 0 à celles 
de ces mêmes fonctions dans un plan £ > #,. Si [M,] et [M,} sont les 


matrices relatives aux espaces o<z< 2, et 32 Z, respectivement, 
on voit facilement que l’on aura : 


re [M (2)IEM (2) of 


Dans le cas plus général, où 11 y a n surfaces de discontinuité 
£=8(k—1,2,...,n) si [M;] est la matrice caractérisant l’espace 

ru LE Er les a de U et de V en un point £>z:, seront 
reliées à U, et V, par la relation : 


U 5 U 
Le] =uensen.. oups ln 
On voit maintenant Ia raison pour laquelle nous avons choïsi d’éli- 


miner W dans le système (4.2), et aussi la raison pour laquelle nous 
avons introduit la notation matricielle. 
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C'est la façon la plus commode pour obtenir tous les renseigne- 
ments sur la propagation des ondes lorsqu'il y a des plans de discon- 
ünuité des paramètres. 

Examinons maintenant de plus près le cas particulier que nous 
venons de signaler. Les paramètres caractéristiques du milieu, « et y. 
gardent une valeur constante e, et u pour £y-1 2 24. Pour un de 
ces tronçons de milieu homogène, le système (4.3) devient : 


dU : 

PENSE ES tkuV, 

av ; S2? 

= ik(e, — JU, 
FA Um 


dont les solutions qui nous intéressent (correspondant à f, F, g et G) 
sont : 


În = — 1 ee 


? Em COS Pm 


. Ré 1 
Sin [A VEmum(Z — £m—1) COS On] = = PET Gr 


€ 


Tn— Pos [AV Ent-n(£ ar En) cos Pam Je 


Nous avons posé, compte tenu de la signification de S indiqué au 
paragraphe 4, eus —S?— cu, cos?o,, vo représentant l’angle que 
fait la normale aux plans équiphases avec l’axe des £ (angle des rayons 
avec la normale aux plans de discontinuité). Posons, pour simplifier 
l'écriture : 


Em FT 
D —— VE COS Ou Re AN Ent - COS Om 
Avec ces notations, la matrice [M,{(2)| s'écrit : 


SR nt) ÿ= sin [ku(z — 3m4)] | 


MA(s)]= 
ele re dc cos [hits 


A titre de vérification, on peut remarquer que le déterminant 
de [M, (2)! est bien égal à l'unité. 

Ces formules sont valables pour l’onde 1. Elles le seront encore 
pour l’onde 2, à condition de définir Y,, par la relation : 


Um 
Ne = VE COS Om. 


Nous avons ainsi retrouvé d’une façon très simple les formules 
relatives aux couches minces multiples que nous avions déjà expo- 
sées sous une autre forme [6]. Dans le cas de la propagation normale 
(9m—0), les matrices [M,,] sont identiques aux matrices [S,] intro- 
duites par A. Herpin [7]. 
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7. Analogies. — Ainsi que nous l'annoncions dans l'introduction, 
nous consacrerons un paragraphe à esquisser quelques analogies 
existant entre notre problème, et quelques autres qui se présentent 
dans diverses branches de la physique et de la mécanique. s 

1° Mécanique analytique. — Examinons d'abord les équations 
canoniques de la mécanique analytique. Si l’on assimile z à un temps, 
U à une coordonnée généralisée et V à son moment conjugué, les 
équations canoniques du mouvement s’écrivent : 


dU 0H dV 0H 


H étant la fonction hamiltonienne. La comparaison de(7.1)avec(4.3) 
montre que l’on doit avoir : 


H(U, V, 5) =T [Ce e = JU — pv] + fe), 


/(£) étant une fonction arbitraire de &. 
On remarquera que la quantité entre crochets est : 


U?e cos? 9 — uV?— eU? — UV? + W?), 


c'est-à-dire la différence entre la densité d'énergie électrostatique et 
magnétique. Puisque, d'autre part, H est la différence entre l'énergie 
cinétique et l'énergie potentielle, on voit que notre analogie nous 
conduit à assimiler l'énergie électrostatique à une énergie cinétique 
et l'énergie magnétique à une énergie potentielle. Si l’on était parti 
de l’onde 2, le parallélisme précédent aurait été renversé. 

On retrouve ainsi rapidement un résultat général bien connu dans 
la théorie électromagnétique, que nous avions déjà signalé dans le 
cas de la propagation normale. | 

En particulier. les couches minces homogènes sont assimilables aux, 
oscillations linéaires d’une masse dans un milieu résist.nt. Si v est 


la vitesse, F la force appliquée, m la masse et r le coefficient de résis- 
tance, on a (Schelkunoff [8]) : 


d(vetvt) à ; 
nm PT TT +. r(vetw!) — Feivt 
ce qui montre que l’impédance du milieu est Z—r + iwm. On pourrait 
raisonner de même pour les vibrations de torsion. 

2° Optique géométrique. — Envisageons un système de révolution 
autour de l’axe Oz. Soit n(x, y, £) son indice de réfraction et petq 
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_ les cosinus directeurs du rayon suivant Ox et Oy multipliés par n. Si 
l'on se limite aux rayons paraxiaux, on a : 
dp 
St D), de — 22, 
etun système analogue pour les deux autres variables conjuguées y etq. 
On a posé : 


nf? + y?, 2) = no(s) + (2? + y?}na(s) + … 


et l’on voit que chaque groupe de variables conjuguées est analogue 
aux variables U et V de notre problème. En particulier, le fait que 
[ [M] | = Cf exprime l'identité de Lagrange. 

3° Optique électronique. — Cas analogue au précédent. 

4° Cordes vibrantes. — Cette analogie est signalée par Schelku- 
noff [8]. Dans les cordes soumises à une tension constante +, on a des 
ondes périodiques solutions des deux équations suivantes : 


# 


dF S dv 10) 
= —(r + wmv, ne 7 E) 


où m est la masse et r la résistance de la corde par unité de longueur. 
F est la force exercée en un point normalement à la corde et v la 
vitesse en ce point. 

5° Ondes calorifiques. — Autre exemple donné par Schelkunoff [8]. 
On a, dans le cas général du problème à une dimension : | 


oT U 20 s 0T 

PRET MUC RME ET À 
avec T — température, v — vitesse du courant de chaleur, K — conduc- 
tivité thermique, 5 — densité, c — chaleur spécifique. On déduira 
facilement à partir de ces données l’impédance caractéristique et la 
constante de propagation pour des ondes sinusoïdes. 

6° Lignes de transmission électriques. — Si V et I sont respecti- 

vement la différence de potentiel et le courant en un point quelconque 
de la ligne, on a : 


dI 
— — — 2], = YV, 


Z étant appelée impédance série et Y admittance shunt. SiR, G, Let C 
sont respectivement la résistance en série, la conductance en shunt, 
l’inductance en série et la capacité en shunt, on a : 


Z—=R +1i0L Y—=G + wC. 


La façon dont nous avons conduit le calcul revient à assimiler une 
ligne de transmission à un quadripole. 


6:10 FLOBIN ABELËS 


7° Acoustique. — Il suffit de reprendre l'analogie bien connue 
entre les problèmes acoustiques et électriques. Signalons que la 
première théorie des couches minces multiples a été faite par Lord 
Rayleigh à partir de la propagation des ondes acoustiques [9\. 

80 Mécanique ondulatoire. — L'équation de Schrüdinger dans les 
problèmes à une dimension est analogue à celle obtenue pour U dans 
le cas de la propagation normale (avec u— 1). En particulier, l’étude 
de la barrière de potentiel rectangulaire est identique à celle d’une 
couche mince transparente en réflexion totale. L'effet tunnel signifie 
en langage optique qu’une couche mince transparente dans laquelle 
se propagent des ondes évanescentes, a un facteur de transmission 
non nul lorsque son épaisseur est une fraction de la longueur d’onde 
de la vibration incidente. Lorsque le potentiel est une fonction de la 
coordonnée d’espace, on a l’analogue d’une couche mince à indice 
variable. Lorsque e est un polynôme du second degré en £, ou, ce qui 
revient au même, lorsqu'on arrête le développement en série de € aux 
termes du second degré, on aboutit pour U à une équation analogue 
à celle de l’oscillateur de Planck. D'une façon générale, au lieu de 
l'équation : 


dU hr? 
CE ANSE ordi 


on a en mécanique ondulatoire, l'équation : 


y 8r? 
La + LE — V(2)}Y — 0. 


D'ailleurs, si u— 1, on a, dans le cas de l'onde 1, l'équation : 


+ + le(s) — S'JU — 0. 


9° Rayons X dans les cristaux. — Dans ce cas, les paramètres 
caractéristiques du milieu sont des fonctions périodiques de z. En 
mécanique ondulatoire, ceci revient à supposer que V est une fonction 
périodique de £. Il y a d’ailleurs aussi une analogie avec le problème. 
de la difraction de la lumière par les liquides stratifiés par des ultra- 
sons, ainsi qu'avec celui posé par l'explication du comportement des 
plaques Lippmann. 

Pour ne pas allonger outre mesure ce travail, nous avons esquissé 
seulement les diverses analogies ; il est probable qu’en les approfon- 
dissant on trouverait des résultats intéressants. En particulier, la 
théorie des filtres optiques interférentiels gagnera certainement à être 


rapprochée de celle, déjà si étudiée, des filtres électriques et acous- 
tiques. 
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8. Intégration de l'équation des champs suivant les puissances 
croissantes de £. — Nous avons vu plus haut que, dans le cas de 
l’onde r, U était solution de l'équation différentielle suivante : 

dy dlogy y 


PA de + k(eu—S?)y = 0, 


que l’on peut écrire aussi sous la forme : 


2 (}+et-Eus 69 


On voit que y est fonction de 5, mais que, de plus, elle dépend du 
paramètre k—2r/). Nous chercherons à en donner un développe- 
ment en série entière par rapport à #, développement qui nous sera 
utile pour étudier le cas de la « couche de passage ». Pour cela, 
cherchons les solutions qui correspondent à F et à f—1:®. En sup- 
posant, comme nous l’avons déjà fait, que le milieu inhomogène 
commence au niveau £ — 0, nos solutions particulières seront déter- 
minées par les conditions initiales suivantes : 


F(o)—= 1, F’(o)}= 0, P(o)— 0, D'{o) — — ku(o). 


Il est évident que les solutions de (8.r) seront toutes de la forme : 
U— Du” (8.2) 
R=Û 


et en portant cette expression de y dans (8.1), on trouve que les y, 
_vérifient le système d'équations différentielles suivant : 


d’où, par intégration, 


Yo = OC! où C!*° Je” 


= JAf-Shete 
Es UN fi ei pur 
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Compte tenu des conditions initiales que nous venons d'indiquer, 


Re 4 t— re | 
= fit , She 


nn | 
“= Lt-E : Je, de 7 


[Fo — 


et : 


où l’on a posé : 


F— Ÿe, kr, b— deter. (8.3) 


n=0 n=Ù 


Par souci de rigueur rene, nous allons démontrer que 
les séries que nous venons de trouver sont convergentes. Soit À une 
limite supérieure des fonctions s et y dans l'intervalle compris entre 
o et z. On vérifie facilement que : 


g2n g2n+1 


| F; | < A7 (an) ! ? Pr < FAP (2n+1) ! 


et, par conséquent : 


an Jan 2 F 2 an pont _2TI A 
IF] DE n Jp? SEA [2,427] SD AAA nd EX 


ce qui prouve la convergence des séries (8.3). D'autre part, on voit 
que, en ne prenant que les premiers termes de ces séries, on aura 
une approximation d'autant meilleure que X£ est plus petit, c'est- 
à-dire que l'épaisseur du milieu inhomogène est petite par rapport à 
la longueur d'onde de l’onde er MbNte Quant aux variations des 
paramètres caractéristiques, elles peuvent être assez rapides, la seule 
condition étant que ceux-ci n’atteignent pas des valeurs trop grandes. 

Toutes ces conditions sont remplies par la « couche de passage ». 
Nous la définirons comme étant un milieu inhomogène stratifié dont 
l'épaisseur est faible par rapport à la longueur d'onde de l’onde inci- 
dente, et dont les paramètres caractéristiques tout en restant finis, 
ont des variations aussi rapides que l’on veut. En optique, la « cou- 
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che de passage » a été observée depuis. une centaine d'années déjà, 
car tous les verres sont attaqués au contact de l’air et ceci explique 
que les formules de Fresnel ne sont jamais vérifiées exactement. En 
particulier, au voisinage de l’angle de Brewster, la lumière réfléchie 
par eux présente une ellipticité mesurable (quoique très faible) et 
une vibration polarisée perpendiculairement au ‘plan d'incidence 
n’est jamais éteinte par réflexion. La théorie de la « couche de pas- 
sage » permet de rendre compte de ces phénomènes. Etablie d’abord 
à partir de la théorie de l'éther élastique par L. Lorenz [53], elle a 
été reprise par Drude {11] à partir de la théorie électromagnétique 
de la lumière. On peut reprocher au travail de Drude de ne pas faire 
apparaître clairement les approximations faites. Les développements 
qui vont suivre ont pour but de remédier à cet inconvénient et de 
plus, on y indique des formules valables pour des milieux doués de 
perméabilité magnétique. Elles peuvent être intéressantes dans la 
technique des hautes fréquences électriques qui fait parfois appel à 
de tels milieux. 

L’approximation de Drude consiste à négliger dans le développe- 
ment de F et de ® suivant les puissances croissantes de k les termes 
en k? et ceux d'ordre plus élevé. C’est ce qui ressortira de nos calculs 
en comparant les résultats avec ceux obtenus par cet auteur. Pour 
commencer, nous garderons toutefois les termes en k?. Notre pre- 
mière tâche est d'écrire la matrice [M] qui caractérise la « couche de 
passage ». Elle s'écrit sous la forme suivante en fonction de F et de ® : 


@ Su 
DE “LE 1P 
Sn F 
À notre degré d’approximation, on a : 
E—r1— ke ['uads, F'= — Aux, 


% x 2 S? 
D—— k fluds=—k6, = ky + y fe E)Gus, 


en posant : 


2 2 KL 2 
a= fe + )ds= fe cos’ odz, G= [vds 


Il s'ensuit que : 


[M)]= 
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On vérifie facilement que | [M] | — 1, si l’on néglige les puissances 
de k à partir de la troisième. 
Eu effet : 


mji=r+ {as - funds — [fe -Eads] 


et le crochet est nul, comme on peut le voir, par exemple, en inté- 


grant * u@dz par parties. 


Si l’on pose, ainsi que nous l'avons déjà fait : 


60 ra 
= COS ®,, Y,=VE cos e,, 


les indices zéro et un caractérisant respectivement le premier et le 
dernier milieu, qui sont homogènes, on a, d'après (11.1) et (11.2) 
en appelant r, et é, les coefficients de réflexion et de transmission 
pour l’onde 1 : 


n=pe" 
Mere f( HOT dev f° ads | LV — 0 | 
0 1 0 $ E }c 4 [eu + ch 0 103 &) (8.5) 


S2 
ut. Mt ee NO ee 
Yo + Yu [x [1 E — = )® d£ + f° sets |] — zk(YoY 103 + &) 
0 
h = re vL Ée 
21Y0 


cu 2 S2 a (8.6) 
Ve [ve ï (: 58 —)@de He f pa: | + kB + À) 


On en déduit, à notre degré d'approximation : 


Li (I B-A)(YIB-A)-{A-B)(È-Y2)] 22 
PL Vi Vi (vi Yi 4 


2Y (Yi —X) 


PAL OI— proscucs 
ne (8-7) 


CRUEL COLE DOCS PCR AL es. YYB+A\,, 
re tL Yo + Yi or Yo + Yi —) le k 
— k(YoY10 + À) 
en posant 8 
Z Sz 3 
a= fe Yade, = | ua dz. 
0 H ; 0 


On constate que, si l'on néglige k?, les coefficients de réflexion et 
de transmission obtenus sont les mêmes que ceux donnés par les for- 
mules de Fresnel. Par contre, il apparaît, aussi bien par réflexion 


nl 


a 2 be de dite ee he à mg SE 10e os LÉ CE es LS SR ST EP OR TA TRES 
ARRET #4 HS Le 1 x / 
. \ 


/ 
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que par transmission, un déphasage qui est proportionnel à kd, donc 
petit (d est l'épaisseur de la « couche de passage »). 
Si l’on passe au cas de l'optique avec u—1,0on retrouve les for- 


mules données par Drude, qui n’a envisagé d’ailleurs que l’onde 
#” # 2 
réfléchie : 


Yo — Y4 
PL Yo + Yi ? 
5 hrd VEoles — €) (6-8) 
(ER Far ae cos Dos 


avec d= flede. On arrive ainsi, dans le cas de l’onde 1, au résultat 


que nous annoncions plus haut. 

Il y a un cas qui n’a été envisagé par aucun des auteurs cités, 
pour l'onde 1 tout au moins. C'est celui où les milieux extrêmes sont 
les mêmes, de façon plus générale, où Y,—Y,. Alors, en reprenant 
les formules générales (8.5) et (8.6), on trouve : 


Yi — À 
2Yo à 


2Y0(Y$B — &) 


pp —=À# 


POP Creme 
5 1 ve Ya D)" (8 
k3 CB +) T “ 
Lt A rem: 


— (TG + À 
fe WoW, — LA ue . 

On trouve, ainsi qu’on pouvait s'y attendre, que p, est un infini- 
ment petit de l’ordre de Æd, est que 7, est très voisin de l'unité, 
tandis que le déphasage introduit par la traversée de la « couche de 
passage » est très faible. Ce qui est remarquable, c'est que l'onde 
réfléchie est déphasée de presque = par rapport à l'onde incidente, 
ou, d’une façon plus précise, la tangente de ce déphasage est inver- 
sement proportionnelle à kd, si l’on néglige destermes proportionnels 
à kd et d'ordre supérieur. 

Il est inutile de refaire le calcul pour l’onde 2. Nous arriverons à des 
formules identiques à celles que nous avons trouvées pour l’onde 1. 
I faudra simplement définir convenablement les expressions que 
nous avons désignées par &, @, A et B, ce qui exige que l’on échange 
partout e et u dans les définitions données pour l'onde 1. On aura 
donc dans ce cas : 


az |" (u—T)dr, = fi<ds, a= fur, B={ «A dz. 
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N'oublions pas non plus que, dans ce cas : 


qar 7e 
| d 
Yo —— V F COS 5; V1 — VE cos 1 

et que le coefficient de transmission {y donne le rapport des ampli- 


tudes complexes des vecteurs magnétiques tansmis et incident. 
On retrouve les formules de Drude en supposant u = 1, à savoir : 


Yo — Y 
Lier 
pue 1 9 
4rd € ET VEo€r COS © 
EVE EN OT Le NP D CEE D Pur af ME Er 
nn ae cos pi + ne e 1 — Eo 1 COS? Po — En SIN? Go ? 


avec d/? sul d£s/e. On arrive donc, dans le cas de l’onde 2 aussi, au 
0 


résultat que nous attendions. 

Le cas intéressant est celui qui correspond ici à l'incidence brewsté- 
rienne. C’est le cas que nous avons déjà envisagé pour l'onde :, et il 
correspond à Yo — Ÿ,; ce serait aussi le cas où les deux milieux 
extrêmes sont identiques. On doit appliquer, dans ce cas, les for- 
mules (8.7) et nous trouvons dans le cas où x — 1 (optique) : 


TA = 1 /£osin? © 
eu [ve +R —1)] 


WI + — r[A+B— (sis) | 


2Yo (Y5B —&) 


o Ô RE 
IS REYÉGE — EÙ — 2YAA —B)|° 
TE & “ 
te Vi Vu = — 5 (: + €9 — “| COS Op. 


On remarquera que la théorie de Drude est inexacte au voisinage 
de l’angle de Brewster, ou, plus généralement, lorsque l’on a 
Yo — Y:. Ceci provient de ce qu’il suppose que dans ce cas à — 7/2 

tandis qu’en réalité tg à est proportionnel à 1/kd, donc il est voisin 
seulement de 7/2. 

Lés formules que nous venons de donner renseignent cos 
ment sur l’état de polarisation de l’onde réfléchie et sur celui de 
l'onde transmise lorsque l’on connaît celui de l’onde incidente. Nous 
n’insisterons pas là-dessus. 

Remarque.— 11 n’est peut-être pas inutile de donner ici les for- 
mules donnant Y, et, pour les angles de Brewster en fonction des 
paramètres des doll milieux extrêmes. Dans le cas de l’onde 1, 
on a : 


€oHo 2 Em AU à E1Uo — € 
HV ne ee oi 
ui pb? MR OPEN E 


e) 
. 

À 

F 
2 
x 

ë 


AS Eu Cd DS TT eg RS CAES 


Z 
à 
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tandis que pour l’onde 2 : 


Elo — Eu < €1 Eot asie 

Y es FL EEE ie n°? > np a 
EE V RER SIN 90 — 2 2 
0 ñ dia &j — 


9. Les milieux à paramètres lentement variables. — Ce cas a déjà 
été étudié par Lord Rayleigh [9] et par Gans [12]. Ils ont retrouvé tous 
les deux la même formule de première approximation dans le cas 
de l'incidence normale. Nous avons d’ailleurs dans ce cas l’analogue 
d’un problème de mécanique ondulatoire qui a été beaucoup discuté 
pendant un certain temps et qui est celui du choc ou de la.barrière 
de potentiel. On ne sera donc pas surpris que l’approximation des 
auteurs cités coïncidé avec celle connue en mécanique quantique 
comme approximation de Brillouin-Jeffries-Kramers-Wentzel. Le 
premier qui paraît avoir étudié ce problème est d’ailleurs Liou- 
ville [13] et son mémoire date de plus de 100 ans. Lord Rayleigh 
indique dans son travail aussi la deuxième approximation. 
_ Le cas de l'incidence oblique a été étudié par Gans, qui s’est surtout 
préoccupé du comportement du milieu au voisinage du plan où il y 
a réflexion totale d’après l’optique géométrique, et qui, avec nos 
notations, est caractérisé par le fait que eu — S? s’y annule avant de 
devenir négatif. Mais Gans, de même que Lord Rayleigh, n’envisage 
que des milieux non magnétiques et n’étudie le cas de la réflexion 

totale que pour l’onde 1 en y supposant une variation linéaire de s. 
Cette remarque est importante, car ses résultats ne sont pas, comme 
chez nous, immédiatement transposables pour l'onde 2. 

‘Nous reprendrons ici le problème en supposant que l'approxima- 
tion BJKW est valable. Cherchons donc dans quel cas ceci a lieu, en 
suivant une méthode indiquée par Schelkunoff [14]. Prenons d’abord 
l'onde 1. Dans ce cas, U est solution de l’équation différentielle (8.1). 
Des considérations, tant mathématiques (suppression du terme 
en y’) que physiques, nous conduisent à introduire : 


qui est l’impédance caractéristique du milieu et à faire le change- 
ment de variable : 


== k [ve Side f'rds 
qui introduit l’analogue de la projection suivant Oz du chemin opti- 


que, c’est-à-dire que € — k [Ver cos vds. Alors en posant : 


= VK().y; 
Ann. de Phys., 12e Série, t. (Septembre-Octobre 1950). 40 
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on trouve que (8.1) devient : 


= DARK AVE M e E 
p+li-s(r) +370 
les accents indiquant des dérivations par rapport à €, qui est ici la 
variable indépendante. 
Par conséquent, on a les deux solutions particulières linéairement 
indépendantes : 
+  Hik f Veu=S'dz L 
= VRe).e 7) Ver Go-1) 
si (K'/K}° et K'/K sont négligeables devant 1. Elles sont rigoureuses 
dans les deux cas particuliers suivants : 
._ a) K = Ce. L’impédance caractéristique du milieu est constante. 
Ceci conduit à la relation suivante entre set y : 
S2 


b 


“usr 


fr 
CC 


en désignant par C la valeur constante de K. Dans le cas particulier 
de l'optique où w— 1, ceci correspond au cas d’un milieu homogène, 


À 1 , 
car é —S +5 — Cf. D'autre part, on a : 


six [A de 
y — Ce É 


ce qui, pour un milieu homogène, correspond aux ondes planes se 
propageant dans la direction des £ croissants et décroissants. 


Le s 7 FU LS 3% 
b)K = PET Dans ce cas, l’impédance caractéristique du milieu 
est variable et l’on a les deux ondes suivantes : 


in [E ds 
On peut d’ailleurs indiquer un cas où ceci a lieu. En effet, en 
posant u—Ce-% et Jeu —S?— De“, on a : 


<= kD f'esde= (ee — 1) 


et il s'ensuit que B— AkD/a et À — k?CD/a?. La loi de variation de : 
est e — (D?e2% + S?) . Naturellement, a est une grandeur de même 


dimension que k, c’est-à-dire que c’est l'inverse d’une longueur. Er 
particulier, on peut aussi avoir a — k, Dans tous les cas, on aura : 


Fe V5 e-æg*i#D fe edz 
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En dehors des cas particuliers a) et b) que nous venons d’envisager, 
les solutions particulières (g.1) ne sont pas rigoureuses. Nous dirons 
que le milieu envisagé a des. paramètres lentement variables dans le 
cas où les solutions approchées sont utilisables sans introduire d’er- 
reur appréciable dans le résultat. 

On peut étudier d’une manière analogue l'équation différentielle à 
laquelle satisfait V en posant : 


V— V. 


1 
VKIE) 
On trouve alors une nouvelle équation pour V{£) qui s’écrit : 

K’ K/’ 
=L- (ER 


et l’on voit que dans le cas où le milieu est à paramètres lentement 
variables, on a les solutions particulières suivantes pour V : 


1 ik f/eu Side 


== e 
VK{<). 


Nous nous proposons d'étudier maintenant de façon plus appro- 
fondie l'effet qu’a une couche d’un tel milieu comprise entre deux 
milieux homogènes indéfinis. Pour cela, il nous faut d’abord écrire 
la matrice [M]. On trouve sans difficulté que l’on a : 


F—A/# cs ee MERE Pass sin 6, br 
DES sin Ë à K 
VER de Vi ie 


L'indice a caractérise les valeurs que prennent les diverses quan- 
tités à la surface de la couche inhomogène (dans notre c1s, le plan 


g — 0). Il s'ensuit que : 
| x cs L VK,K sin € 
1 AM 
ele ru 


œ 


(9.2). 


À titre de vérification, on a | [M] {| — cos?t + sin?€ — 1. Il faut 
remarquer que, pour que les fonctions f, F, g, G soient reliées entre 
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elles par les équations (4.3), on doit supposer que K’/K est un infini- 
ment petit négligeable devant les autres quantité finies. 

Dans le cas d’un milieu homogène, K et l sont des constantes et 
puisque K—K,, on trouve pour [M]: 


cos l£ iK sin Vz 
[M] sin ls 
L RES 


cos l£ 


qui est bien la matrice caractérisant une couche homogène d’épais- 
seur s. Ceci constitue une vérification supplémentaire pour l’exacti- 
tude de (9.2). 

Connaïissant ceci, la formule (11.1) nous donne les coefficients de 
réflexion ret de transmission { d’une telle couche inhomogène. On a: 


ps = 
Ka Us ( F Z I e 
Y ——Ÿ LE 0S YoŸe /K Ki — S 
us ( 0 V K Û \ Ka CE + il YoYs VKa VKake int 
2 Ei , 
Et É /Ka Kb KaK : 
ag Cas j | YoYe VKaK —— i 
(re V re + Ye Ka cost +i os VKakKo + en sin € 


RE Ka K J 
0 1/1 . LEE EN 
Y — + Y = { 
( à VE + Ye VE) cos 6 + ss VKaKs ire) sin € 


Les indices o et 2 caractérisent les milieux homogènes extrêmes 
entre lesquels est comprise la couche inhomogène et l'indice b se rap- 
porte à l'extrémité de la couche qui est au contact du milieu 2. Rappe- 
lons que ces formules sont valables tant pour une onde 1 que pour 
une onde 2. On peut chercher la condition à laquelle doit satisfaire 
une telle couche pour annuler le facteur de réflexion du dernier 
milieu. Si le milieu inhomogène est transparent, il faut avoir : 


Î 


a) € — = + nz (n entier positif ou nul) et K,K, —:1/Y5Y2. Ceci 


. . . . ° RER ENE 1e 
signifie que le chemin optique dans la couche 1 Veu— S'dz est un 
0 


multiple impair de À/4 et que le produit &äes impédances terminales 
du milieu inhomogène est égal au produit des impédances des 
milieux homogènes qui l’entourent. En particulier, dans le cas d’une 


couche homogène, on retrouve la condition classique sur les épais- 
seurs et sur les indices. 


b) É— nr et YKo — Y,K,. Cette fois-ci, in eu. — S'dz est un 


multiple entier de \/2 et le rapport des impédances caractéristiques du 
milieu inhomogène à ses deux extrémités est égal à celui des impé- 


D An RE UCAON, 27 ap sat" À EF of OUR 'nfiéatue ie LR aie Pr Te PA TE AT Ae A "7 AIR 


AT UE UN 
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dances caractéristiques des milieux extrêmes. En particulier, si l’on 
a une couche homogène, on voit que tout se passe comme si la 
couche intermédiaire n’existait pas, car: 


Yo — Y2 


Re 


et par conséquent r — 0 si Ÿ, — Ÿ,, c’est-à-dire si les impédances 
des milieux extrêmes sont égales. On retrouve encore ici un résultat 
bien connu. 


10. Etude particulière des équations différentielles des champs. — 


. Le but de ce paragraphe est d'indiquer les méthodes qui nous parais- 


sent les plus commodes pour étudier le comportement des fonctions U 
et V dans un milieu stratifié. Que l’on envisage l’onde 1 ou l'onde 2, 
on doit étudier un système d'équations différentielles de la forme : 


= Z{&)\, 3 
me (10.1) 
avec : 
ER tku(s) [ Z—=— the(z) ; 
2 d " s? (onde 2 
| SARA P PA Fe | Y=—ikuts 7] ce 


On peut utiliser la méthode des approximations successives de 
Picard pour l'intégrer. Si l'on pose : U,— U(o) et V, — V(o), on a : 


U&) ZU, + U(o) + Un + VV + Vi) + VD + 
avec : | 


= fav, (rx. = = [Y@U, (ad. 


On peut aussi utiliser la méthode de Schelkunoff [14] qui est plus 
générale que la précédente, car elle suppose que Z{(2) = Zo(z) + Z(e), 
Yz)= Y(2) + Y(z) et que l’on connaît les solutions de : 


PRET IV YOU, (10.2) 


qui satisfont aux conditions aux limites habituelles. Alors les solu- 
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tions de:(10.1) sont aussides solutions des équations intégrales sui- 
vanies :; 
 U(s) = U (2) —! FE Lx) V(H)U(e, x)dx 


— f YaUGU(E, dr 
L (10.3) 


À Vt)= Vie) — L ZA), (e, x)dx | 
ës 1 S(HU(x)V(s, )dæ 


où U,(s, æ), U(£, x), Vic, x), V,(s, x), sont des solutions de (10.2) 
avec les conditions initiales suivantes : 


U(t,x)=1, Vi(æx)=o, U(x,x)—o, V(x,x)=1. 


On pourrait montrer qu'on aboutit aux équations (10.3) à partir de 
notre matrice [M] et relier U;et V; aux fonctions f, F, g et G, mais 
nous ne nous y arrêterons pas ici. 

On remplacera l’approximation de Picard (Z,(2) = Y,{2) = 0), qui 
ne conduit à des solutions convergeant assez rapidement que lorsque 
Z(2) et Y(z) sont petits, par celle “qu'on déduit des équations (10.3) 

… avec Z et Ÿ, constants. On sait que, dans ce cas, les solutions parti- 
culières correspondant à f, .…, c'est-à-dire à U,, .…, sont : 


U,=cosT(z— x), U;= gsinr o(£ — &), 
V,=iK, sin F(s — x), PRO T(z— x), 


avec D == VV 25, RER VZo/ Yo: Il s'ensuit que l’on aura : 


U(s)=U(e)— [ 2(æ)V(x) cos Dis — æ)dæ 


crc de Y(æ)U(x) sin l'{e— æ)dx 


; LT 0.4 ! 
| VE) = Vos), J 2()V(x) sin l(z — æ)dx Se : 


— IROLUC cos li(z — x)dæ 
en posant : 
PRE “ cos ls + KV, sin lys 
Va. Vis) = F- sin Ts -EWocosT,. 


LL 
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On peut même expliciter, d’après Schelkunoff, les termes correctifs 
du premier ordre : 
U(2) = U,{B(2) cos Ts + zA(z) sin ls — iC(£) sin log] 
— KVo[A(2) cos Ts + :B(s)sin lys + C(£) cos EE 
PVALE) — u [:B(z) sin lis + A(2) cos oz — C(2) cos Lys] 
— VO[tA(z) sin lis + B(£) cos lys + iC(z) sin 2 
avec : 
f 2 r { 2 9 À 
A(9=E (TÉ—KŸ corde | Ge)? : ee + K,Ÿ }dæ 


B(z) — — _ Te E — KŸ | sin 21 ,ædx. 


Nous ne discuterons pas davantage les méthodes générales d’inté- 
gration des équations des champs. Nous rappelons seulement qu'il y 
a certains cas où la loi de variation des paramètres caractéristiques 
du milieu stratifié est telle que les champs s'expriment par l’intermé- 
diaire de fonctions connues. Voici deux exemples indiqués par 
Bebrens [15]. 

Dans le premier, on suppose que : 


| 


a b 
Ge = — 


? 
eZ œ 
£ 2 


TD 


avec a + £— 2 (Ici Behrens a fait une erreur en indiquant la condi- 
tion à + B—— 2). Alors, on a pour l’onde 1 des solutions de la 
forme : 
Fan 
CPP da 


, , I Se Ê è 2 . 
f étant une fonction de Bessel d'ordre VE) — k?ab de la varia- 


ble u — 1kSz. Pour l’onde 2, on a un résultat analogue en échan- 
geant partout «et 8. Ce résultat n’est pas valable dans le cas de l’inci- 
dence normale, car alors S — 0. 

Le deuxième exemple est celui où : 


00 u — beïr. 
Le 
Dans le cas de l'onde ï,ona U—e* .}f,fétant une fonction de 
Bessel d'ordre VE + 4R°S?/(x + 6) de la variable : 


RS NE as 
uk | Veds = Vate 7 


FA 
24 
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Pour obtenir les résultats correspondant à l’onde 2, il faut échanger 
dans les formules précédentes & et B. Dans le cas optique, y —# 


(b— 1,8 — 0) et l’on a des fonctions de Bessel de la variable 
a * < l'ond t KŸ bour 
u — — ae * et d'ordre 2kS/« pour l'onde 1 e LARGE 


l'onde 2. Si, de plus, on étudie uniquement ce qui se passe sous 1nci- 
dence normale, S — 0, et l’on est conduit à des fonctions de Bessel 
d'ordre o et 1. 

Signalons aussi que nous avons étudié de façon détaillée [16] le 
cas où l’on est en incidence normale et où & = s(ag +1), pu =. 
D'ailleurs, si l’on est en incidence normale et si u—1, on estconduit 
aussi à des fonctions de Bessel lorsque e — (az + 1)". Ce sont alors 
des fonctions d'ordre (m+ 1)/(m + 2) et — 1/(m + 2) de la variable 
u 


= k [Vds 


U sera exprimé par l'intermédiaire de fonctions de Legendre si, 
dans le cas de l'onde tr, on a : 


: 


l+ 
le dE eue 


Wo(t 


U sera un polynôme en £ lorsque / est un entier positif ou nul. Si 
l’on ajoute à l'expression des que nous venons de donner, le 
terme — p?/k?u(1 — 2?) avec p entier, U sera une fonction de 
Legendre associée. L'échange de & et de & conduira aux conditions 
analogues pour l’onde ». ' 

On peut aussi exprimer U par l'intermédiaire de fonctions d'Her- 
mite, Laguerre etc. Nous ne nous y arrêterons pas ici. 

Il est probable d’ailleurs que les développements des machines à 
calculer modernes, rendront en grande partie inutiles les longs cal- 
culs nécessités par l’étude des cas où les paramètres caractéristiques 
d'un milieu stratifié ont une loi de variation quelconque. 


11. Les coefficients de réflexion et de transmission. — Nous nous 
proposons de donner dans ce paragraphe les expressions des gran-. 
deurs observables dans les milieux homogènes qui limitent le milieu 
stratifié envigagé. D'après ce que nous avons vu jusqu'à présent, 
celui-c1 est complètement caractérisé par la matrice [M] —[M;;]. Le 
premier et le dernier milieu seront caractérisés, pour une onde 
incidente déterminée, par leurs « impédances caractéristiques ». Pour 
les besoins de l'optique, il sera plus commode d'introduire des 


MAUR, 
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«admittances caractéristiques » que nous désignerons par Ÿ, et Y,si(t). 
Nous aurons donc, pour l'onde 1 : 


RE V © cos ? | PRE He 
Yo 0? +4 COS %p: 
F9 À Bp+1 pire 


et pour l’onde 2 : 


Y,—1/ cos Yu / EH 
0 PS Po» p+1 pes COS Pp+ie 


Cherchons les coefficients de réflexion et de transmission dus au 
milieu stratifié. Pour cela, on se souviendra que, par définition, 
U, et V, représentent les champs dans le premier milieu, champs qui 
résultent de la superposition de l'onde incidente et de l’onde réfléchie. 
Nous étions obligés d'envisager les champs et non pas les ondes se 
propageant dans les deux sens, parce que cette décomposition en 
onde incidente et onde réfléchie est artificielle et ne correspond à 
aucune réalité physique dans le milieu stratifié. Si l’on désigne 
par Et et E; les amplitudes (complexes) des ondes incidente et réflé- 
chie dans le premier milieu, et par E,,, celle de l’onde transmise 
dans le dernier milieu, le coefficient de réflexion est, par définition : 

= peûr — En 
EX ? 


tandis que le coefficient de transmission est : 


Ce que nous nous proposons maintenant, c’est de déterminer r et # 
; en fonction des Y; et des M. Pour cela, on se souviendra que, pour 
l'onde : : 
U=E+E, V— Yo(Et — EE), U=E,ys, V=Y,Eoss 
et, par conséquènt, la relation matricielle : 


Fo 


: est équivalente aux deux relations suivantes : 


Et + EE — (M, + YonMi)o4 
Y (Et AY Er)= (Ma + Yp41M22)Ep+1 


(t) Nous avons caractérisé le dernier milieu par l'indice p +1 parce 
que nous supposons qu’il y a p +1 plans z — z; de discontinuité des 
paramètres du milieu stratifié. Dans le cas des couches multiples homo- 
gènes, ceci signifie qu’il y ap couches. 
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d’où l’on déduit : 


ENT YolMu + Yp+4Mis) — (Ma + Yp+1Mo3) ne JC (1 I 1) 
Te EX  Yo(Mui + Yp+1Mas) + (Mau + Yp-+1M2e) (92) 


Ep+#1 2Ÿ6 (11.2) 


On remarquera que r eté sont des coefficients de réflexion et de 
transmission pour les vecteurs électriques. Dans le cas où les milieux 
extrêmes ne sont pas absorbants. r est aussi le coefficient de réflexion 
pour le vecteur magnétique, tandis que le coefficient de transmission 
s’en déduit en multipliant { par Y44/Yo- 

Ces formules sont encore valables pour l'onde 2, à condition d'y 
échanger les mots électrique et magnétique et de prendre les lettres 
qui correspondent à cette onde. 

Le facteur de réflexion est donné par R = | r |?, tandis que pour 
déterminer le facteur de transmission T, il faut tenir compte du fait. 
que les surfaces (plans) d'onde dans les milieux extrêmes sont inéga- 
lement inclinées par rapport à l’axe des z. On aura donc : 


T = Y4 | P/Yo. 


Envisageons le cas d’une couche inhomogène transparente qui ne 
présente pas de discontinuités dans les valeurs des paramètres et sup- 
posons qu’on soit en réflexion vitreuse ordinaire, ce qui veut dire que 
eu — S? — eu cos? 9 est une quantité réelle. Dans ces conditions, et si 
l’on envisage l’onde 1 par exemple, l'équation (8.1) montre que U est 
solution d’une équation différentielle du second ordre qui ne contient 
que des fonctions de £ réelles comme coefficients de U et de ses 
dérivées. On pourra donc trouver des solutions qui soient ou bien. 
réelles, ou bien purement imaginaires (‘). Ce que nous cherchons, ce 
sont les solutions particulières F et /, solutions qui sont définies, rap- 
pelons-le, par les conditions aux limites suivantes : 


F(o)= 1, Ao)—F(o)—0, fo) =—ikp(o). 


Il s'ensuit que F sera une fonction réelle de £, et f une fonction 
de £ purement imaginaire que nous écrirons f — 1®, d étant une 
fonction réelle de £. 


Compte tenu de ceci, la matrice [M] s’écrit : 


? ; 
Pis Pets 
lp. : 
[M] —- iF” NS 
k F 
U 


(!) Ce ne sont pas d'ailleurs les seules solutions possibles. On peut trou- 
ver pour U une solution purement complexe qui satisfasse (8.1). Pour cela 
il suffira de poser U — ae avec a et b des fonctions de £. 


l 
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Si l’on se rappelle l’analogie électrique que nous avons esquissée 
plus haut, on voit qu’une couche inhomogène transparente en 
réflexion non totale est équivalente, en ce qui concerne la propaga- 
tion des ondes sinusoïdales, à une ligne ou un quadriple électrique 
ne contenant pas de résistance, mais seulement self-inductances et 
capacités. 

Dans le cas où il y a plusieurs plans de discontinuité des para- 
mètres du milieu inhomogène, la matrice résultante sera encore une 
matrice de la même forme que [M], c'est-à-dire ayant les éléments 
diagonaux réels et les éléments non diagonaux imaginaires purs. On 
le voit analytiquement, en multipliant entre elles les matrices [M;] 
correspondant aux différents tronçons de notre milieu qui ont les 
paramètres continus, ou physiquement, car la matrice finale doit 
encore caractériser un quadripole sans résistance. 

Cherchons les expressions des coefficients de réflexion et de trans- 
mission dans le cas où la matrice [M} caractérisant le milieu stratifié 
est de la forme (11.3) : 


Vo’ + ÆpYp441F — FE" — KuYoYpa1Ÿ] . 


TVoD — hu Ypil + a + AU Vo piŸ] ? (11.4) 
— 2Yo4u 
ÉD hate + PE dl (11.5) 


Dans ces formules, F, D, F', d’ et x représentent les valeurs de 
ces fonctions à la limite supérieure du milieu stratifié. En d’autres 
termes, si celui-ci a une épaisseur d, F = F(d), .…. pu —p(d). 

Le facteur de réflexion est : 

(Vo + Au Yp44F) + (F' — Hu YoYp44d) 


dires (YoP" — kpYp+it + (F7 + 4pYoY pd} (11.6) 


et le facteur de transmission est : 


LUE oYp+1 

LE Ga avr Por (1:7) 
On vérifie que l’on a R + T—1, donc il n'y a pas d'énergie dissi- 

pée dans le milieu stratifié ; il est bien non absorbant. 

- Le déphasage 8, introduit par la réflexion sur le milieu stratifié 

est donné par : 

| aYO(F/@' + Rp Y2, FD) 

F2 VID + UV (F2 — Yid?) 


or (11.8) 


tandis que le déphasage introduit par la traversée du même milieu 
est : 


EF’ + kuYoYp+19 


BU TE haut 
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D'autre part, on a : 


sn ÆUYoYp+1® —F . (11.10) 
te (à, ô,) Tr kpYp51F ac Y 5? 
Remarques: — 19 Si l'on évalue à partir de (11.6) et (11.7) la. 


quantité À + T, on trouve que la condition pour qu’elle soit égale à 
l'unité est que F®—F®— ky. Or ceci n’est autre chose que la 
condition pour que | [M] | — 1. On voit ainsi la signification physi- 
que de cette relation, qui est étroitement apparentée à la conserva- 
tion de l’énergie de notre système. 

20 On peut déduire de (11.6) la condition pour que le facteur de 
réflexion R s’annule. On trouve que l’on doit avoir : 


VCD? RurV2, D) EF + Apt VE Ft oktp2Y Yu (rit) 


Y at-il des milieux stratifiés transparents non dispersifs qui ne 
réfléchissent pas pour un certain domaine spectral ? Le problème est 
assez délicat. L’équation (i1.11) doit être vérifiée pour toutes les 
valeurs de comprises dans le domaine spectral envisagé. Comme 
F et ® dépendent du paramètre , la résolution de (11.11) est équi- 
valente à celle d’une infinité d'équations dont les inconnues sont, par 
exemple, les coefficients des diverses puissances de £ dans les déve- 
loppements en séries entières de £ et de s. Nous n’approfondirons 
pas cette question. 


12. La théorie des milieux $tratifiés déduite de celle des empile- 
ments de couches minces homogèies. — Il est naturel d'envisager un 
milieu stratifié inhomogène quelconque comme résultant de la super- 
position d’une infinité de lames à faces parallèles homogènes et infi- 
niment minces. Pour le physicien, l’idée est très naturelle, pour le 
mathématicien aussi, car ceci revient au fond à considérer une inté- 
grale à partir de sa définition même comme limite d’une somme. Il 
est pourtant curieux de constater que presque personne jusqu’à présent 
n'ait pensé développer sur ces bases la théorie des milieux stratifiés. 
Le seul qui a eu cette idée est Lord Rayleigh [9] qui, dans le mémoire 
déjà cité, l'emploie pour retrouver les formules de la couche de pas- 
sage. Mais son écriture est plus lourde que la nôtre et il lui a fallu 
sa grande habileté de calculateur pour arriver au but. 

Nous allons reprendre en somme ce qu'il a fait, en le complétant. 
Nous partirons de la matrice [M;] qui caractérise chaque couche 
mince, matrice qui s'écrit, d’après ce que nous avons déjà dit : è 


{ cos Ê; K; sin f; 
[M;) — | : re Rj | 


Re mu @. 
Kj Cos Pi 
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en désignant par K; l'impédance caractéristique du milieu, c’est- 
à-dire que : 


Ts r l'ond 
= Eos pour l’onde 1 
va CR 
J , 
VE cos % pour l’onde 2 


eten posant, ainsi que nous le ferons toujours, ,— k\/c;u,; — S2.s. 
Puisque la couche est infiniment mince, on développera suivant les 


puissances croissantes de f, qui sera ici B,—# VE; — S'ds. Arrètons- 
nous aux termes en £*. Alors : 


2 
i ana 
K; a 


et la matrice correspondant au milieu stratifié entier sera le produit 
d'une infinité de matrices de cette forme : 


.Gardons d’abord les termes en Ê; uniquement. On a : 
M ne i(KB;) 
EE 


et puisque : 


K;B;,— ky,;dz, Ë— k (e, — =) ds pour l’onde 1 
K;f;— ke;ds, Ê =k (u, — =) d£ pour l’onde 2 


graphe 8 : 


c’est-à-dire que : 
; : 
Mila 


et on retrouve, à notre degré d’approximation, le même résultat qu’à 
ce paragraphe. 
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Améliorons maintenant notre approximation et gardons les termes 
en f?. On trouve : 


DEEE.) Er) 


[M) = ag a gs œ n—A 
mn -2-3"(5à 
Orona 
ZT f(eu— Sd: 0 
a 1—1 
She) f{=Sjaueen 

AT LE. 
RATER pour l’onde 1 
DA | Bjr frads—r8 

J=N m=\ 

oo n—1 

> (x. à = [(u—S)ads ra, 

so Fab pour l’onde 2 
YK,8 (SE)- k? Jrad: = 18 ; 
j=n M—A 


Il s'ensuit que : 


IR ik@ 
RP te 


comme au paragraphe 8. 

On voit ainsi que cette manière de développer les caleuls équivaut 
à effectuer les développements des fonctions f, F, g et G suivant les 
puissances croissantes de k. 

Du point de vue physique, il faut remarquer que nous tenons 
compte dans nos calculs des interférences qui se produisent même 
dans une couche infiniment mince. Si on les négligeait, on retrouve- 


rait la théorie, que nous avons donnée plus haut, des milieux à para- 
mètres variant lentement. 


43. Théorèmes généraux. — L'introduction de la matrice [M] pour 
caractériser un milieu stratifié quelconque permet de démontrer 

. quelques théorèmes généraux relatifs à ces milieux. Ces théorèmes 
Ne s'appliquent aussi aux empilements de couches minces homogènes 
qui sont un cas particulier de milieu stratifié. Réciproquement d'ail- 
leurs, ainsi que nous l’avons signalé plus haut, un milieu stratifié 


À 
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quelconque peut être envisagé comme résultant d’un empilement de 
couches homogènes infiniment minces et infiniment nombreuses. On 
peut donc dire que tous les théorèmes généraux relatifs aux couches 
minces homogènes multiples peuvent être généralisés sans plus aux 
milieux stratifiés inbomogènes quelconques. D’une façon plus pré- 
cise, il fant insister sur le fait que ces théorèmes découlent essen- 
tiellement des matrices [M] et de certaines de leurs propriétés et non 
de la loi de variation des paramètres caractéristiques du milien. 

Nous avons déjà démontré le premier théorème dans le cas ‘d’un 
_empilement de couches minces homogènes [16]. La démonstration 
que nous en donnons maintenant est différente et se base unique- 
ment sur une propriété des matrices [M]. 
. Théorème 1. — Le facteur de transmission d’un milieu stratifié 
quelconque (absorbant ou non) est indépendant du sens de propaga- 
tion des ondes. Ceci n’est pas vrai pour le facteur de réflexion. 

Désignons par 1 et 2 les deux sens de propagation possibles des 
ondes. Si [M;] sont les matrices des diverses couches, la matrice 
caractérisant leur ensemble pour la propagation dans le sens 1 est: 


f 


ENS NE M 2 Me 


tandis que pour la propagation dans le sens contraire, le même 
empilement de couches minces est caractérisé par la matrice : 


[M =[M, M]... (MM): 


Or chaque couche mince est équivalente à un quadripole réver- 
sible, c’est-à-dire qu’elle a ses éléments situés sur la diagonale prin- 
cipale, égaux. On peut démontrer alors facilement par induction 
complète le lemme suivant, si: 


[ML =fa;] ei [M = a] 


« . ’ ’ . . 
on A Gy—=dyli<]) ét Gi — QG Au — dy. Il S'ensuit que si Y,-et 
Y,11 sont les « admittances » des milieux extrêmes, on a, pour la 
propagation dans 'e sens 1 : 


AT EYoYp+1 
D | Yoan + YoYp+i@is + an + Yp+iax |? 
et pour la propagation dans le sens contraire : 


"500 &YoYp+1 
D | Yp+1000 + VoYp+4iUo + Qu + Yoan |? ? 


T 


ce qui démontre le théorème. 
Pour l'ingénieur électricien familier de la théorie des quadripoles, 
ce théorème signifie qué l'énergie transmise par un quadripole et 
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par le quadripole renversé est la même, car les matrices [M], et [M], 
représentent justement deux tels quadripoles. Le lemme invoqué est 
lui aussi bien connu, en substance tout au moins. 

D'après ce que nous avons dit au début de ce paragraphe, ce théo- 
rème restera vrai pour des milieux stratifiés inhomogènes quelcon- 
ques. On le voit d’ailleurs analytiquement aussi, car si les paramètres 
étaient des fonctions de la forme f\z) pour la propagation dans le 
sens 1, ce sont des fonctions de la forme /{d— £) pour la propagation 
dans le sens 2, le milieu stratifié étant supposé s’étendre entre les 
plans s— oet : — d. On retrouve ainsi certaines propriétés que véri- 
fient les solutions d’une équation différentielle linéaire et homogène 
du second ordre, mais le développement analytique de la démonstra- 
tion serait plus long que la démonstration donnée à partir des empi- 
lements de couches minces homogènes. 

Pour démontrer le théorème suivant, nous rappellerons d’abord la 
forme de la matrice [M] lorsque le milieu qu'elle caractérise est 
transparent (paramètre e réel). Si l’on pose [M]—[M;;}, M,, et M4 
sont des fonctions réelles de z et M,, et M,, des fonctions purement 
imaginaires de la même variable. On s’en rend rapidement compte 
en remarquant que [M] peut être envisagé comme produit d’une 
infinité de matrices correspondant à des couches homogènes infini- 
ment minces et que les matrices de ces couches sont de la même 
forme que celle de [M}, ainsi que leur produit. On peut le voir aussi 
en cherchant la condition nécessaire et suffisante pour qu'un milieu + 
stratifié quelconque compris entre deux milieux homogènes et trans- 
parents n’absorbe pas d'énergie. La démonstration faite par cette 
méthode est assez simple. Avec les notations déjà employées, si R 
et T désignent les facteurs de réflexion et de transmission de notre 
milieu stratifié, on a : i 


+ 


ser Yolg + Yaf1— (Y3F — G) 2 


hs 


V9 + Vif) + (3F + G) & + &| ? 
CPLM PRE CL EMA Eee ELU 
LYotg + Yaf) + (YF + G) P | + A? ? 


donc : 


mp LA — BE + 4YoYs 

R + T— Ta rep 

et la condition nécessaire pour que R + T— 1 (milieu non absorbant) 
s'écrit Re(&c 1 YoŸs Re désignant la partie réelle de la quantité 
entre parenthèse et l’astérisque l'imaginaire conjuguée. Si l’on 
pose f— a + ib, F— A + iB, cette condition s’écrit : 


= (ina 4) (ni), 
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identité équivalente aux trois équations suivantes : 


a'A' + b'B'—0, (13.1) 
— (aB’ + B'A) + a'B + bA'—=ku, (13.2) 
aA + 6B— 0. (13.3) 


A celles-ci il faut ajouter les deux équations qui expriment que 
[EMI =: 

— (a'B + d'A) + aB'+ bA'—ku, (13.4) 

a'A —b'B— aA' + bB'—0o. (13.5) 


Si l'on soustrait (13.4) de (13.2), on obtient aB'— a'B—o, d’où 
da = BB; cest-à-dire a= KB (K—-C), car a(o)— B(o) —6. 
Compte tenu de ceci, l'équation (13.1) devient B'(KA’ + b')— 0, d’où 
b—=K(1— A), à moins que B—o. L’équation (13.3) s’écrit : 


[KA + K(i — A)B—KB—o. 


Si K—o, on doit avoir a—b —0, donc f— 0 ce qui est contraire à 
” l'hypothèse. Donc B— 0 et, par suite, a —0o. La condition est suffi- 
sante car alors (13.5) est aussi vérifiée. 

Nous venons donc de trouver que si la matrice [M] est de la forme 
[M;;| avec M,, et M,, réels et M,, et M,, imaginaires purs, le milieu 
n’est pas absorbant et réciproquement, si le milieu n’est pas absor- 
bant [M] a cette forme. 

Connaissant ceci, on peut démontrer le théorème suivant, qui géné- 
ralise une propriété des empilements de couches minces homogènes 
signalée par Dufour [17], et que nous avons déjà énoncé en en esqauis- 
sant la démonstration dans une Note aux Comptes Rendus [18]. 

Théorème 2. — Soit un milieu stratifié absorbant, limité par 
deux milieux homogènes transparents dont les paramètres caractéris- 
tiques sont (dans l’ordre suivant lequel ils sontrencontrés par l’onde 


1| LR. EoHo 
ee 1] R, EE 


e 


Eu 


éa 
1 Er, 1] C2: bee 
Fig. 1. 


incidente) «,, u,et «, u,. Remplaçons le premier de ces deux milieux 
par un milieu stratifié transparent, qui sera limité d’un côté par un 
milieu homogène transparent &,, &, et de l’autre par le milieu 
stratifié absorbant déjà envisagé (La figure 1 montre la disposition 
Ann: de Phys., 12e Série, t. 5 (Septembre-Octobre 1950). &r 
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des divers milieux). Si R,, T, et R,, T, sont les facteurs de réflexion 
et de transmission dans les deux cas envisagés, on a : 


Ts A7 Ti 
1—Ro 1 —R:1°? 


quelles que soient la fréquence, la polarisation ou l'orientation de 
l’onde plane incidente. 


Le milieu absorbant sera caractérisé par la matrice : 
[M] = Ë 26 # à 5 4 
Yy+èy + 


et le milieu transparent, d’après ce que nous venons de voir, par : 


2 : 
g SE à 
M,\— : 
M=]_ 6 k 
chaque lettre désignant une fonction réelle de £. 


En écrivant les expressions des R; et des T;, on trouve sans diffi- 
culté que : 


To YoYe HSE Nav 
TR et ago E'660 ? 1—Ri + bidi”? 
avec : 
= Y){ga + fiv + Y:(g8 + faè)] ao Yi(x + Y.6), 
bi Yolge — fav + YgPi — A8)], bo Yes + Yo) 
Ci = Fy + Gias + Y(FÔ + Gif): Co —=Y+ Y:ô, 
di = Ep — Ga + Y(FÈ, — Gb), dy = + Yods. 


Il s'ensuit que : 


To Ti Ye 


Ro  1—R1 (a + Yof){y + Vo) + (oi + Yofa)(ya + Yodi) ? 
ce qui démontre le théorème. 
Celui-ci est vrai en particulier pour des empilements de lames 
homogènes en lumière naturelle et utilisées sous une incidence quel- . 


conque. Dufour l’a utilisé pour augmenter la résolution des interfé- 
romètres et aussi pour obtenir des filtres interférentiels à bande 
passante étroite. 

Voici maintenant un théorème qui s'applique à un milieu stra- 


üifié d’un genre particulier, mais qu'on rencontre souvent dans la 
. pratique. 


Théorème 3. — Soit un milieu stratifié symétrique, c'est-à-dire un 
milieu qui présente un plan de symétrie 3 —£,, qui comprend dans 
sa partie médiane une couche mince homogène (couche dont le milieu 
est dans le plan z—£,) et qui estentouré extérieurement par lemême 
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milieu homogène indéfini. Désignons par R' et T’ les facteurs de 
réflexion et de transmission et par 0 le déphasage à la réflexion dus 
à la propagation d'une onde depuis 2— 5, vers l’extérieur (fig. 2). 
Les facteurs de réflexion R et de transmission T du système symé- 
trique entier sont : 


D 4R' sin? (£ — 6) T — T4 


B étant 27/1 fois le chemin optique dans la couche homogène. 


Nous n'entreprendrons pas ici la démonstration complète de ce 


Eout 


Fig. 2. 


théorème, qui nous entraînerait trop loin. On remarquera simplement 
qu'il a été reconnu vrai dans un cas particulier : celui où l’on a deux 
couches absorbantes identiques entourant une couche transparente, 
ces trois couches étant homogènes (1). Dans ce cas, le système symé- 
trique est caractérisé par une matrice de la forme [M,]M,][M,], cha- 


(‘) C’est le cas de l’interféromètre de Fabry-Pérot. La démonstration 
détaillée de la formule donnant T a été donnée par Hadleyÿ et Dennison [19], 
à partir de la résolution d’un système, assez compliqué, de 8 équations 
linéaires à 8 inconnues. 
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que matrice du produit représentant un quadripole réversible. Dans 
le cas général, il faut démontrer la même propriété à partir d'un pro- 
duit analogue de trois matrices, mais telles que [M,]} ne soit plus un 
quadripole réversible, mais un quadripole quelconque. La matrice 
caractérisant le système symétrique est, évidemment dans tous les 
cas, une matrice de quadripole réversible. 

De tels milieux stratifiés symétriques sont utilisés actuellement dans 
la fabrication des filtres interférentiels. On a utilisé surtout jusqu'à 
présent, des systèmes du genre Fabry-Pérot, mais on tend actuelle- 
ment à construire des filtres à bande passante étroite comprenant un 
plus grand nombre de couches, mais toujours symétriques. 

Le théorème que nous venons d’énoncer permettra de discuter les 
principales propriétés de tels filtres. 

Indiquons maintenant un théorème simple relatif aux couches 
multiples homogènes : 


Théorème 4. — Une couche mince homogène et transparente n’a 

aucun effet sur l’onde sinusoïdale plane qui la traverse si son épais- 
. / . 

seur est telle que l’on ait nd cose— m}X/2 avec m entier quelconque; 


n, d'et » étant respectivement l’indice de réfraction (Veu), l'épaisseur 
et l'angle d'incidence dans la couche. Naturellement, l’onde qui se 
propage dans la couche ne doit pas être évanescente. 


En effet, dans ce cas f— mx et la matrice [M] qui caractérise la 
couche est telle que [M|—(— 1}"{1], [1] étant la matrice unité, ce qui 
démontre le théorème. 

Ceci permet de modifier les variations spectrales des coefficients de 
réflexion et de transmission d’un empilement de couches minces, tout. 
en gardant leur valeur pour une certaine fréquence. Une application 
importante en a été faite aux traitements antiréfléchissants du verre. 
On sait qu'avec deux couches transparentes d'épaisseur optique à/4 
et d'indices de réfraction convenablement choisis, on peut annuler R 
pour la longueur d’onde }, mais ses variations avec la fréquence de 
l'onde incidente sont assez rapides. On obtient un système quasi- 
achromatique en interposant entre les deux couches précédentes une 
autre d'épaisseur optique /2 et d'indice convenable. C’est ainsi que 


l’on a réalisé les traitements anti-reflets les plus efficaces connus 
jusqu’à présent. 


Remarques. — 1° Dans le travail déjà cité, A. Herpin énonce la 
proposition suivante [7]: un ensemble de nr couches minces homo- 
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gènes est équivalent à un système de deux couches appropriées, mais 
n’est pas équivalent, en général, à une seule couche mince. 

Nous essaierons de trouver la raison profonde de cette propriétédes 
couches minces. La matrice [M»]} constitue, ainsi que nous l’avons 
montré plus haut, une représentation de la m° couche (t). Dans le cas 
des couches homogènes, cette matrice est caractérisée par les 
deux propriétés suivantes : 1° son déterminant est égal à l’unité ; 
2° ses termes diagonaux sontégaux. Le produit de deux ou d’un nom- 
bre quelconque de telles cotèbes ne possède que la première propriété. 
Il est facile de voir qu’il forme un groupe. La proposition de Herpin 

signifie que les systèmes de 2, 3, etc., couches minces font partie d'un 
groupe dont la couche mince unique est exclue. 

Herpin a abouti à sa conclusion en décomposant d’abord [M] et 
ensuite le produit de plusieurs telles matrices suivant les matrices de 
Pauli. Dans le premier cas, on ne fait intervenir que les deux pre- 
mières matrices de Pauli 0, et o, et dans le second cas, on doit intro- 
duire aussi la troisième matrice de Pauli 6,. Ceci provient justement 
de ce que 5, et s, ont les éléments de la diagonale principale égaux, 
tandis que 6, ne possède pas cette propriété. 

Remarquons que la proposition d'Herpin est relative aux couches 
minces en incidence normale, tandis que notre raisonnement est vala- 
ble quelle que soit la direction de l’onde incidente. 

Du point de vueélectrique, notre raisonnement revient à dire qu’une 
couche mince unique correspond à un quadripole réversible, tandis 
qu’un système de plusieurs couches minces correspond à un quadri- 
pole quelconque. 

2° Une onde plane arrivant sous incidence rasante (—go°) sur un 
milieu stratifié quelconque est réfléchie complètement. On s’en rend 
compte en réemarquant que, dans ce cas, l’admittance Y, est nulle et 
la formule (11.1) montre que R — 1. 


14. Les milieux stratifiés périodiques. — Ce sont des milieux dont 
les paramètres caractéristiques e et s sont des fonctions périodiques 
de £. Dans ce cas, U et V satisfont chacune à une équation différen- 
tielle du second ordre à coefficients fonctions périodiques de s. Par 
un changement de variable convenable, ces équations peuventtoujours 
être ramenées a la forme suivante : 


y" + d(£)y =, 


(*) Nous empruntons à dessein le terme « représentation » à la théorie 
des groupes. 
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avec J(z) fonction périodique de £ de période d. Cette équation est dite 
équation de Hill d’après le nom d’un astronome qui l'a étudiée pour 
la première fois en mécanique céleste. 

Nous commencerons par étudier ces milieux en partant de notre 
méthode générale, c’est-à-dire en les caractérisant par une matrice. 
Soit d la période du milieu et[M]la matrice qui correspond à cette 
période, c'est-à-dire celle qui correspond à une tranche d'épaisseur d. 
La matrice correspondant à une épaisseur nd sera [M}* puisque le 
milieu est périodique. On peut démontrer (voir appendice), que les 
éléments de [M}" s'expriment simplement en fonction de ceux de [M] 
par l’intermédiaire des polynômes de Tchébychev. Posons : 


[M] = My: à 


MA M: 
alors : 
[M}' = ae —Sr-(x) MS: 1(x) | 
_ LM: (x) M33Sn1(2) — Sax) 
Mu et Mo 3 
+ C(æ) ST CARRE SE AT) M,Sn-1(x) 
LS ï Mas — Ms 

M;,S4-1() = C(x) RE TE ERTe Sn1(T) 

avec : 


xz=M,, + M. 


Nous avons ainsi une méthode commode pour résoudre un système 
de deux équations différentielles linéaires du premier ordre ainsi que 
les équations de Hill qui s’en déduisent. Cette méthode paraît au 
moins aussi simple que celle indiquée récemment par Brillouin [20]. 

Il y a d’ailleurs une grande parenté entre elles, mais nous ne pou- 
vons pas étudier ici cette question, qui étant d'ordre purement 
mathématique, sort du cadre du présent travail. 

On remarquera que si le milieu stratifié envisagé est absorbant les 
M;, et donc x sont des quantités complexes. La définition des poly- 
nômes de Tchébychev ne subit pas de modifications. Ce seront simple- 
ment des polynômes de la quantité complexe x. 

Cette façon de traiter le problème que nous nous sommes posé nous 
a permis de démontrer un théorème nouveau | 18]. 


Théorème 5. — La traversée d’une épaisseur nd d'un milieu stra- 
tifié périodique de période d, n'a aucun effet (ou produit tout au plus 
un déphasage de 180° des champs) sur l’onde électromagnétique 
sinusoïdale qui le traverse, s’il est tel que l’on ait : 


LA ET GS Le a a 2 0 6 RE Rene date LAN ANS ÉD EERSRRSS R GE v NS a. rà d PPT 
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ra 
Mu + Mo, =F(d) + = » cos avec MT; 2%; n 17: 


: ; s 
En effet, on sait que si l’on pose æ — 2 cos v on a S,_{x)— Du et 


Ci) — 2 cos no. Il s’ensuit que pour 9—m/n, sin no —0, donc 
Sy(x) = 0 et C(x)—=(— 2)" et, par suite : 


DRE PR A 


ce qui démontre le théorème. 
On remarquera, d’autre part, que C,(x) — 0 pour : 


CRETL AR UT), 
Dans ce cas, [M}' se réduit simplement à : 


(M, Me) M, 


[M = ’ Sr(æ)=([M]- 7 11) Mec 
M; 5 (M, -M:;) 


en désignant par [Il] la matrice unité. On remarquera qu’alors 
Sy-1(x) = (— 1)*/sin + et, par conséquent : 


M}=(— 1)"([M] sec g — [I] cotg +). 


Il y a un cas particulier important à signaler : c’est celui où les 
paramètres caractéristiques du milieu sont des fonctions de la forme 
_f(e)=f(d— 2), c'est-à-dire que les plans z — md/2(m entier) sont des 
plans de symétrie. Alors le milieu est équivalent à un quadripole 
symétrique (M,,—M,,). On posera M,, — cos get si o—(2m — 1)r/2n: 


o M 
[M}'— Fe ja Sn—1(Mii); 


c’est-à-dire que le facteur de réflexion R d’un tel milieu compris 
entre deux milieux homogènes indéfinis d’admittances Ÿ, et Y, est 
donné par la formule : 


Yo YsM19 — Mu |? 


Me YoYsMie + Ma 


Nous ferons ailleurs une étude détaillée de l'équation de Hill en 
nous servant de la méthode que nous venons d'indiquer. 
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THÉORIE DE LA PROPAGATION 
DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
DANS LE GUIDE D’ONDE ATMOSPHÉRIQUE 


Par T. KAHAN et G. ECKART 


SOMMAIRE. — L'objet du présent mémoire est la théorie rigoureuse, 
basée sur l'étude directe de l’équation d'ondes du potentiel vecteur, de la 
propagation des ondes électromagnétiques issues d’un dipôle magnétique, 
dans un milieu diélectrique stratifié, limité par un plan parfaitement 
conducteur, en faisant appel à la méthode Lamb-Sommerfeld des fonctions 
pondérées (!). Le guide d’ondes troposphérique peut être assimilé à un tel 
milieu diélectrique comportant deux couches à constantes diélectriques 
différente. On conçoit dès lors l’intérêt et la portée des résultats et des 
. conclusions du présent travail pour l’intelligence des phénomènes de pro- 
pagation d'ondes dont la troposphère est le siège. Après avoir traité le 
problème analytiquement, les auteurs se sont attachés à présenter les 
solutions sous forme d’intégrales dont les singularités et les contours 
d'intégration dans le plan complexe déterminent essentiellement les 
phénomènes physiques. On a pris soin de fournir une interprétation 
physique des divers paramètres qui entrent en jeu el on s’est attaché à 
donner une étude complète des phénomènes se produisant aussi bien dans 
l’espace supérieur (au-dessus du guide d'ondes) que dans le guide lui- 
même. On a indiqué un développement suivant des réflexions. On a aussi 
étudié le domaine de transition jusqu’à l’angle de réflexion totale ainsi que 
le diagramme de rayonnement du dipôle magnétique. 


A. — Position du problème. 


- L'objet du présent travail est le traitement ondulatoire du phéno- 
mène du guide ou conduit atmosphérique (duct des Anglo-Saxons) 
qui joue un rôle considérable dans la transmission d'ondes extrême- 
ment courtes. Afin d'aboutir à des résultats concrets, nous allons 
nous servir, pour l’ordre d’approximation que nous avons en vue, 
Ü 

() Pour une méthode variationnelle relative à ce genre de problèmes, 
cf. T. Kahan [9]. 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Novembre-Décembre 1950). 42 


où" 
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d’une idéalisation. Nous admettrons ainsi, d’abord, un sol plan par- 
faitement conducteur et nous supposerons ensuite que la constante 
diélectrique : passe de la valeur e, à la valeur &: à la hauteur k. Nous 
supposerons en outre un dipôle magnétique (dipôle de Fitzgerald) 
placé à la hauteur € au-dessus du sol (fig. 1 et 2). 


(or 


Fig. r et 2. 


Nous avons choisi ce genre d’émetteur pour les raisons suivantes. 
Nous avons l'intention de traiter, dans des travaux ultérieurs, le cas 
où e varie de manière continue. Or, pour réduire l'appareil mathéma- 
tique nécessité par ce problème, il faut admettre un champ E polarisé 
horizontalement. Un champ E à polarisation verticale introduirait 
dans l’espace des charges libres, ce qui conduit, comme l'a montré 
G. Eckart | 7], à des complications mathématiques notables. L’équa- 
tion d’onde du potentiel hertzien Ÿ revêtirait dans ce cas la forme : 


ag + LEE pr) — 0. 


On pourrait, il est vrai, songer à négliger, dans le cas de gradient 
faible 2:/2£ de e, le terme en - L d4 fs, mais on se verrait alors logi- 
quement contraint d'en faire autant dans le terme correspondant 
k?(s)Ÿ = As) + EE — 2,)] et on se trouverait ainsi ramené au 
milieu homogène. 

S1 l’on se borne au champ E polarisé horizontalement, notre poten- 


- tiel dipolaire Il obéit à l'équation : 


AN + 49) — 0, 


celle-ci se traite beaucoup plus facilement si l'on veut aboutir, comme 
nous avons l'intention de le faire, à des formules résolubles par des 
fonctions figurant dans des tables numériques. Ce champ correspond, 
en première approximation (1/R) dont nous nous contenterons en 


. général ici, au champ dans le plan équatorial d'un dipôle horizontal 


électrique (fig. 3), sans avoir à introduire, par suite de la discontinuité 
en € d’autres composantes de II. e 

On peut assimiler le dipôle magnétique à une boucle horizontale 
excitée par un émetteur. Celle-ci présenterait en tout cas une résis-” 


APE RASE Et T'rrat NT PPS PR DTA NET M du un AU de d' miret È UOE \ es, 


= 27 Es 
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tance de rayonnement très faible donnant lieu, du côté émission, à 
des difficultés d'adaptation, mais cela ne nous intéresse pas ici. Nous 
allons donc étudier le rayonnement émis par un 
dipôle magnétique dans les conditions indiquées. 
Comme l’appareil mathématique nécessité par 
de tels problèmes est fastidieux pour beaucoup de 
lecteurs qui ne s'intéressent qu'aux résultats phy- 
siques, ainsi qu'aux principes qui y mènent, nous 
avons rejeté les calculs analytiques dans l’appen- 
dice. Nous y avons esquissé aussi la méthode du 
col qui sera très souvent utilisée au cours de notre travail [8]. Dans 
le texte, nous utiliserons la numérotation des équations figurant à 
l'appendice. Remarquons encore que la solution de notre problème 
implique aussi le cas d’une antenne diélectrique de surface. 


B. — Théorie du guide. 


4. Partie mathématique. — a) Mise en équation et conditions aux 
limites. 

En utilisant le système MKS, nous exprimerons : 

le champ électrique E en volt/mètre, 

le champ magnétique H en ampère/mètre. 

La constante diélectrique du vide sera alors 
0 — 1/4r9.10° et la perméabilité du vide: 
Bo —= Ar. 1077. 

Nous supposerons une varialion dans le temps 


suivant e 7? 

Notre vecteur magnétique I aura alors, comme 
il est démontré dans l’appendice, une seule 
composante z (système de coordonnées suivant 


figure 4). 


(5) | E—— 7j rot H. 

On a alors pour Il l'équation aux dérivées partielles : 
(9) AN + Xi all — 0 
avec : 
(104) Li = w?potopes s<h ee 
(1ob) k5 = w°yeoues 5>h 

Posons : ; 
(11) Lerhi es (AT> 0). 
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Il faut donc rechercher deux fonctions il;: vérifiant les conditions 
suivantes : 

1° Elles sont solutions de l’équation d’ondes (9). 

> En 5 —0o et s —h, elles remplissent les conditions classiques : 
de continuité des composantes tangentielles de H et de E qui s’écrivent 
dans notre cas : 


a) £ —0, un —0. 
de SH OR 
b) A0 Il, = 11, _ cv 


3° En æ—0, y—0, £—Û, M, est infini comme e**/R en R—o 
(R = (Dex 2E y? + ni à 
4° A l'infini, nos solutions obéissent à la condition de rayonnement 
(Ausstrahlungsbedingung). 
B [.b) Nous allons mettre les solutions sous forme d’intégrales. On 
‘a pour le rayonnement primaire [1] : 


sx Hi 
TRETOE — EURE à 
(12) et/R — mn 


1e au Va —k/ Ve —  — ki) RON PAIE 


Le signe du radical résulte de l'équation (13) de l’appendice. 
Avec : (14) = — jVR HE 1 (18} —— jV} — ki ‘nous 


posons : 
a) dans le milieu supérieur £ > À : 


(16) nn f{ 50e AO: 
b) dans la moitié supérieure de l’espace inférieur : 
C<s<h d 
M, f, SuQr) 7 lee + fe HE + A0)e Een ; 
c) dans la moitié inférieure de l’espace inférieur : 


OLE<E 
0 N . “ : SU 
HS 4 Sr) 7 Le TE A ODe HAE + OT nEtan, 


Un mL TX pe dés AE Te er 6 de 25e EN A AGE de Se 0 DORE ES Le Le) dÉRONRE dou EE NUE dé did COX SE do MER 
Fe ANRT ve à É [Mlper se | 
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Comme il est nite dans l'appendice, les trois fonctions se défi- 
nissent par les trois conditions aux limites (9) et on obtient ainsi pour 
notre solution : 


a) 2h: == f. 02 


OPEL Eh —AT,, 
5 ja —jus)(e— Jraste HET AD 
21 ER NE (e/r—e re 
(21) 1 D nat d Dec eh) CIC AE 


CRM tes e—J"1%) 


J(ta + te)(x + Cr e—J2tih) GX 


(RE A 1 PA 
— f sûr) 
(cf. éq. (19) de l'app.). 


On voit que Il;; se change en Il,, en permutant £ avec €. 
B,[,c) Telles sont donc Ve intégrales à étudier. A cet effet, il faut 
trouver leurs singularités. Il résulte de l’appendice que : 


(ejus Re eJu£ Y(e—J" CELA "s creJn(6—2h)) \ 
ja pe cre— 2h) 


«) Les expressions sous le signe 1 possèdent les deux points de 


ramification À = k, et x — 2. 

Menons des coupures à partir de ces points dans le premier qua- 
drant de la façon suivante : 

a) Goupure passant par #2 : 

1° Le long de l’axe imaginaire venant de + 7x jusqu'au point o, 
puis allant le long de l'axe réel jusqu’au point #2. 

29 À partir du point k: le long de l’hyperbole équilatère passant 
par ce point, qui mène à l'infini vers le haut à droite. 

Bien entendu, nous ne perdrons pas de vue les positions inter- 
médiaires. 

b) Coupure par #:. Le long de l’hyperbole passant par k; et allant 
à droite, vers le haut. 

8) Dans le plan À ainsi armé de coupures, nous avons alors des 
zéros du dénominateur : 

a) pour À— ki, où toutefois le numérateur s’annule suivant le 
même ordre de grandeur que le dénominateur, ce sont des disconti- 


nuités apparentes de l’expression sous le signe 


b) d’autres zéros du dénominateur qui conduisent à des pôles 
apparaissent sur l’axe réel, sur le segment compris entre #, et #2. 
À savoir : 

a) Il n’y a pas de zéro tant que : 


(53) Vañ<x/2. 
b) Il y a un zéro tant que : 


(63) r/2 LW/Ah < 372. 
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c) Il y a deux zéros tant que : 
(63) 37/2 LV/Ah < 5r/2 


et ainsi de suite comme il est expliqué dans l’appendice. Nos racines 
entrent sur notre feuillet de Riemann au point À— *, et se meuvent: 
le long de l'axe réel jusque 1 = 1, lequel point n’est pourtant atteint 
par aucune racine ainsi qu’il est montré dans l’appendice. 

Dans la moitié inférieure du demi-plan de droite de À il n'y a pas 
de pôles. 

y) Ecrivons maintenant la fonction cylindrique sous notre signe 
somme sous la forme suivante : 


(65) HQr) = + (de) (ar) + 2P(ar)). 


On peut alors mettre nos trois intégrales (21) sous la forme 
condensée : 


(66) m2 1 2er Css r)Xdù + + u 20) flr, =) XdX 


‘en remarquant que dans (21) nos expressions sous le signe somme 
sont des fonctions impaires de À car À ne figure qu'au carré dans 
les 7,2 et que S4{Àr) est une fonction paire, et que c'est donc le fac-, 
teur À qui détermine le signe. 

Transformons maintenant le chemin d'intégration comme àil suit 
(fig. 25); faisons passer le contour de l'intégrale contenant #f(ar) 
dans le demi-plan inférieur de façon à lui faire atteindre l’axe imagi- 
naire négatif; faisons passer le chemin de l'intégrale de 3) (x) vers 
le haut, de façon à lui faire atteindre, à l'infini, l’axe imaginaire 
positif de À; dès lors, le chemin suit la coupure par #2, entaiile que 
nous pratiquons dans une position intermédiaire quelconque entre. 
les positions extrémales considérées plus haut. Le contour suivra 
ensuite l’axe réel entre , et *, puis s’en ira à l'infini dans la région 
comprise entre l'axe positif et la coupure en forme d’hyperbole équi- 
latère passant par X,. 

En raison des développements asymptotiques classiques des fonc- 
tions d'Hankel : 


(69) 2(5) ro VE eit—r/4) 


(70) 302) © V 2 gite" 


les contributions dues aux chemins à l'infini s’annulent dans les deux 
demi-plans. Les intégrales prises sur les demi-axes imaginaires se 
compensent à zéro en vertu des « relations de circulation » classiques 
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si l’on:tient compte du sens de parcours et des propriétés de fonctions 
impaires : 


(71) 3) (seiT P)= = 5eP (se js), 


Nous n'avons donc plus à nous occuper de l'intégrale dans la 
moitié inférieure du demi-plan X de droite. L'intégrale prise dans la 
moitié supérieure doit être étudiée sur les FRE 1, 2, 3, 4 équiva- 
lents entre eux qui figurent sur les figures 26, 27, 28, 29. 

La question de lac fait l’objet d’une partie de l'appendice. 


2. Considérons d’abord le cas où À est si peu élevé que le seul zéro 


de l'expression à intégrer est celui du numérateur déja mentionné 


pour ti —0. 
On a alors dans l’hypothèse VA < T/2, ce. qui suit. 
Si nous transcrivons les intégrales (21) compte tenu.de (65) sous la 


forme (72) et que nous Poids à la transformation des contours 
d’intégrations indiquées plus haut: 


ar PAUIE Jus je in. (efuit eu) 
a) m3 | 234 (ar) re T1) . RSA 1dX 
6 e—jnb) er js 2 cejtils—2h)) 
b ni | 2e" AE P e ira 
(72) ) Is; (ar) at Last) 
| e) us 2 fe DS Chine nel CR ER ee 0 
jaQG + cre—2J%h) ) 


L'expression asymptotique de ces: intégrales pour r grand est 
discutée dans l’appendice. Indiquons ici les résultats. 

On a d’abord dans l’espace au-dessus du conduit, sous des angles 
d’élévation un peu grands : 


2j Ft Kolz — À) e/Ti6 — e—JTi 
Ces rs — rs VE = M À + en) re 2/0) Vesun 
où %2, désigne le col de l’intégrale dans: le plan r défini par (79) : 
os —"h) Ver + 
+ RER sh 
D Darren & 


Comme d’après (14), (15) a est aussi fonction de *:, on peut regar- 
der l’accolade ci-dessus comme fonction de *; et la prendre au point 
T9 — T20-. à 

Sous des angles d’élévation plus petits, c’est-à-dire immédiatement 
au-dessus de la surface de séparation des deux milieux on a : 


(157a) homer VOA) 
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Dans le guide lui-même, on a, dans le cas où le guide est plus bas 
que la limite définie par (53), le résultat : 

le champ est de l’ordre de r/r?, c’est-à-dire que l’ordre de gran- 
deur 1/r? disparaît. Si le saut en e à la hauteur À n'existait pas, on 
aurait là un champ : 


(159) OT En a Aa 


3. Passons maintenant aux guides plus élevés, ou si l'on veut, aux 
guides siège d'ondes plus courtes. Considérons d’abord le champ 
dans le guide. Dans ce cas, on a des pôles dans l'intégrale. En fai- 
sant passer les contours d'intégration par les cols immédiatement 
au-dessous de ces pôles, il en résulte les résidus correspondants mais 
seulement sous forme asymptotique. Comme il ressort de l’appen- 


dice (63) et (64), on a pour : 


o<2/Ah<r aucun pôle 
r<oW/Ah <3r 1 pôle 
Br 2/Ah << 57 2 pôles 


(an — 1)r 2\/Ah << (2n + 1}r n pôles 
En désignant les valeurs À des pôles situés entre À= 4: et À =, 


par À, et les valeurs correspondantes, dues à ceux-ci, de ïk;, Hs, I, par 


P5, PY, PF) respectivement (l'indice supérieur (n) dénotant la som- 
mation sur 7 tels résidus) on obtient : 


lbs) 
pl — 2 Re dr: L ge 
ES ren 


: (168 PA ) 1 
(1 ) \ e—/h(e JTE et) 
( £ (x nm cre—2it:h) NS 
Pl) — m/2e en î DE TER 
(169) a MU 
( _ (a ere 2/1) Le 


TN = À 72, 
(rl (mr) de RUE s 
Pi = AVEC Dr un 
d : . 
: + cre 2) 0) Re T 


DS et OMC AT A ON ir en ER ETS Parihig ré CN RS cn dd (aa 
‘® 5 « : 


0 
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Ainsi que le montre (168) le champ décroît exponentiellement à 
partir de la surface de séparation vers le haut. Comme fonction de r, 
les termes décroissent suivant 1/Vr. 

Comme fonction de £, dans le guide, nous avons l'allure suivante : 
pour £— 0 le champ s’annule et croît linéairement (ou plus exacte- 
ment suivant une loi sinusoïdale). On a affaire à des ondes guidées 
(Pour plus de précisions voir la partie physique). 


4. Les considérations précédentes valent pour des distances suffi- 
samment grandes. Elles ont mis en évidence, dans le guide, des lois 
de décroissance en 1/V/r, 1/r$ suivant la hauteur du conduit et la 
fréquence employée. Comme d'autre part, à une certaine distance de 
l'émetteur nous avons sûrement tout d’abord une loi en 1/r, nous 
nous proposons de voir à quoi celle-ci est due et dans quelle région 
elle est valable. 

«) Le dénominateur de (72) suggère le développement suivant : 


(18) = $C 


I Cr 
ns VE?) 

On montre dans l’appendice (fig. 40-41) qu’on peut utiliser ce déve- 
loppement tant qu'on évite avec le contour d’intégration, le segment 
compris entre X, et >: dans le plan X ou le segment compris entre 
— \/4 et o dans le plan «. 

Si maintenant nous poussons ce développement en y jusqu’à un 
terme fixe, mettons le nième et que nous ajoutions un reste, nous pou- 
vons le mettre sous la forme suivante (!) : 


te Lis ve"! es (eJTiê TE Jui) (e/“ rer eZ PA) 
(184) n 
x ( Don—jre ah +R, Pi 


Y=O 
8) Dans l'hypothèse de mener le chemin d'intégration de façon à 


rendre convergent le développement, on peut intégrer la somme 


(‘) On a remplacé ce faisant la fonction d'Hankel par son développe- 
ment asymptotique: 


TAN 
Ne 14 
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terme à terme et admettre alors pour le reste, le dernier terme de 
l'expression suivante : 


nn 


c. fn Re en (= ce 7 @h+2)7n 
Æ fe date eJ"5)er ul 2) Ad 
2 fer (Oo) ce dn(s+2.2h) 7, 


= 


Li 


+ fens É (e tirs e JE) (3 2h} an 
Fra Je se (ets & nn (== che dls+82417 


+ Sel Cora e Jut)eaGak ein 


ia 


(ait init) 


[en V x JE 


T1 


(185) 


ce É an rer ee (int (4 oi? (— cer dniletr.2h) 
Se Jet ie, na er E)eJai(| nrj 27 A 
À. fe SEA (air —e —Jt6) e (n—+ijht x 


La 
x (—)"#Hcf c!+! (G TU + ce tit ral £—2h)) DVEY 
(14e —2JTh) : 


y) Comme il est établi dans l’appendice, le premier terme repré- 
sente l’onde primaire + son image par rapport au plan £ —0o et 
n’appelle aucune discussion. Les autres intégrales peuvent se discuter 
d’après la méthode du col: Comme la Rte principale de l'intégrale 
est due au col, recherchons là région en r où les cols sont situés dans 
un domaine où le développement (178) converge. Ceci a lieu dans un 
domaine où : 

( 192) kil2h—s<), 

VIE {a 7 
C'est là une condition en r qui se trouve discutée dans l’appendice e 
dans la partie physique. Dans ce domaine (185) conduit à une propa: 
gation suivant l’ordre dé grandeur 1/r qui fera l'objet d’une discus 
sion plus serrée dans la partie physique. 

5) Remarques. — Nous avons ici affaire exclusivement au poten 


NT te dr + 2) à 714) NA UP age VO Ne 
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tel vecteur magnétique IH (vecteur de Fitzgerald). On peut, bien 
“entendu, passer, moyennant (5) et (6) aux champs E et H. Comme 
-cependant, nous nous bornons ici aux premières approximations, 1l 
en découle immédiatement ce qui suit : 

Le dipôle magnétique de Fitzgerald est l’analogue « dual » du 
dipôle électrique de Hertz. On n’a qu’à permuter l’un avec l’autre 
et H du dipôle de Hertz. Si nous nous bornons maintenant au champ 
magnétique perpendiculaire au rayon vecteur, nous obtenons (fig. 46) 
simplement la répartition connue suivant sin 0 sous forme de « dia- 
gramme vertical », c'est-à-dire comme fonction de la distance polaire 
où de son complément, l’angle d’élévation (a —x/2— 0). 

On doit multiplier par cé « diagramme » les champsdans les diffé- 
rentes directions car nous avons admis sous forme d’onde sphérique 
un diagramme en forme d’un cercle centré sur l'émetteur (fig. 46). 

Cela revient donc à dire que sous des angles d’élévation faibles, 


“dans leconduit et un peu au-dessus, nous pouvons supposer HonvE, 


comme directement proportionnel à IE 
Pour des angles d’élévation plus grands, il faut tenir compte d’une 
diminution suivant ce facteur sin 0. 


2. Partie physique. — a) Pour éclaircir le sens physique des for- 
mules établies précédemment, il nous faut nous représenter la signi- 
fication physique du paramètre À. On à : 


(196) EN sin 0, 


si 9, est l’angle d'incidence d’une onde, c'est-à-dire l'angle que la direc- 
tion de la normale à l’onde fait avec l’axe des z. On a alors (14), (45): 


(197) = hr — sin? 6,) ; 
(198) mi = hi cos 0. 
De même, on peut poser dans le milieu de constante X: : 
(199) À = #2 sin 0, 
(200) 3 T'— #21C05!02. 


J1 résulte alors de (197) et (199), immédiatement la loi de réfraction 
de Fresnel. 


(201) À 4, sin 6, — k2isin 0. 


Si alors dans une formule quelconque.en et x telle que € #(, +) 
mous portons les valeurs correspondantes à chaque col, nous aurons, 
par à, mis en évidence, dans un ensemble d'ondes, la partie la plus 
‘importante en grandeur et en direction. C’est là la signification 
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physique de notre méthode qui permet de reconnaître dans une expres- 
sion compliquée, le terme physiquement dominant. 

C'est par ce biais que nous allons maintenant considérer nos 
formules. \ 

b) Etudions d’abord le facteur e/"5_e Ji qui figure dans chaque 
formule et qui a déjà fait l’objet d’un examen dans la partie mathé- 
matique. Il représente quand on y fait parcourir à +, diverses valeurs, 
le diagramme vertical de l'émetteur qui se forme, en négligeant la 
discontinuité en s, autour de l'émetteur et qui est exprimé avec plus 
de précision par les équations (158) et (159). Comme nous imposons 
l'annulation du champ au sol, on a là le zéro bien connu. Quand 
l'angle d’élévation croît, on obtient, en vertu de la différence de 
marche variable, entre le champ dû à l'émetteur et le champ dû à son 
image les lobes classiques ; exprimés par le vecteur II ces lobes sont 
de même grandeur dans toutes les directions, mais exprimés en E 
ou H, ils possèdent, comme enveloppe, le cercle pointillé de la 
figure 38a. 

c) Forts de cette hypothèse, nous passons maintenant à la discus- 
sion du champ dans l’espace supérieur (fig. 32). Nous avons vu que 
tant que (2 — h) est de l’ordre de grandeur de 7, le col de l’intégrale 
se trouve, dans le plan t:, au point: 


(£ — À) 


(79) | Too | = F2 


Autrement dit, on a là, compte tenu de (100), un champ qui, en 
raison du facteur (£— À) décroît rapidement pour les petits angles: 
d’élévation. ; 

Dans le voisinage immédiat du plan de séparation, il résulte des 
formules (157a)et(168) qu'un champ dont le guide estle siège décroit 
exponentiellement vers le haut si r est suffisamment grand. Cela n’est 
toutefois pas autre chose que le phénomène bien connu se produisant 
à la réflexion totale (fig. 48). 

Nous portons sur la figure 48 à droite, l’axe des z verticalement et 
à angle droit, au-dessus du guide, le module du vecteur qui décroît 
exponentiellement. On obtient ainsi (fig. 49) indépendamment de la 
formation de lobes en E,, ou Hvert contenue dans e/% — e-7"6 un 
diagramme vertical qui pour des angles d'élévation faibles, présente, 
au-dessus du guide, la zone morte (ou silencieuse) bien connue. Cela 
ne vaut naturellement que pour des distances de l’émetteur pour les- 
quelles il se produit une réflexion totale sur la surface de séparation. 

d) Passons maintenant au champ dans le guide. 

Nous avons vu (157), que dans des guides peu élevés, le champ 


, . PE sys, . . 
s’annule suivant 1/r°. Nous allons préciser la désignation « guide 
peu élevé » : 
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La limite entre guides « peu élevés » et guides « élevés » est 
fournie (53) par la relation hÿ&— /2. 
Quand hy/4 devient plus grand, des pôles apparaissent dans 


l'expression à intégrer qui décrivent les ondes guidées qui vont être 
étudiées par la suite. 


Récrivons la relation (53) explicitement : 


{33a) /epou/E eo — = : 


On voitqu'il s’agit là du produit dew, À, Va, en d’autres termes, tout 
dépend non pas de À, mais du rapport k/Xx où à est la longueur d’onde- 
La fréquence ainsi définie est une fréquence limite : tant que oh/A 


est inférieur à ce qui correspond à la grandeur définie ci-dessus, ona 


affaire à une propagation en 1/r°. Quand wh/V/A est plus grand, les 


, . D: “#3 = ÿ 
ondes décroissant suivant 1//r apparaissent : elles présentent le. 


caractère d'ondes guidées. Nous indiquons sur la figure 50 l'allure de 
cette condition de limite sous forme de courbes : on a porté, schéma- 
tiquement pour chaque A fixé, w en fonction de k. On saisit ainsi sur 
le vif pourquoi les ondes courtes sont favorisées dans le‘guide. Si 
donc w est supérieure à cette fréquence limite, on obtient visiblement 


des ondes qui décroissent suivant 1/Vr. Or, cela revient à dire (fig. 48) 
que l'énergie qui pénètre dans la* strate sous l'angle de réflexion 
totale se propage tout entière dans celle-ci sous forme d'une onde 
cylindrique. Comme la puissance est proportionnelle au carré du 
champ, la paroi cylindrique de hauteur k et de rayon r est traversée 

I 

r 
donc constante. Ces ondes guidées ont, dans notre cas, visiblement 
la structure d'ondes TE ou H car nous n'avons qu'une seule compo- 
sante E» qui est partout normale à la direction de propagation alors 
qu’une composante H peut apparaître dans cette direction. 

Quand À ou w ou Va sont trop petits, le guide n’absorbe pas 
d'énergie : il se comporte donc comme un guide qui ne laisse pas 
passer d'ondes trop longues. 

e) Pour des distances plus grandes de l'émetteur, nous avons ainsi, 
dans le guide, des lois de propagation pour les champs de l'ordre de 
grandeur de 1/7 ou 1/r°. Nous avons encore étudié dans la partie 
mathématique la zone qui s'étend entre l'émetteur et cette région très 
éloignée. Afin de saisir le côté physique du résultat, remplaçons notre 
émetteur et son image par rapport au sol, par un émelteur situé à 
l'origine et ayant l'intensité double et la caractéristique de rayonne- 
ment suivant la figure 58a. Nous pouvons alors (fig. 42, 43, 44) 


à toutes les distances r, par une puissance proportionnelle à ( Jerr, 
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représenter l’effet de l'émetteur en un point de réception par la super- 
position du rayonnement de l’émetteur et de celui de ses images sur 
la strate. On fait refléter d’abord l'émetteur sur la strate : cela fournit 
un émetteur ou source d'intensité c, en 2h. Cette image est de nouveau 
reflétée sur le sol avec le signe — 1 : cela dunne une source avec — €, 
commeintensité. Cette source-image est à son tour reflétée sur la strate 
en z2—h, cela fournit une source-image d'intensité — c'en z — 4h. 
Une nouvelle réflexion sur le sol fournit une source-image d’inten- 
sité + c?en z — —/h et ainsi de suite. Il importe toutefois d'introduire: 
c, après chaque réflexion avec l’angle d'incidence (c,— f(51, *2)) 
qui correspond au col de l'intégrale ou à l'incidence qui va en 
augmentant après chaque réflexion. Si l’on étudie cette allure des. 
phénomènes, on voit que pour de petites discontinuités ene, | c, | =1 
(fig. 45) pour un a situé dans l'intervalle angulaire de la réflexion 
totale et qui décroit ensuite avec une rapidité extraordinaire. Nous 
croyons donc que cette représentation moyennant des sources-images, 
doit rapidement converger car c” décroît fortement, pour À petit, 
quand v croît. Or, les considérations de convergence dans la partie. 
mathématique de l’appendice montrent que cette représentation reste 
valable pour un intervalle de distance qui est tel que l'effet de la pre- 
mière source-image se fait encore sentir tout Juste sous l'angle de 
réflexion totale (fig. 44). Cela est physiquement clair : à des distances 
supérieures, c’est la loi en 1/r° ou sfr qui est valable de sorte que 
cette loi 1/r y perd sa raison d’être. Faisons toutefois observer ce qui 
suit : plus la longueur d'onde est courte et plus le rayonnement dans 
le diagramme vertical primaire a lieu sous des angles faibles, car les 
lobes vont en s’amenuisant. Quand donc la fréquence croît, le guide 
absorbe de plus en plus de lobe, du diagramme à la limite de la 
réflexion totale (fig. 48). Ici également, les ondes courtes se trouvent 
être favorisées. 

Faisons une remarque au sujet de l'apparition des ondes guidées. 
Les pôles correspondant aux ondes plus longues sont situés, dans 
notre manière de faire les coupures, sur le feuillet inférieur de la 
surface À. Si nous faisons la coupure (fig. 27a) de k: à k,, le long de 
l'axe réel, puis le long de l'hyperbole vers l'infini et que nous fassions 
passer le contour d'intégration le long de cette coupure, nous passons 
par les pôles qui sont maintenant accessibles ; ceux-ci sont situés. 
dans le demi-plan supérieur. 

e’\” est alors une fonction d’affaiblissement : c'est-à-dire, tout pôle 
rencontré se fait sentir tout d'abord comme onde guidée exponen- 
tiellement atténuée, et au moment où il atteint l'axe réel, il cesse 
d’être atténué exponentiellement. Nous remarquons, en passant, que 
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la position des pôles doit être une fonction dérivable du paramètre, 
c'est-à-dire qu’elle doit varier continûment avec RD 
-f). Chemin faisant, nous avons résolu un autre problème physique 
à savoir celui de l’antenne diélectrique en surface. Si nous ne suppo- 
sons plus la discontinuité en : comme très petite et que nous laissions 
tomber les hypothèses correspondantes, nous aurons étudié du même 
coup le comportement d’une plaque diélectrique infiniment étendue 
(fig. 52). On aurait affaire à un autre problème en coupant la plaque 
à une distance r, de l’émetteur (fig. 52). Ceci fera l’objet de recherches 
ultérieures. 


GC. — Résumé. 


Nous avons donc abouti aux résultats suivants : 

a) Dans la zone au-dessus du guide dans une région correspondant 
à de grands angles d'élévation, on a affaire à une propagation suivant 
la loi en 1/R qui, vers le bas, tend vers zéro Hinéairement avec (£ — h). 

b}) Dans la zone située immédiatement au-dessus du plan de sépa- 
ration, le champ décroît exponentiellement vers le haut. | 

c) Ces deux phénomènes rendent raison de l’apparition de zones 
de silence. 

d) Dans le quide, nous avons asymptotiquement : 

x) Quand il est plus bas qu’une certaine hauteur fixe (ou quand la 
fréquence est inférieure à une fréquence limite fixe), une loi de propa- 
gation de l’ordre de 1/r° pour les champs. 

8) Quand le guide est plus élevé ou la fréquence plus haute, il se 


produit des ondes guidées, avec la loi en 1N/r. 

e) Dans une région intermédiaire, jusqu’à l'apparition de l'angle 
de réflexion totale, on a une propagation en 1/r pour les champs, 
qui peut s'obtenir, du point de vue de l'optique géométrique, par les 
réflexions successives sur le sol et sur la strate, affectés de coefficients 
de Fresnel. 

) Du même coup, se trouve traité le problème d'une antenne 
diélectrique, de surface infiniment étendue. 


() Comme il est indiqué dans l’appendice nous ne devons pas faire 
passer le chemin d'intégration par Îles pôles. Or dès lors il est facile de 
voir que ces pôles. situés dans le demi-plan supérieur ne donnent lieu 
qu’à des termes atténués de manière exponentielle qui ne présentent pas 


d'intérêt en comparaison des termes en 1/Ÿr, 1/73. 
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APPENDICES I ET II AU PARAGRAPHE B, I 


APPENDICE A B, I 


Soient les équations de Maxwell : 
(1) rot H—— JursE (2) rot E=— JououH 
(3) div H=0 (4) div E=0o 
a) eo — 1/4r9.10° [Farad/m] 
@) b) Bo—4r.107 {[Henry/m] 


Introduisons le vecteur de Fitzgerald I ayant une seule compo 
sante £ : 


(5) E= — jw rot; 
(6) H = — w’eçell + grad », 


où nous pourrons encore disposer de + à notre guise; il vient, par 
substitution en (2) : 


rot E— — jo rot rot I— — Jo (grad div II — Al) 
(7) = + jJopou { — wŸeeell + grad ol 
avec : 
À LU 
(8) p—— a div Il 


pour Il l'équation des ondes : 
(9) AIT + kill — 0 


(10) a) = w?popsoe: 
10 
b) ki = W?lLo LEE) 
Posons : 
(11) … ki—ki=AS0o 


car nous avons SUPposé € —>E€2. 


Nous avons donc à rechercher deux fonctions I, et Il, qui vérifient 
les conditions suivantes : 


1° Elles sont solutions de l’équation d'ondes (9). 3 
2° Elles remplissent pour 5—o et pour £ —A les conditions dé 


Maxwell relatives à la continuité des composantes tangentielles de E 
et H. 


Celles-ci ont pour expression dans notre cas : 


(ga) IL = 0 pour £— 0, 
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(5b) ETES Se pour £— À. 


3° Pour T—=0,y—0,£—Û, Il, devient infini comme e“/R où R 
désigne la distance entre le point de réception et l'émetteur. 

4° À l'infini I satisfait à la condition de rayonnement (Ausstrah- 
. lungsbedingung), c’est-à-dire que Il se compose d’ondes divergentes. 

B.I.b) Nous allons maintenant mettre la solution sous forme 
d’intégrales : 

19 À cet effet nous partons de l'expression intégrale de Sommerfeld 
pour la solution de Hertz [1]. Celle-ci a pour expression : 


Vi £—À) 


ne TU EPA AMNE MR ru, 
HvReR 


}? Ep 


(12) eR/R — 
& VE het) | 
de SAR) SL enr Adx SEE 


DV NE 


où nous choisissons le signe du radical de façon que : 


(13) im A — Hhe = + À. 
À © 


Comme nous allons travailler constamment avec les expres- 
sions (13), posons pour abréger : 


(14) a =— jV— ki, = —% + 
Ron nn ane 

2° Posons maintenant les solutions suivantes : 

a) £2 > h espace supérieur. 

F, À FN) k 
* (16a) = |. Jo(tr) +, 677). 
b) CL z< h espace inférieur, au-dessus de l'émetteur : 

(160) mu SO) = [ensrit 0 L eff) Le ER O))dr 


c) o 5 < 6 espace inférieur au-dessous de l’émetteur : 


(16c) nm f Vito fentes Hs ele, X) + e7Ef(2)]dX 


Les trois conditions aux tue s’écrivent pour £ — À : 
dÏl15  Ofle 
TA 


Il, = Il: 


pour £ — 0 : IL; = 0. 
Ant. de Phys., 12° Série, t. 5 (Novembre- SA 1990). 43 
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Si nous imposons ces trois conditions sous le signe somme, nous 
; à 
obtenons les équations suivantes pour f:(), f2(X), fa) : 


#)2 JA SEE 0) gg —int 

REA ne: 

(17) < b) ef Q)—e RQ) + edehf,() ed) 
C) eh fi) JE e 2 £ 0) A2 E ef) AAC e—(A—t) 


ve 


En appliquant la règle de Cramer on obtient pour fi, f:, fs des 
expressions qu’on peut mettre aisément sous la forme : 


re 4 JU _ e—Jmi6 
T4 T8 —2Juh e é 
18a) AO) ed 
( ti + T2 en = = = e—2juh 
EEE e—jlhE) + efrilf—t) 
(18b) f2! À) = ge 7h = — ; 
1 + L'on e—2jTih 
Ti + Te 
aT RS eJ T6 —_ e—JTi6 
(18c) RQ) = = el —— , 
T1 + Te CERF AT eR see 
eine ie 
Ti T2 
Introduisons encore un symbole qui nous sera utile par la suite : 
GTS 
(19) Are — Cr 


c, représente ici un «coefficient de réflexion ». Nous verrous en effet 
* à 


par la suite, et ce point sera discuté de près, que c, représente le 
coefficient de réflexion de Fresnel. 


Il résulte de (166, c) que pour £ —t : 
(20) Il,, L;;: 


30 En portant maintenant (18a, b, c)en (16a, D, c) on peut mettre 


. les solutions sous la forme suivante qui met bien en évidence 
qu’elles vérifient (17) : 


[ a) pour £ > h : 
Le ©] Est g 1 mn T RES jr y 
ne) So(Àr) 26 TE for meije Ge) 
\ JU nv) 1 + ce 2JTh 
0) CHE 


(21) HIT = 5 0 r) (et e—jnt)(e—jus FR creJti(s—2h)) 
% ES Jar + cre—2JTih) 


di 
C} 0LELT: 
nn fl pb) 2 RE en 
0 Jui +cre—2/tih) 
IL, résulte donc de Il, en échangeant s avec €. 


XdX 
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Nous avons obtenu ainsi la solution que noûs allons maintenant 
discuter du point de vue mathématique et physique. 

B.I1.c) Afin de pouvoir faire la discussion on doit rechercher les 
singularités des expressions sous le signe somme, à savoir les pôles 
et les points de ramification, et déterminer ensuite les coupures qu’il 
convient d'opérer. 

x) Pornts de ramification et coupures.— Convenons une fois pour 
toutes de restreindre nos recherches au demi-plan de droite, donc au 
domaine où À possède une partie réelle positive. Dans ce demi-plan, 
il y a deux points de ramification qui se déduisent de suite de (14) 
et (15) : 


Go) a) u—=0—— jÿN— RE,  X—k, 
22 RE 
b) —0——jVX HR, 1h 


On vérifie qu'en vertu de notre choix du signe, d’après (13), pour 
À— k, c’est-à-dire pour k, — 0 : 


—=—;j|Va| 


(23) a=—)j|VR RE 


Pour À—k: l’on a, suivant le choix de la coupure dont il sera 
encore question : 


(24) n=+jVh—ki=+|Val. 


Ceci posé, exprimons d’abord <, par 5, ets: par; on a: 


(25) D — D — ki — ki —A, 
donc : 

(26) À = 1% + A. 

(27) B—T—A, 


ILest clair que 7, et x, sont liés par une relation fonctionnelle. Nous 
allons d’abord nous rendre compte de la façon dont il faut faire les 
coupures dans le plan à. | 

Faisons d’abord un choix dont l'utilité apparaîtra par la suite 
(fig. 5). Nous pratiquons une coupure à partir de Xi dont les deux 
lèvres sont tracées (fig. 5) sur l’hyperbole équilatère partant de k, et 
allant à l'infini. es 

La coupure par 2 sera choisie en général « très voisine » de l’axe 
réel de À—k: jusqu’à À — 0 et de là, de manière à s'approcher le 
plus possible de l’axe imaginaire. Ces deux coupures sont marquées 
sur la figure 5 par des croix pour la coupure par LT et en traits 
continus pour 2. Il nous arrivera cependant de considérer aussi les 
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configurations dessinées en pointillé sur la figure 5. Pour la coupure 
par 4 celle qui est menée très près de l’axe réel positif; pour la cou- 
pure par #2, celle qui correspond à l’hyperbole équilatère passant 


14 


par Æ2:. Ceci posé on peut représenter le plan à sur le plan +; et sur le 
plan r. Convenons seulement encore que les fonctions inverses 
auront pour expression : 


(28) a) \ù=Vki b) XV 2. 


Alors À comme fonction de r; possède les deux points de ramifica- 
tion : 


(29) À a)'u=—El: 
et comme fonction de *; : 
(29) bjr = 


" 


Il s'ensuit qu’il y a un point de croisement dans le plan 5: là où 
le point À correspondant est un point de ramification, et inversement; 
. par conséquent : point de ramification pour : 


PV mt un) , 
A Ve eat) 19 = + Ho. 


À partir des points n2= + 12, pratiquons des coupures vers 
u2=—+X le long des axes réels. 
Points de croisement en : 


M0 T1—= 0, To — 0: 


Cela entraîne, on le sait, que lorsqu'on décrit un chemin fermé 
autour d’un point de ramification dans le plan (À, 12), les angles 
dans le plan (ri:, À) sont divisés par deux, et quand on décrit un 
contour fermé autour d’un point de croisement les angles doublent 
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dans le plan correspondant. Etudions maintenant les courbes dans le 
plan rt; et sen lesquelles se transforment les courbes suivantes du 
plan À: 

1) l’axe réel ; 

2) la npifo en traits mixtes issue de k1, qui passe également 
par 2. | 

3) la coupure issue de ; et passant près des axes, que nous allons 
appeler, pour abréger, « coupure axiale » ; 

4) la coupure hyperbolique i issue de X; ; 

5) la coupure hyperbolique issue de k; : 


6) la coupure à laquelle correspond l'axe réel positif } parcouru 
deux fois depuis \=oo jusque À— 4; 

Nous traçons un plan à}, un plan 71, etunplan r;et nous voyons ce qui 
suit(fig. 5, 6, 7, 8, 9, 10). En raison de notre détermination du signe du 


radical suivant (13) V? — ki) pour À co si nous venons de l'axe 
réel positif X, celui-ci se transforme en les axes imaginaires néga- 
ifs +, et +: (chemin 1). 


Pour À = k;, 7, est nul. 
Si maintenant nous décrivons une demi- circonférence en tournant 


le l'angle x dans lé sens négatif autour du point de ramification, le 
soint représentatif dans le Dia r, parcourt un angle de go° dans le 


RE RAT 
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sens négatif (puisque À — k, est précisément un point de ramifica- 
tion). Comme il ressort des équations de définition (14) et (15), =, est 
maintenant réel et négatif; si l’on parcourt maintenant dans le plan X 
l’axe réel jusqu’à À — >, on parcourt dans le plan +, l'axe réel 
négatif jusqu’à t = — VA; si l’on parcourt l’axe X réel jusqu'à 1=0, . 
on parcourt dans 1, l’axe réel négatif jusqu’au point  —— X:. En 
décrivant dans le sens positif un angle de go° dans le plan À, on 
décrit dans le plan +, un angle de 180° dans le sens positif (À —0 est 
un point de croisement) et on aboutit ainsi à la lèvre supérieure de la 
coupure qui s'étend de = — #4; à l'infini. Ainsi le chemin en traits 
interrompus dans À se transforme en le chemin en traits interrompus 
dans Ti: 

Dans le plan %, l'axe réel de À—o jusqu'à 1— À, se transforme: 


H 2 Li 
LÉ 
| 
[ 


Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. 


o À, n’est donc 


en l’axe imaginaire négatif jusqu’à rt: — — | /A 
pas un point de ramification pour 2. 
Les deux branches en pointillé dans x depuis À = #4, jusqu'à = #2 


se transforment dans 7, en le tronçon +: = — i/A jusqu’à T —0\deil 
l'axe imaginaire. Le point de ramification est maintenant en \— }. 
S1 l’on tourne autour de #; de l'angle 180° dans le sens négatif, on 
décrit dans +, un angle de 90° dans le même sens ; inversement si on 
décrit un angle de 180° autour de k, dans le sens positif, on décrit un 
angle de go° dans 7; dans le même sens. Pour À—o il se passe la 
même chose pour r en le point + k, que dans le plan 7, pour + 4. 
Le chemin en traits mixtes dans À se transforme donc dans le - 
chemin en traits mixtes dans %. La coupure passant par #2 dans À 
suit ce chemin, mais laisse de côté dans x, le tronçon vertical” 
deux fois parcouru depuis 5 —0 jusqu’à 5 —=— ù/A, ce que montre 
aussi son image dans le plan X. On a ainsi représenté la coupure 
suivant l’axe du plan À passant par A, aussi dans le plan +. Dans 
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l’allure de cette coupure dépend de la façon d’entailler le plan X:; si 
on l'entaille comme le montre le chemin en traits mixtes il corres- 
pond au point À— k:, deux points 4 —=+ VA, c'est-à-dire le chemin 
considéré n’est plus fermé, 1l correspond aux segments en traits 
mixtes de 7 — +00 à4, —+ VA. Si toutefois on entaille le plan à le 
long de la coupure hyperbolique passant par #, et non pas le long de 
l’axe réel de À k,. à }—#: il correspond à la coupureaxiale du plan À 
passant par *,, une courbe dans x, qui vient, dans +,, de — , subit 
au point t — — \/A, une rotation de 360° dans le sens positif qui la 
ramène sur elle-même et repart de nouveau vers l'infini. 

Etudions maintenant quel chemin correspond dans +,, x; aux deux 
lèvres de la coupure hyperbolique passant par }— #,. Si on s'approche 
de À — #, en venant de la droite, on atteint une lèvre par une rotation 
de 90° dans le sens positif, l’autre lèvre par une rotation de 2702 dans 
le sens négatif. Il correspond donc aux deux lèvres des chemins qui 
dans r,—o sont inclinés de — 45° sur l’axe imaginaire négatif 
(à droite vers le bas) et de 3 X 45° sur l’axe réel positif (vers le haut 
à gauche). On détermine aisément l’allure finale en posant : 


(28a) Belle hf 

(290) ASE js 

l'hyperbole équilatère dans X est définie par : 

(30) Cr 
Ecrite en 7, cette opération est : 

(31) a+ do = — jVE — n° + aièn — hi 

(32) ui — vi + 2j ua == — (Ë? — 0? — Hf) — 2Jén. 
En vertu de (30) l’on a : 

(33) UF vi 0 

(34) 2]U0i1—=— 2]6n. 


Il résulte de (33) ui —()1, c’est-à-dire que notre coupure dans 
À se transforme pour +, en la droite passant sous 450 par l’origine 
(venant du haut à gauche) et continuant vers le bas à droite. A la 
rotation de 360° dans À au point de ramification correspond dans 
r la rotation de 180. C’est la solution qui correspond au signe + 
dans (33) qui est déterminée par l’angle de rotation autour du point 
de ramification. L'autre signe ne nous intéresse pas, 1l correspon- 
drait à un feuillet inférieur de notre surface de Riemann. 

Dans le plan *;, cette coupure ne passe par aucun point de ramifi- 
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cation. Il correspond donc à une courbe parcourue deux fois qui 
s'obtient à l’aide de (32). 


Avec : 
(35) Ta = Us + J Va EN Gi 
l’on obtient, puisque sur notre coupure : 
(30) pi Us au 
(36) : us + jo — jV hi — KR + 2jen 
donc : 
(37) ui — vi — À 
(38) Ulis = —Ën 


(37) représente dans w:, ve une branche hyperbolique qui passe vers 


le bas à droite par le point — j\/A. Elle possède comme asymptote la 

droite u——v. Que ce soit précisément la branche qui passe à. 
droite vers le bas résulte nécessairement du fait que cette courbe est 

atteinte en À—, par une rotation de go° dans le sens positif. 
(k n’est pas un point de ramification sur 2). 4 

De même la coupure en traits interrompus désignée par des flèches 
dans X, passant par #, se transforme dans le plan +, en la droite sous : 
45° qui est indiquée de manière analogue sur la figure 7. Celle-ci se 
traosforme dans le plan +; comme on le reconnaît, en la branche 
“hyperbolique en haut à gauche parcourue deux fois. 

Si nous déplaçons maintenant la coupure hyperbolique par k, vers 
la droite de façon qu'elle se confonde avec l’axe réel positif de à, il 
est clair que son image dans r,; (si nous venons vers la coupure à 
partir de À= +  ) suit — comme il a été dit plus haut — l'axe 
négatif imaginaire jusqu’à l’origine, et quand on décrit dans À un 
angle de 3600 dans le sens négatif, le point représentatif dans 
décrit un angle de 1809, c'est-à-dire parcourt l'axe imaginaire positif 
de r;. Or À = k, n’est pas un point de ramification pour *:, ce chemin 
en x, se transforme en l'axe imaginaire négatif de +; depuis — J00 

‘jusqu’à — ja et retour, 

Quelle est dès lors la connexion entre les divers domaines dans 
À, % et 5: ? Comme on connaît maintenant les bords et leurs images, 
on peut représenter les domaines limités par ces bords par des mar- 
ques identiques sur les figures suivantes. 

Les points À— 1, k:, o et leurs images sont représentés respecti- 
vement par des flèches simples, doubles et triples sur tous les plans. 

Le demi-plan supérieur %: est l’image du feuillet inférieur attaché 
à la coupure de branchement de la surface. 

L'axe imaginaire négatif de X est dans les plans +, et x, une cou- 


I PL n 4 


? & 
j 
? 
\ 
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pure de ramification qui porte la même marque. Le demi-plan 
gauche X est situé dans le feuiilet inférieur à gauche qui y est 
attaché à la coupure de ramification ; le demi-plen supérieur droit + 
est attaché en À à la coupure hyperbolique sur un feuillet inférieur, 
le demi-plan supérieur 5; se transforme en À dans le feuillet inférieur 
qui se trouve fixé à la coupure axiale, 

S1 l'on déforme la coupure axiale en une coupure hyperbolique 
par 2, on obtient : 

Le demi-plan À de gauche est de nouveau attaché aux coupures de 
ramification, le demi-plan supérieur en +; et *: correspond sur À aux 
feuillets inférieurs attachés aux coupures par #2. 

B) Ceci fait, passons à l'étude des pôles des expressions sous le 
signe somme, c'est-à-dire aux zéros du dénominateur. 

Ces dénominateurs ont pour expression d’après (214, b, c) : 


(39) (+ a) + ce 25) NT 
et: 
(40) a(i + ce) Nr 
- comme pour ; 
(kr) T1 —=0; CT e JA ee 


nous-avons ainsi en tout cas le zéro au dénominateur : 
(42) TASAOE 

En vertu de (41) cependant, les trois intégrales (214, b, c) voient 
pour +; — 0 leur numérateur s’annuler du même ordre de grandeur 


que le dénominateur, de sorte que +; — 0 ne fournit pas de pôle. 
En outre, on n’a nulle part sur notre feuillet de la surface de Rie- 


Mann : 
(43) U= — 


Aussi ne nous reste-t-il qu'à rechercher les racines de l’équation 
situées sur notre feuillet de la surfae de Riemann : 


(44) 1H der Vaio. 
Nous écrirons cette équation sous la forme : 

(45) C= — eh. 

Comme : 

LEE ds ne Var 

AD GOEE 
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Montrons d’abord qu’il faut s’attendre-à trouver des racines en À 


seulement sur le segment de l’axe réel compris entre À, et k,, si nous 
entaillons le plan suivant la figure r1. 


À CES 
HE 


fe C2 


! 


Î 4 


) lo EE us = ere 
jun He 
. 


Fig. 11. Fig. 
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Nous démontrerons cela en représentant le plan } sur un plan c;et 


sur un plan —et%%" et en faisant remarquer que les images des » 


domaines différemment hachurés du plan À ne se recouvrent nulle 
part dans le plan c, et — e%/*} mais qu’ils se touchent seulement le 


48 
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Fig. 14. > Fig.or Fig. 16. 


LE) LA 
long de l'image de l’axe } entre k, et k, 
avoir de racines que sur ce segment. On peut 
aisément. 
NS a dans les divers domaines hachurés, sur les figures 14. 
et 20, des valeur T 1 ê é | 
. » ( urs de # ét de + dont le signe peut être emprunté aux 
p a notre Ports à 1ret 14 (fig. 12, 13, resp. 15 et 16) 
1 on détermi 
rmine les courbes en c, auxquelles correspondent l’axe 


de sorte qu'il ne peut y. 
d’ailleurs les déterminer 


PE ue 2 je de" 
PT EE 74 
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7 . r: ; = É , 
réel et les coupures de ramification, ce qu'on peut faire facilement en 
faisant appel aux résultats des figures 11 jusqu’à 19. on trouve : 

le plan €, correspondant à la figure 11 : figure 20 ; 


À TG; G; 


Con 
Ul 


% 


hi xp) 
À 1 { Z D 


DOI CCC OC SSD 


Z CA 


PAU Fig. 18. Fig. 19: 


le plan c, correspondant à la figure 14 : figure 21 ; 
le plan €, correspondant à la fgure 17 : figure 22. 
La courbe marquée de croix est l’image de la coupure par #2. 


Ce 


 ——" 


nn À > 


. + 


1 


Fig. 20. Fo, 2te Fig. 22. 


Comme +, possède sur les deux lèvres de celle-ci des valeurs opposées, 
on a sur un des bords : 


" PARU 
(19) rer 


sur l’autre, mais avec les mêmes valeurs de =: : 


(46) Co = ic 
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c'est-à-dire que les deux parties de la courbe (celle avec MONTE 
qui est située en haut et celle avec | c, | > 1 qui est située en bas) se 
déduisent l’une de l’autre par transformation par rayons vecteurs 
réciproques. h 

Normalisons en divisant par Va : 


Gi Ve 


(47) 05—= Dr à 
} GAS) 4 1 


nous obtenons avec (48) VA z fu} 


( g— Vs: 
(49) C MON UNVE pe : , 
On a alors : 
(50) ge tanh ei: VA A aime 
Avec 
(1) Ra = m. 


On construit de manière analogue le plan €, correspondant à la 
figure 14 (Hg. 21) : 
Quant à la courbe de droite dans la figure 21 qui commence en 
c, —0, passe vers le haut à droite pour s’infléchir ensuite vers le bas, 
on peut en dire la même chose que ce qui a été dit à propos de la 
courbe obtenue par symétrie. : 
A la figure 17 correspond la figure 22 comme surface €. 
Nous voyons donc : si l'on déplace les deux coupures hÿperboli- 
ques dans le plan À à gauche et à droite vers les axes, l’image de ces 
coupures sur le plan c, se transforme. à partir des tronçons curvili- 
gnes indiqués, en l’axe réel et on voit les connexions entre les divers 
domaines à l’aide des images indiquées. 
Passons maintenant à la représentation au moyen de : 


—etih — __ Qrims. 


celle-ci est suffisamment connue dans la littérature. 

Tant que la partie imaginaire de 5 est >=>0, le module est 1, 
c'est-à-dire cette partie du plan zou du plan +; est représentée sur 
l'intérieur, l’autre (Sms © 0) sur l'extérieur du cercle unité. Si nous 
considérons maintenant sur les figures 11 et 12 les valeurs À et les 
valeurs +; correspondantes nous voyons que le domaine hachuré obli- 


(:) Ne pas confondre avec la coordonnée :. 
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quement et horizontalement est représenté sur l’intérieur, le domaine 
hachuré verticalement est représenté sur l'extérieur du cercle unité 
du plan — e2/°": (fig. 23). 

Ce faisant, l’axe réel positif À se transforme en le segment de l’axe 
réel — e— + jusqu'à — e2#7—  ; 

À droite doit se trouver le domaine hachuré horizontalement, à 
gauche le domaine hachuré obliquement. La branche hyperbolique 
se transforme en une courbe qui ne nous intéresse pas en particulier 
et qui est située à l'extérieur du cercle unité. 

Le point À — 1, 1 —0, 5 —0oest dans — er Jah 


-e 2iGih 


Fig. 23. 


Comme l’image de l’autre branche de la coupure hyperbolique 
ainsi qu’on le voit sur la figure 12, correspond à des valeurs de z, 
ayant une partie imaginaire positive, cette image se trouve située 
dans l’intérieur du cercle unité. L'image de X entre k, et À, se situe, 


dans *,, sur l’axe négatif réel entre o et — Va donc, en — e°/”, sur 
le cercle unité, en commençant sur le demi-cercle supérieur. L'image 
de la coupure axiale qui, en ri, se transforme en l’axe réel, se trans- 
forme de même en le cercle unité parcouru un nombre quelconque de 
fois car — e%" avec la partie réelle de x, croissant parcourt le cercle 
unité un nombre de fois aussi grand qu’on veut en vertu des pro- 
priétés bien connues de la fonction exponentielle. Le domaine 
hachuré verticalement sur la figure 11 correspond en +, à un domaine 
à partie imaginaire positive, il se trouve donc représenté en Ch eu 
sur l’intérieur du cercle unité ; l’image de la coupure de ramification 
sur la figure 11 à gauchesur les axes en %, se transforme en — e2/":/# 
en l'axe réel entier dont les deux moitiés correspondent aux deux 
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lèvres de cette coupure. Nous voyons ainsi que le domaine hachuré 
verticalement de la figure 23 est situé dans l’intérieur du cercle unité, 
le domaine hachuré horizontalement et obliquement l’est à l’extérieur® 
sans que les limites se confondent avec les circonférences. Si nous 
comparons cela avec la figure 20 (plan c,) nous voyons qu'une égalité 
de: deux, d’après (45) n’est possible que sur le cercle unité. C’est le 
cercle unité dans les plans €, et — gJriee 

Si donc il y a des racines de notre équation dans le plan À ainsi 


armé de coupures, elles ne peuvent exister que là où €, et — euh se 
trouvent simultanément sur le cercle unité. Nous allons faire l’étude 
détaillée de ces racines. 

Nous allons parcourir maintenant, dans X, le chemin de + vers. 
+ k, puis (fig. 11) en passant à gauche devant le point de branche- 
ment vers X:, puis une fois à gauche et une fois à droite sur la 
coupure axiale; nous voyons alors que c, décrit le chemin suivant 
(fig 24): | 

D'abord de c,—o le long de l’axe réel négatif vers — 1 pour 
tm —0 (1), puis sur le cercle unité dans le demi-plan inférieur Jus- 


/ k À : 
qu à (1) À A, ce qui correspond à c,— + 1. Ce demi-cercle unité 


résulte simplement de ce que, là (fig. 11, 12, 13), t est réel et x: 
- purement imaginaire et que le quotient de deux nombres conjugués 
complexes doit se situer sur le cercle unité. A partir de ce point. 
€, pénètre quand on suit la coupure en bas, dans le cercle unité le 
long de l’axe réel : comme il résulte des figures 11, 12 et 13, on a : 
r, est négatif réel entre —\/à et — k,, x, entre o et — (ko << ki), 
ka = ke 6 s 
doncc,< 1 entre +1 PRES DO l’on parcourt la coupure par X2. 


vers la droite, on y a (fig. 11, 12, 13) x >> 0 entre ya et ki, © > 0 
entre o et X:, donc c, => 1. 


Par conséquent, €, ne parcourt la moitié inférieure du cercle unité 
que pour À compris entre X, et ks. 


Etudions maintenant — e2/"# — Qi VE, Quand X va de + ©! 


vers + k,, t va de — © vers zéro et — euh pour chaque À, va deo 
à — 1. Quand X passe de X, à ko, x va de o à—\/4; —err parcourt 
depuis — 1 le cercle unité supérieur et l'arc parcouru dépend de À. 
Nous allons étudier ce point dans un instant. Si À continue à par-: 


courir la coupure axiale par le haut ou par le bas, — e/*" continue 
à parcourir le cercle unité tandis que c, continue à parcourir l’inté- 
rieur du cercle (fig. 24) Quand A est très petit on obtient pour racine 


la racine déjà discutée x —0, À 4, c,—— eh; 
re h est très petit, le point figuratif que la grandeur 
— 6/1 atteint en À — k4, 1 —— Va n’atteint plus le demi-cercle €. 


etiln' ya pas de seconde racine. 


(4 
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Quand À est suffisamment grand, on atteint d’abord avec la demi- | 


circonférence supérieure la demi-circonférence inférieure en Cy—= +1, 
eh +i;ence point 1l est u=——\/A, T2 —0: par conséquent, 
pour qu on puisse avoir — eh — + Ua ENTRE 
(52) — A/Ah =; 
On a donc, pour l'apparition d’une racine, la condition : 
(53) VAR r/2. 
Quand À est très grand, — eh parcourt, dans l'intervalle 


ki >>> 3 le cercle entier autant de fois qu’on veut et nous allons 
nous rendre compte combien de racines font leur apparition ce 
faisant. 

Comme notre équation est : 


(45) ci ent 


et que nous nous limitons à la région où les deux membres ont le 
même module, il ne reste, pour résoudre notre équation, qu’à déter- 
miner les points où les arguments du premier et du second membre 
de (45) sont égaux à des multiples entiers de 27. Nou: allons déter- 
miner ces points. 

Il résulte des figures 11, 12, 13 les relations suivantes entre À, %, %:: 


Quand : À va de À, à 4: 
5, va de o à —(/A 
g vadeoà—1 


x, va de — jV/a à 0 
On a donc avec les abréviations de (48) : 


al dr pret rail + ji el 
se | fe A 


GE) Ho LÉ + 


£ + V2? 

Par conséquent : 
[vil +jls] 
Lo A ner Via |—jl:] 


où le signe + résulte directement de la figure 24. Il s'ensuit, en vertu 
de règles classiques, que : 


(56) Lo rte) == +24 


en posant : 


(57) d — arc sin (—:£), 26m") .i(s va deo à —1) 


a 
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Il nous faut maintenant l’argument de— e%”7* avec m — V/44. On 
a donc : 


(58) PT LEE ET LA A oLEr<K1 
par suite : 

(59) Æ—e "Er om]|s| 

et on tire de (56) et (59) : 

(60) r+ob=r—om | zs| Er. 


Pour z — 0, on obtient la solution déjà discutée à plusieurs repri- 
ses d—0o, £—0o qui n’est pas un pôle pour l'expression à intégrer 
car le dénominateur s’annule du même ordre que le numérateur. 

Une deuxième solution devieut possible quand m est si grand que 
pour £g——1,4—7x/2, 24 —"r. 


(61) 24——2m2(+)27r—7"= 
donc : 
(62) lans | =, 


v 
c'est la solution que nous avons déjà vue précédemment. Quand 
maintenant m croît, il se produit ce qui suit; la solution a lieu où : 


2mMm£ = — 2% — 2kr. 
Pour £— 0 à —1: va de o à r/2 
24 va de o à x. 


On peut donc tracer le diagramme de la figure 24a. 

On porte à droite | £ | , Ÿ correspondant est la courbe arc sin de # 
à 2x, de — = à o, de — 3% à — 27, ..., der —2%r à x—2kr+47r. 
Où porte en outre l’argument de — e*/”* (droites dirigées vers le bas 
à droite). Celle-ci n’a pas de points d'intersection sur la demi-droite o 
sauf au point £—0o, sur le rayon 1 1l y a un point d'intersection. 
Quand m croît, la droite m£ s'incline davantage, le rayon se déplace 
vers 2 avec la racine «2 », puis quand m croît, une nouvelle racine 
vient s'ajouter (position 3); quand m continue à croître, la droite va. 
en s'inclinant davantage, les points d'intersection se déplacent vers la 
gauche, une nouvelle racine vient s'ajouter et ainsi de suite (rayon 4). 
On en trouve la position en première approximation à l'aide du. 
diagramme. Etudions donc les conditions pour l'apparition de nou- 
velles racines. L’inspection de la figure 24 montre immédiatement 
que quand À croît, une nouvelle racine apparaît lorsque : 


(63) | 2/48 | =; 37, 5%... (3n + 1x: 
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pour Var < 72 les racines se situent sur le feuillet inférieur de la 
surface À. Pour À — 0, elles sont à l'infini. Pour À 0 la position de 
ces racines est, on le voit immédiatement, une fonction continue 


de , pour VV — elles font leur apparition sur notre feuillet. Or, 
comme À peut se mettre aussi sous la forme : 


(64) A kf — kè — DEGLo (Es — E2) — (5e: — €) 


Fig. 24a. 


on voit d’autre.part que pour une hauteur fixe, de nouvelles racines 
font leur apparition quand on élève la fréquence c’est-à-dire quand 


on diminue la longueur d'onde. A4 
y) Nous voilà enfin en mesure de procéder aux transformations 


nécessaires de l'expression à intégrer et des contours d'intégration. 
Nous faisons usage dans chacune des trois intégrales de la relation: 
1 à , 
(65) Br) = (20) (7) + 4P (Ar) 


et nous procédons de la même manière que Sommerfeld en 1909. 
Ann. de Phys., 12€ Série, t. 5 (Novembre-Décembre 1950). UTA 
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Nous écrivons les trois mtégrales sous. une forme: ramassée: : 
L 2 
= É 3070), 0) 


== f. Gear) + 3 0r)) fr (D), TX) ) Ad 


On notera. que. l'expression à intégrer est une 
fonction impaire de À car } ne figure qu'au 
carré. dans-7+ et 72. 

Si donc on décompose ici 3,(kr) d’après (65) 
en peut modifier les contours d'intégration 
comme il suit (fig. 25) : 

Le chemin pour l'intégrale : 


(67) fon. Fan 


0 LA sera déplacé dans le demi-plan supérieur, le 
chemin relatif à: 


(68) f 8 Qr)f.2.d} 


sera tiré dans le demi-plan inférieur. 
Les contributions: de l'infini s’annulent. en vertu de l’allure asymp- 
totique connue des_fonctions. de Hankel : 


(66) 


SS 
4 
‘ 
e” 


sl. 


(Go) ee) = /3rerei "Al, 
(70) 2 (se) V/aprse de Tlh), 


Les intégrales prises directement le long de l’axe imaginaire 
s’annulent en vertu des « relations de circulation » : 


(71) a (se) — 3e P(se T/2), 


Ce faisant il faut tenir compte du sens de circulation ainsi que du. 
fait que À. f'est une fonction impaire de À. 

Dans le demi-plan inférieur il n’y a pas de points singuliers, c’est 
pourquoi l'intégrale inférieure n’entre pas en ligne de compte. Dans 
le demi-plan supérieur nous avons, à titre de points singuliers, les 
deux points de ramification: et les pôles discutés ci-dessus. [IL va.de soi | 
que nous pouvons disposer à notre gré.de la position particulière des 
coupures de ramification dans de larges proportions. Nous obtenons 
ainsi dans 4f)(\r) un:chemin d’ intégration: qui débute dans. le demi- 
plao: supérieur de x, à Finfimi: eutre: l'axe: imaginaire: À et. la: coupure 
de branchement, laisse ensuite à gauche les points = k, et À: 
et s’en va à l'infini dans tx région située entre la coupure par 1 et. 
l'extrémité de droite de. l’1xe réel. Nous amènerons ce:chemin dans 
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les positions suivantes que nous. nous réservons d'utiliser par la 
suite (fig. 26, 27, 28 et 29). ; 

Chemin 1. — Nous prenons pour coupures de branchement les 
deux coupures hyperboliques (fig. 26) et nous amenons le chemin à 
suivre les deux coupures et l’axe réel entre A et k2. 


le] 000 


Fig, 26. Fig. 27. Fig. 27a. 
Chemin 2 (fig. 27). — Nous faisons passer maintenant le tronçon 


compris entre : et X; dans la région située entre les deux coupures 
jusqu’à l'infini. Ce faisant on passe de toute façon sur les pôles situés 
sur l'axe réel. 


NA 
à l'infini : 


“ie 


=== + 


Fig. 29. 


Ghemin 3. — Rien nes’oppose à ce qu'on/amène la courbe d'inté- 
_ gration de la figure 27 avec ou sans déplacement de la coupure de 
branchement, sur le chemin 3 (fig. 28) en lui faisant suivre les axes 
dans la région située à gauche de }. 

Chemin 4.— De même, on peut amener lechemin 2.de la figure 27 
sur les axes en déplaçant en même temps la coupure. 


Voyons maintenant. l'allure de ces chemins dans les plans x, et Te 
(fig: 3a et 31). Comme ces chemins suivent toutes les coupures. de 
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ramifications traitées ci-dessus, on peut les porter directement sur 
les deux plans (fig. 30 et 31). 

2) Le conduit de faible hauteur (— conduit dans le cas d'ondes 
longues). 

Nous disposons maintenant d'une base nécessaire pour aborder 
l'étude des intégrales. , 


Fig. 30. Fig. 34 


Considérons d’abord le cas où Ry/A est si petit qu'il ne se produit 
pas de zéro au dénominateur sur notre feuillet de la surface de Rie- 
mann À et que l'effet ne se fait encore pas sentir d’un zéro du déno- 
minateur qui s’avancerait sur le feuillet inférieur vers le point }= k», 
en première approximation du moins que seule nous étudions. En 
nous restreignant à la partie avec äf/(1r), nous écrirons au lieu 


de (21): 


a) =! “e 22 Qr)$ A Se 
Ê 8 J\Ti nr Ta) I +ereT2/Tih \ 


GP) Lo met fau Cr CE à 
) =; ] #0) } SR dd) 
VALLEE 1) (eJt£ JT (et Love iTt —2h)) 
6) Dix [30 Pr) PE 


Le chemin désigné par s sous le signe somme est l’un des che-- 
mins 2, 3 ou 4 discutés ci-dessus. 

Comme nous avons supposé 4 si petit qu’il ne se produise pas de. 
pôle, tous les quatre chemins sont équivalents puisque lors de la 
déformation de 1 à 4 aucun résidu ne vient se manifester. 

Choisisons maintenant dans l'intégrale (72a) c’est-à-dire dans. 
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l’espace supérieur, r; comme variable d'intégration ; de même +, dans 
(720) et (720). Comme (72c) résulte de (72b) en permutant z avec &, 
il suffira de borner l'étude à (72a) et (72b). 

Choisissons donc d’abord le chemin 1 qui passe à distance finie 
de lorigine. Puis nous choisirons r assez grand pour remplacer 
#{Qr) par son expression asymptotique; mais rien ne s'oppose alors 
à ce qu'on ramène le chemin d'intégration par exemple dans la posi- 
tion 4. Nous avous ainsi démontré que le voisinage de À— 0 pour 
grand r ne conduit pas à une erreur quand on remplace #{)(àr) par 
son expression asymptotique. Nos intégrales prennent alors la forme 
suivante : | 


. Ë à à 
j jrs eilr—ilh(e it —_ e—jti6) 


3a) Te — mire /h ei | 
(7 a) 2 IUZE re e ju Lai tcoe—2nt) 


MENT 
773 rente nt) ere tele eh) 


(736 me? |. 2j) 
( ) 5 V2r re ju(i+oe—2Juh) 


| L'intégrale pour Il; se déduit de (73b) en substituant z à €. 

Milieu supérieur. — a) Nous constatons d’abord que notre expres- 
sion à intégrer possède un col sur lequel nous pouvons faire passer 
notre chemin. Considérons d’abord (53a). On a d’abord : 


Xd) 


(74) — Xd\ = red, 
| (75) À Vi HE 


nous pouvons encore choisir le signe de façon à conserver nos repré- 
sentations du plan #, sur le plan ?.. Nous avons alors, au lieu de (734) : 


(16) D— 3 etai [UV h) rs 0Jh(eJT6_e-JTii) dr. 
è rr A tits /7z > re 
kiri(1+ere—2/71h) 


La racine quatrième au dénominateur est due à 1 VX dans l’ex- 
pression asymptotique et elle doit être choisie dans notre développe- 
ment asymptotique de façon à être posi- 
tive sur noire axe réel positif. 

La quatrième racine a pour coupures 
de ramification les lignes déjà indiquées 
dans le plan % depuis 5 = #3 à droite 
et à gauche vers l'infini. 

_ Recherche des cols de l'expression à 
intégrer. — Considérons d'abord le cas 
où non seulement r mais aussi (z — h) Fig. 32. 
est un grand nombre de sorte que nous 
régarderons le facteur écrit sous forme exponentielle comme une 
fonction rapidement variable, l’autre comme une fonction variant 


(+ TT 


° (80) eV jrs hi) og m ef lr:) 
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lentement. Par la suite nous incorporons lefacteur 5; dans la fonction 
rapidement variable ; nous pourrons nous en dispenser cependant 
tant que le col que nous recherchons actuellement est suffisamment 
éloigné de l’origine du plan *:. 
Ecrivons : 
VE rte) fiss) 
(77) e —e 


et recherchons les points où f{r;) possède un extremum de la partie 
, 
réelle : 


dflr2 — jTer S 
(78) fl = 0 = UE  j(5 — h). 


La seule solution utilisable de cette équation est, on le voit aisément: 


halz — h) | 

0 ED 0e Z h 
(79) #: Vrè Le (s—h}? ( Ge. ) 
où la racine au dénominateur possède une valeur réelle positive. On 
voit donc que tant que z — À est assez grand ce point ne vient pas se 
confondre avec l’origine. Si on passe par contre à des valeurs plus 
petites de (£ — h) c'est-à-dire si on considère des ponts au voisinage 
immédiat de la surface de séparation £ — A on est obligé d'incor- 
porer le facteur + —el°8 comme rapidement variable au facteur 
exponentiel puisquelog x, devientinfini pour +; — o. On a alors comme 


. fonction exponentielle sous le signe somme : 


et obtient pour le col : 


df(re) — jte à I 
(81) des TNT Us A TASe 
Ceci conduirait à la solution d'une équation du 4° degré pour 5% 
qui serait difficile à discuter. Or comme nous étudions ici de petites 
valeurs de (£2— A), plus précisément £ — A—0o nous chassons cette 
grandeur de l’équation et nous obtenons une solution que nous dési- 
gnons par 720 : 


(82) = (DV Tr pér 


9 Et 
20 ar 


Seul Le signe négatif est à conserver; lors. de la-solution il nous faut 
élever l'équation au carré ce qui amène une nouvelle solution ; 
ensuite nous avons à examiner quelle solution vérifie.effectivement 
notre équation (81). Or celle-ci est seulement la solution (82) avecle 


Apt", 
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signe négatif. Gomme on a supposé r grand, on ‘peut exprimer cette 
racine en première approximation comme: suit : 


Eu I + I 
TD — — (27 n/1— mx) 
(83) à _ E Her 
: 9 2 1 
Tr 


Fe Là 
(84) Ge —+2e ; ART. 


En revenant donc à (79) nous allons faire usage de notre hypo- 
thèse que (25) A— X — k5 est une petite quantité devant Aï et Æ?, au 
moins dans le cas du guide atmosphérique où n'existent que de 
petites discontinuités en +. Nous supposons à cet effet (5 — À) assez 
grand pour que le col ::, soit suffisamment éloigné à gauche te l’ori- 
gine et que le chemin d’intégrationrpuisse êtrecommodément conduit 

. suruné courbe Sm(/f{r:)) — const. de façon à laisser le point F=—j/ À 
à gauche; cela est nécessaire pour que l’image du chemin dans le 
plan À laisse à gauche le point 1— #1 et 4%. Insistons sur ceci 
que nous ne.sommes ;pas ‘obligés de suivre précisément ce chemin, 
nous pouvons encore J’infléchir un ;peu sans commettre une erreur. 
Cherchans maintenant le chemin dela plus;grande pente qui comme 
_ ilaëété dit, est défini par : 


(85) Sm(f(r3)) = 3m((E20). 


Nous: développons /{r2).au paint: = 20 : 


f'"(c20) 


: (86) f\2) = ft) +3 pr] (Ta — 7r20)°. ‘ 
af 


Le terme.en =5— 19 s’élimine en:raison.de (24 DR 0e 


Il résulte alors. de (85) et de (86) directement à 


(87) sm (vu) ) 0. 
Nous-avons donc besoin d’abord de ÿ”"(r:5). 11 résulte ;par différen- 
‘tiation de (78) : 


À (88) frs) Late  Jrk 


Dr: 5 
ad QVA EEE 


Cherchons maintenant f(t2) et (20) (/"(r20) = 0). En portant (79) 
dans (86) il vient : 


(89) Ph) = hr ERP = JR: 
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où R est la distance du point d'observation au point r—0,z=h; 
donc au point sur lequel l'émetteur se projette sur le plan de sépara- 
tion z— À. Calculons encore f"(::0). En portant (79) dans (88) pour &, 
il vient : 

3 


2f (Te 2 a lors) Li R 
(go) [ = —e MTS FE =. 


En posant maintenant (fig. 32) : 


(g1) Re 555 — 50 à ? 
il vient : 

Œf(r:) SPA RE CNIL EE CIE NES 
(92) dr ETS AT ke sin 6 7 ka cos? « 


Cette valeur est purement imaginaire. Si nous la portons dans (87), 
on a pour notre chemin d'intégration : 


(93) Rte — 50) —= 0 


puisque f(x») est purement imaginaire. 


Les courbes sur lesquelles la partie réelle de cette expression : 


s’annule sont les portions de droite passant 


G; par le col qui coupent l’axe réel: sous l’an- | 


gle r/4 (fig. 33). 
Go Menons le chemin d'intégration comme sur 
la figure Ge par le col ; 1l débute alors à gau- 


iVA che à l’ me où la ts correspondante de À : 


est positive imaginaire et aboutit à droite dans 
une zone analogue de sorte que e*” fait con- 


Fig. 53. verger l’intégrale. Nous pouvons maintenant 


évaluer en première approximetion l'inté-. 


grale étendue au chemin passant par le col. On obtient avec (76) en 
Voitu des développements indiqués : 


ie val | 

20) + —T20 s d ‘ 

(94) EVE om He ol D 
(ei — 2 o)"!* Jai+eu)(r+ ere 2/1) à 


Or il faut choisir pour 7; qui est bien entendu une fonction de *; en 
vertu de (15), une valeur qui corresponde à T: — T20. 


Il vient donc avec (26) et (79) et compte tenu des figures 9 et ro è 


(choix du signe !) : 


(5) (kn=—|Va+ = IVAR ER HR. 
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Par suite : 


JT 
IL, = \/2/rre 4 e/{T1) 
6 J à 124 
(9 ) (eiti$ _ 9—JTê) mom 
Ne Ne Le T2 
ES A Ve ( + creT4JTh) 


Lit 30) I r 


Er ue 
(97) fe Se Nr re OT 


Moyennant la substitution : 


r ka COS 
(98) Ve ds = duo A/S 


(97) devient : 


Dita Vas cos? æ | ‘} : 
(99) VERRE = je ed. cs 
er 4 ARE 


Ver ere 


Comme nous supposons r grand, nous étendons l'intégration 
de — à + % et obtenons : 


JhaRo le LTte —jTQ 
(100) = 21/5008 a 2 — ee J{ ne — 
Ta=T20 


RE Ve jte ei ere 4/mil) 


Il vient, en portant encore dans la quatrième racine pour la 
valeur de (79) : 


(101) | 2 ts œ 


et on obtient : 


: aieilele k Aa et 
(102) IL, — ke Sin a en 
Re J(Ti + te)(1 + cre—2/T1h) Se 


Nous discuterons par la suite cette formule ; nous nous bornons 
pour le moment à remarquer ce qui suit. None avons à faire à une 

ropagation suivant l’ordre de grandeur 1/R2. L’accolade exprime 
l'effet du diagramme vertical Le l'émetteur que nous étudierons 
encore en détail. Le facteur sin « montre que pour r grand, le champ 
décroît quand l'altitude décroît; on obtient ainsi la zone morte ou 
silencieuse connue que nous traiterons également en détail par la 
suite, Etudions d’abord les expressions nofbématiques pour le champ 
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au voisinage de la surface de séparation dû guide et du milieu supé- 
rieur. Nous avons déjà mis en évidence les cols (82) à (84) : 


SAR 
PE 
H—+e. = 


‘On a doncici-deux cols qui sont situés sur les 
bissectrices du système de coordonnées ; le fac- 
teur x, annule l'expression sous le signe à l’ori- 
gine et il nous faut passer par deux.cols si nous. 
voulons relier par le chemin d’rmtégration les 
deux régions de gauche et de droite (fig. 34). Nous 
recherchons de nouveau le chemin de la plus 
grande pente et développons l’exposant que 
nous mettons sous la formesuivante maintenant: 


l 


5 


(84) 


ru 20) 


(108) F2) = (20) Mr AS pee 

avec : 

(104) FN re 

(105) F2) = TE + à (pour + — 720 : FCr30) = 4} 
nn —jhkèr 

(106) FO ne 


En;se imitant à des termes de premier-ordre on a : 


(xo7) 20) = kr + log(=e vi / £) stp 


1 


(108) PCR) = SU TPE eRE 


Be 


En recherchant encore les courbes à partie imaginaire constante 
dans l’exposant, on a.de nouveau : 


(109) Sri Ér (F0) — 520)°) = 0 
‘et:: 
(rr6) Re(r2 Er = 730 2 Fr 2 Oo, 


c’est-à-dire que nous avons dansdes deux cols des ‘portions de:droite, À 
sous 45°; on reliera donc (r-grandil) les deux colsiparde tellesipartions 
(fig. 84). Ce Faisant, on Tarssera à droite le AT = L : 
À ; f Peace Pacs 4 À "À C S 
pond à x —toiét x — ,. P 2 JV quicorres- 
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‘Or une intégrale prise sur ce chemin correspondrait alors davan- 
tage au chemin d'intégration qui entoure, dans la figure 27, la cou- 
pure de ramification 4:, donc à une seule partie de notre intégrale. Il 
nous faut alors évaluer à part l'intégrale étendue à la seconde cou- 
_ pure Xi. Il convient de suivre ces portions de chemins sur les 
figures 26 à 31 pour l'intelligence du texte. 
Pour y voir clair, nous allons procéder de la façon suivante. Nous 
allons d’abord étudier, en ce qui concerne le champ dans l’espace 
- Supérieur au voisinage de la surface de séparation, l'intégrale dans 
le plan +, donc nous allons introduire +, comme variable d’intégra- 
tion. Avec les équetions suivantes (111 , (112) qui correspondent 


à (74), (15) : 
, (111) ILE à (are) 2) di, 
(78a) se transforme dans la forme (113) équivalente à (76) : 
NP LE a 
- ER A 122 jruh Ces he JS ee 
(113) —\/2e h fe V\ Dies RE je 
; jte + cr 24h) 
En procédant avec l’exposant : 


> (x14) fo)= INR jrih 
comme il a été fait dans (77), (78), (79), on obtient un col au point : 


kyh 
VE Eh? 


(115) PE 


et un-chemin d'intégration de plus grande pente qui passe sous 45° 
par ce point (fig. 35, analogue à 33). Tant que r n’est pas trop grand 
vis-à-vis de À, ce chemin passe à gauche 
du point % ——\/A, embrasse donc le G 
chemin total 1 de la figure 26 et est de 
l'ordre de grandeur 1/7. Si cependant =49 
se déplace vers la droite en passant par le x 
point = — a, l'intégrale sur ce chemin = 
… ne représente plus que l’intégrale prise sur # 

‘Ja coupure autour de 4, (fig. 27). 

La limite entre ces domaines est le 
point no—=—\/A qui rend compte, nous Fig. 35. 
le verrons par la suite, de l'apparition de 
la ‘réflexion ‘totale sur la frontière du 
guide. Il se passe donc tout d’abord ce qui suit (il s'agit toujours de 
la discussion du champ dans l’espace supérieur). 

L'intégrale sur le chemin 1 de la figure 26 se calcule moyennant 
un seul col de manière asymptotique, tant que : 
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a) VA n’est pas trop grand (pour qu'il n’y ait pas d'apparition de 
pôles) ; ; 

b) r n’est pastrop grand pour (£— h) fixe pour ne pas pénétrer 
. dans le domaine de la réflexion totale (cf. discussion plus tard). Si 
r dépasse une certaine grandeur, cette intégrale de col se transforme 
en une intégrale qui représente : À 

1) seulement l'intégrale sur la coupure de ramification autour de 
ki lorsqu'on la calcule suivant la variable 7, ; 

2) seulement l’intégrale sur la coupure autour de k: lorsqu'on 
l'évalue suivant la variable 73. 

Mais on voit aussi de la même manière que ci-dessus : quand les 
cols se rapprochent de très près de l'origine des plans +, ou *», on ne. 
peut plus regarder le facteur *, ou 7; sous le signe somme comme 
lentement variable, au contraire il jouera un rôle beaucoup plus 
important que par exemple le facteur e7*# ou el"). J1 faut 
donc faire passer ce facteur en +; dans l’exposant sous la forme log =. 

Il nous faut par suite considérer dans ce cas les deux intégrales le 
long des coupures autour de X; et X isolément. 

Introduisons les notations suivantes : 


(116) (I)s; = intégrale sur la coupure autour de k; 
(117) (I)s = intégrale sur la coupure autour de 2. 


Nous étudierons donc (Il) dans le plan =, et (I:)s dans le plan +: 
en faisant observer que le seul objet qui retient notre attention ici 
c'est le voisinage du plan de séparation à une distance r du point 
médian dans lequel le col a déjà glissé par-dessus les points =— VA, 
Ta ——j\/A 

Par conséquent : 


| itre | 
RU 17: 2 
(118) GE e k fine VAE 


eJuh-jrls-h|(e Iub_e—jtsé) 


jte) toe-2j/i) 


— . T a 
— _ D 2? 
(9) ME e 78 f ne 
£9 


De manière analogue à (80), (81), (82) qui contiennent l'étude de 
col de (1 18), on peut étudier l'intégrale (119) en échangeant simple- 
ment l'indice 2 dans r;, #, avec l'indice 1. On obtient alors pour les 
deux cols comme en (82) : 


eJnh-jtls-h)(e jt e-jut) 
È 4 Toit à * da 
jte 1e e—-2tih) 


(120) rm in Vire 


1" 
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et: 
.T 
(121) Do = + e AVÆr+ 


pour le chemin d'intégration dans le plan =; (fig. 36). 
Nous avons donc à choisir le chemin d'intégration tracé sur la 

figure 36 ; l'expression à intégrer possède un zéro au point r, —0 

dans l” espace supérieur, dû au facteur r;. Ce fai- 

sant on tient compte que la grandeur entre TG: 

parenthèses dans (118) : 


eJt_e—JUÉ oo 
(122) EE cre—2Jth 0 


représente pour T,->0 (c,->— 1 pour 7; > 0!) 
une valeur limite finie, doncune fonction len- 
tement variable. Il nous faut donc évaluer (fl:)s Fig. 36. 
et (Il: dans les deux plans T1, To respective- 
ment puisque nous connaissons leurs cols. 
Nous écrivons la partie rapidement variable avec l'indice général K 
où K — 1 ou 2; nous étudions : 


1VIaUE 
(123) [eV Se KT dix — 30 + 32 


Re EE 
à gauche à droite 


L'intégrale (123) donnerait zéro comme l'intégrale d’une fonction 
impaire. Mais il faut multiplier ensuite 30 par la valeur de la fonc- 


tion lentement variable au col de gauche et 5% par la valeur de la 
fonction lentement variable au col de droite. 

Cette intégrale se décompose en deux intégrales qui correspondent 
aux deux moitiés de chemin dans les deux quadrants en haut à 
gauche et en bas à droite, Il faut choisir le signe du radical dans 
l’exposant de manière à faire converger l'intégrale, donc de manière 
que la partie imaginaire du radical soit positive. On peut évaluer 
(122) sous deux formes : d’abord directement comme (cf. (74), (75)) : 


La . Lies 0 ni : x 
(124) J eV EE red = — Ce e/ di ne 
2 ee K 
à droite 


Avec d\— jdt on tire de (124) : 


2 1 æ 00 e—rt 
à à CRE AUS Et pe 
(125) f Lei ds Eu = 
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4 0 

. . , “ 
Le second terme du second membre fournirait un terme de l’ordre 1/r? 
et est par suite négligé ; on aura donc : 


Su Ne ner 
(126) = er. 


En procédant d’après la méthode du col, on obtient : 


TRUITE RE 
“ ET UK \ 
HE F . exp f{tx)dix 


LES 


RT 
Tro te L 1 2 
XL . EXP (Are) + 7 (Te — tm) ]dre 
Roc 


Si on forme l'exposant dans ces équations avec K au lieu de 2 (de 
même que dans (105) à (106) en substituant rx, à 7x on a : 


(128) fn) = Een + log (Æ VV Æxfr) (9 
{/4 je is RS ei 
(129) NT ECTS 


en nous bornant pour 74, aux termes du plus petit ordre en 1/r. On 
obtient alors pour (127) : ° 


ko te } 
[ à exp (frx))drr 
TRE 


.. : Le 
——. D Jr one en pd PAT ET 2 
Ver F © _y— € dire, 
K D om on | 


Avec la substitution : 


Fe re g 
(131) 7 =, ds \/ du Tr. 
K 


on obtient pour : 


(130) 


£ ENE SEE ME s° 
(132), — JA — ex EPNPÉLEPINS 
RUE Pro k 
HE ÎkEr « "sr er s K kr JT 
(133) Fee r fe “dw=—;—e" V7. 


Nous avons donc obtenu, grâce à la méthode du col, le V7 de (126). 
Cela n'est pas aussi bizarre que cela paraît (cf. Sommerfeld [5], 
Journal de Crelle). Sommerfeld a discuté des cas analogues et montré. 
que cela est lié au caractère de notre solutian obtenue à titre d’appro- 


(*) Le signe + devant fe radical: carrespond à VE | 
Le signe — devant le:radical correspond à Ji 
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ximation, en particulier comme approximation. asymptotique. Pour 
en savoir plus long: il faudrait discuter l'intégrale. en poussant 
lapproximation: plus loin mais cela ne nous. intéresse pas ici. 
Revenons maintenant à (118) et.(119). et. multiplions le résultat de 
l'intégration de col par la valeur-de la fonction lentement variable au 


. col. Comme toutefois les cols sont proches. des petites valeurs. de 7x, 


nous remplaçons: ces fonctions lentement variables par les premiers 
termes de leurs développements pour x —0.. 
 Cedéveloppementexigeuncalcul un peu fastidieux dont nous allons 

indiquer les:résultats: car il ne soulève pas de difficultés mathémati- 
ques.On l’obtient le plus rapidement en développant les divers facteurs 
au numérateur et au dénominateur (c,. nm ELA (AAA pe CC st 
chacun à part et en appliquant les règles classiques pour la multipli- 

cation et la division de séries, procédé qui est ici manifestement 
légitime. 

On: obtient. dès lors : 


(e71$ Te erJate—itez + fie) — je—-VA(s—h), t 
er ie = | CAN 


Een un Tr ins = | 
He rts +6 nk ET VA 1 + AVA, 
ER JUÉ —_e—juible—jrs2z+Jjlrs—ti)h a sin (VAL) 
M ee De PR an 1x fade 


CEREAICE crétin h)\/ 15 — 4 Vavälites Ha} 


les facteurs c, et. c:. ne présentant pas d'intérêt pour le moment. Nous 
aurions à mettre ici 710 et 7°9 (grandeurs égales à VV Evalr comme 
pous le savons) à la place de 7, et =:. Or comme nous nous intéressons 
ici. seulement à la première approximation nous négligons dans (134) 
et (135) le deuxième terme du second membre par rapport aux pre- 
miers et nous voyons maintenant (cf. la note en bas de la page 696) 
que les deux intégrales se compensent en première approximation. 
Comme les intégrales dans (128) ainsi qu’on le voit sur (126) et(133) 
ont l’ordre de grandeur 1/r et que nous avons devant le signe somme 
encore le facteur 1/ r, l'intégrale disparaît suivant l'ordre de gran- 
deur r/r*?. Le premier terme différent de zéro a donc l’ordre de 
grandeur 1/r°. Notons que nous n'avons utilisé les fonctions de 
Hankel dans le noyau de: nos intégrales que jusqu’à l’ordre 1/r°, 
l’ordre suivant serait 1/r%? déjà comme facteur devant le signe 
somme. Le premier ordre de: grandeur dans lequel le champ ne dis- 
. paraît pas est alors 1/r°. Pour éviter ces complications, étudions les 
‘champs dans le voisinage de la frontière du guide d’après _une 
méthode due à Sommerfeld (1909) et qui nous fournira immédiate- 
ment le terme mom nul en 1/r?. Nous. intégrons à cet effet sur un 


Il 
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chemin qui correspond aux traits mixtes de la figure 5 et que nous 
allons tracer une fois de plus séparément (fig. 37). 
Menons maintenant la coupure de ramification depuis le point À—#: 


le long de l'axe réel vers k: et de là le long de ia coupure axiale 


utilisée déjà à plusieurs reprises. Ce faisant nous 
balayons avec notre chemin d'intégration le qua- 
drant supérieur où il peut y avoir des zéros du 
dénominateur puisque nous plaçons autrement 
notre coupure de branchement. Ur ces racines ne 
nous intéressent pas ici. Car une racine pour À=Às 
avec partie imaginaire positive À apporterait dans 
son résidu un facteur e?” qui s’annule, pour r 
croissant, plus rapidement que toute puissance 
négative en r, donc ne nous intéresse pas en pre- 
mière approximation. 

Un raisonnement analogue au précédent qui a fourni les racines 
réelles de l'expression à intégrer montrerait qu’une autre racine 
réelle sur le chemin d'intégration n’est possible que pour le même 


ha — r/2 fini. Pour AV/a plus petit on peut faire le même raisonne- 
ment (analogue aux précédents). Nous évaluons l'intégrale dans le 


plan 7, ; là le chemin va ainsi que le montrent les figures 5 et 6 de 


T1——o au-dessus de la coupure passant de r,=—0 à l'infini 
réel négatif sur la droite, passe à gauche du point 7 = — k;, à droite 
des points , —0, 1 —=— \/4 va ensuite au-dessous de la coupure qui 


s'étend depuis 7; = + VA à l'infini réel positif, vers le même point. 
On a dès lors : | 


Ti + 


Le) —]T9£ (TT h ré te - 
Pipe) Vi pi, DEA rs Er NE Eee 


l 
J(T: + Te) = ere 2Jth) LE 


1 


Nous mettons cela sous la forme suivante : 4 
T1 — + 00 
jrs #pl{) RITATENS 
(136) 1 D Li 30 (r)o(r:, a) Ad}. 


Notons la présence du facteur À qui fait que cette intégrale et une 
intégrale formée à partir de celle-ci par intégration par parties et qui 
contient 3{/(kr) restent finies et continues pour À—0o (Nous pour- 
rions aussi éviter l’origine du plan À en faisant passer à droite devant 
elle la coupure de branchement avec ses deux lèvres, maïs ceci n’est 
pas utile). Nous allons maintenant faire usage avec Summerfeld de 


Ja propriété suivante des fonctions de Hankel qui résulte de l'équa- 


ton différentielle de Bessel : 


d del 
æ 


(137) aan) = (0 ) = (ae) 


/ 


s 
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Si donc on considère dans (136) Agef){àr) et qu’on intègre par par- 
ties, on obtient : 


1—= à dÿeu x _ 
 — he +0 AP (Ar )od) PÉLEE ses F ne 
(138) T1—=—2 r {Ar) PRE 
+ RErdr) ; de 
+5) an na 


Le premier terme du second membre est nul; il s'annule aux 
limites exponentiellement en vertu du comportement asymptotique 
de la fonction d’Hankel, il est partout fini et continu sur le chemin 
entier. Il reste donc à évaluer la seconde partie du second membre 


de (138) : 
vue dr) de dr 


« 
(139) NÉ Pena ee ni 
d3eh y 
. Nous posons de nouveau pour l'expression asymptotique : 
d8e Nr) a PA Le ji; e 
(140). ame A (ir) 2 — /2frire ed" N 


Si on consilère encore de même qu’en (74) : 


(141) Xi = —"1d7,, = — Ve, 


On a : 
I All Pau Fo À d 
Au # CA 4 Dr EE 
f (142) = +}/4e as e/ VIE CA A 
1 


Nous faisons avec Sommerfeld la substitution : 


| (143) =) — k;, dt = dx, 
on a alors : 
_(r43a) a —— ji += jViVE+ 2h 
_ et l'intégrale (142) prend la forme : 
(144) TEE e fe ie a ei” e dt 
où : 
(145) re 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 8 (Novembre-Décembre 1950). 45 
4 
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On a, d’après Sommerfeld ou d’après Dætsch (voir Les méthodes 
asymplotiques abéliennes qui contiennent, à titre de cas particulier, 
ce qu’on appelle le «lemme de Watson »). 


. ir SO) ejr 4h [= 
FETES > EL } Ÿ 
C7) PARLES Et dei 
On a donc : 
(147) I —(j/r*)e2""4/2fto). 
Comme pour {—0,1—#,,0ona: 
ki cs do 
(148) IL = — Fa ef" a 


La grandeur dy/dr; est donnée par la constante c,; non explicites 
ment donnée par (134) qui résulte du développement de pour rt; =o 
comme il a été indiqué à cet endroit. En faisant ce calcul fastidieux 
on obtient pour le milieu supérieur sur la surface de séparation : 


de 
(49) É Le m0 — 2: 


Dans le domaine au-dessus de la surface de séparation on a done! 
un champ qui décroît plus rapidement que 1/r? le long de l’axe hori-\ 
zontal. Si on vient donc de z très grand, on rencontre un champ de 
la forme + (e/%:/R,)(8 — h) qui s’aunule également pour £ petit. On 
a donc au-dessus de la surface de séparation, à des distances grandes 
de l’émetteur, la zone silencieuse dont il sera encore question par la. 
suite. < 

8) Le champ dans le quide peu élevé. — Nous passons maintenant 
. au champ dans l’espace inférieur, donc au champ régnant dans le 
guide proprement dit qui d’après nos conditions aux limites (96) se 
rattache de manière continue (avec ses dérivées continues) au champ 
discuté jusqu’à présent. Ce faisant nous supposerons le guide si peu 
élevé qu'il n’y ait pas encore d'apparition de pôles sur l'axe réel du. 
feuillet supérieur de la surface À de Riemann. Nous avons maïinte- 
nant à étudier les intégrales (210) et (21c) qui se déduisent l’une de 
l’autre en permutant £ et € En remplaçant de nouveau la fonction de. 
Bessel par les deux fonctions de Hankel et en procédant, comme 


précédemment, aux déformations de chemin d'intégration, on aura: 
successivement : 


(20) 1, —! fan) EP À A LP, 
2Js jar +cee—2Jmh) 


Nous'traitons cette intégrale d’après la méthode de Sommerfeld ;. 
en posant ici de même qu’en (136) : | 


Ad), 


+ { 
| {151) RS + 2e (ur)eu (rss Te)A@ 
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avec : 


(152) PRE (JTE eut) (ere Le, e+Jtifs—2h)) 
F 3 ju(r + cre—2JT 1h) 


on obtient, en vertu de (137), immédiatement par intégration par 
parties et par annulation du terme précédent l'intégrale comme dans 


(139) : 


20 die : 
(153) = [7 VAE dé dr 
Ci pe) 


d{r) dr dx Ad. 


: Par la substitution (143) et par le remplacement dé — 30r) par 
l'expression asymptotique on a de même qu'en (144) : 


De ON n 2 y; [+ PAL 
| (154) ie VI A onnee fi er dé 
avec : 

(155) AO RE du/de 


et de même, par un calcul analogue à (148) : 


Ur ; ke Fr des 
< (156) Deer ee Era ee 
En développant », de la même manière que #.en vue d'obtenir 
[doslds} , Ce que nous omettons ici, faute de place, on aura : 
( I 57) Fdes/dril — 510; 


- c’est-à-dire que pour le guide bas le champ s’annule suivant l’ordre 
de grandeur 1/r?. Nous sommes donc amenés à rechercher l’approxi- 


mation suivante. Ce faisant on peut avancer d’une étape à partir 
de (138) moyennant une intégration par parties en se servant de rela- 


tions appropriées pour la fonction fr). Un calcul trop long pour 


* être reproduit ici montre que le champ devient proportionnel à 1/r° 


et décroît suivant exp (— V/A(z — h)) à partir de la frontière supé- 
- rieure du guide : 


e—VA(s—2) 


(157a) DIS 2 


b) Si l’on recherche quel champ existerait en l'absence de la dis- 


continuité en e, on obtiendrait ce qui suit en reflétant l'émetteur avec 


SEE 


le signe négatif sur le sol infiniment conducteur (fig. 38). Etudions 
l'allure du champ en fonction de r pour s fixe. Sur le sol le champ 
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est bien entendu nul. La différence des deux rayonnements de 
l'émetteur et de son image donne : 


ejlaVri ris ejlaVri+ 2+ CP œ 
5 RS - gr = mme NU À 
(198) VA + (GP Vr+(+t" 


en développant les racines pour r grand et s fixe : 


ARE 


(159) Des — 27h 5 2, 


c'est-à-dire qu’il reste dans le champ l’ordre de grandeur Set le 
guide trop peu élevé n'est donc pas siège de champ. 


Fig. 38. Fig. 38a.. 


B.I.c.3) Le cas du guide élevé. Les pôles et leurs résidus. — Les 
raisonnements précédents valent pour le cas où le guide est si bas 


que l'expression sous le signe somme ne 


___—, 


La s, possède pas de pôles sur le feuillet supé- 
à rieur du plan entaillé d’après les figures 26, 
220 À 


Si maintenant w, À, Ae deviennent si 
—— grands que : 


| (53)  VAñ=0/eomopach > — 


PRE des pôles font leur apparition. Nous pour- 
rions déformer alors le chemin d'intégra- 
tion d'apres les figures 27 et 294 respective- 

ment (fig. 39). Les pôles situés, dans le plan à, sur le segment compris 
entre À #4 et À = , sont balayés par le chemin d'intégration, nous 
avons donc à évaluer les intégrales sur les deux coupures de bran- 
chement ainsi que la somme des residus. 


Nous avons vu dans (63) et (64) que pour A/4h compris eutre o et T 
il n'y a pas de pôles situés entre À — 4% et À — /e, : 


2/Ah entre o et 1l n'y a pas de pôle entre k, et ki. 
A/Ah entre x et 3x il y a un pôle entre 2 et 1. 


\ 
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2/4h entre 3x et or il y a deux pôles entre 3 et lire 
2/4 entre 97 et 77 il y a trois pôles entre k, et 4. 


2/Ah eutre (2n — rx et (an + 1)ril y a n pôles entre #2 et 1. 


Nous avons donc à trouver d’abord les résidus de nos expressions 
aintégrer. Nous avons. en récrivant nos intégrales : 


mn 


(136) = | 2) r)igu(ss, r)o. 


(151) M far) ages, 7) 


Le 


- en écrivant », et v, sous forme de fractions : 


C (160) Da — Z2/No (161) où —=Z1/Ni. 


-Les pôles sont alors les zéros de la fonction au dénominateur N;: 
qui sont les mêmes daus les deux intégrales. En désignant par X, 
le se pôle, on a pour le résidu R, : 


dNs aNi 


_ (162) A A le AU O) A0)/[ he 


On a alors pour les contributions dues aux divers pôles : 
ee : 


(164) Contributions des pôles dans IB — 2x72,R,2. 

_ (165) Contributions des pôles dans I = 2r)X,R. 

* Ce faisant nous supposons que ces pôles sont des pôles de premier 
ordre, ce qui se trouve démontré par le fait qu'en vertu de notre 

raisonnement les zéros soni simples. Il nous faut done former le 

- dénominateur de (162), (163), c’est-à-dire : 


4 AOC: MEN 
RS bas rec te Un? LeruntT c 


» et ce aux points À, qui sont des pôles. La contribution des pôles 
> s’écrit-donc en désignant les intégrales par l'indice ? (1=—1, 2) et en 
. appelant la contribution du pôle P!" où l'indice inférieur dénote les 
Ee s 5 = : ” RATS. À “ie 2 / 
deux intégrales 1, 2 et l'indice supérieur le nombre n des pôles : 


< n 
Z % 12 v £ aN; 
(167) Po DO 2O)/ he 
1 
Nous remplaçons 4€4(2,r) de nouveau par l'expression asymptotique. 
La grandeur Z renferme la variation de nos intégrales en fonction de z 


nés Mnièr 
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qui est différente pour les deux intégrales. Aussi allons-nous les 
écrire séparément : 


à —} EE a eJisr Je rl ne A) 
(ee —»>m/<e . : 
TJ: _ VX (TH Ts) he 
A 7 


jah(e +6 e—jtit) | 


e 
L d De 
LL Ru+oevai) ER 
.T : 
| ps 2,15 D Jury, 

A Era WE A Pop 
ï LR AUS 7. Vas(ci); re 
(169) « (. rule 2} 
É (ne Eee à naine) 


l = (1 + ere —2Jjuh) RE 


{ 


o es els 
pt = 2T A ï DE : 
Vas! 


tal} XX - 


| pay — € Pre + cel —2h)) 


(40e 2) 


(170) 


REY e à 

Ces résidus jouissent toutefois d’une propriété qui nous amène à. 
appliquer une autre méthode. Ils seraienten effet singuliers pour r=0ou 
et pour tous les £, ce qui contredirait notre hypothèse d'une source. 
ponctuelle. Ces termes ne doivent par conséquent figurer dans la. 
solution qu'asymptotiquement : il en est ainsi si au lieu de faire, 
passer le chemin par les pôles, nous le faisons passer au-dessous des. 
pôles. Il se produit alors pour 7 grand des cols au-dessous des pôles, 
de manière tout à fait analogue à ce qui se passe dans l'exemple du 
pôle, dans la théorie del’ RS de surface. Ces cols donnent lieu pour r 
grand aux expressions asymptotiques des résidus et deviennent sans. 
effet pour r petit ([6|, p. 179). 

Comme nous l'avons vu ci-dessus, les racines réelles sont comprises” 


entre T——\/A et T1 —0 sur le feuillet supérieur; elles viennent 


. quad Ay/A augmente, du feuillet inférieur de la surface À, en parti- 


culier du quadrant supérieur. Avant qu'un pôle fasse son apparition 
sur le plan supérieur, il s’annoncera déjà auparavant par eT°", ce qui 
disparait cependant asymptotiquement plus rapidement que toute 


puissance et peut par suite être négligé.” 
Notons que : 


(171) ko LKR, n—=— |": | ñ : 72 —=+— 7] | s | 1 
ce qui résulte de manière univoque de nos représentations conformes 
du plan À sur les plans 2. Ce sont des ondes qui décroissent 


gs 
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. Suivant 1/\/r. donc des ondes cylindriques dont l’amplitude décroit 
dans le milieu supérieur suivant e— | ® | (#—4) c'est-à-dire exponen- 
tellement à partir de la surface de séparation. Ceci doit être attribué 
à l'apparition de la réflexion totale dans le guide et sera discuté à 
part dans la partie physique. 

Dans l'intérieur du guide on établit la variation avec z de la manière 
suivante : 


(172) PU — 0. pour Z—0. 


en vertu du facteur et 6%, C'est-à-dire que l'amplitude croît 
suivant une loi en sinus depuis £ — 0. Ce facteur est valable de 
» 2—0o à 3 —Ù, *, étant négatif et réel; si 6 est suffisamment grand il 
peut exister plusieurs zéros, c’est-à-dire l'intensité est dans le front 
de l’onde une fonction sinusoïdale de la hauteur. | 
sprl peut s’annuler quand ets ei 0 c'est.à-dire 
[ri = mr. (174) (m=1, 2...). Or comme | 7; | <a, C(<h dans 
ce domaine, ce phénomène ne se produit que lorsqu'il y a au moins 
une onde pour laquelle dans l’espace € 53h le champ ne s’annule 
pas. Îl en résulte qu'il n'existe pas d'espace exempt de champ 
puisque les divers résidus ne se laissent pas séparer les uns des 
autres. Considérons maintenant le dénominateur : 
| (74) nU +671) =@. 
On peut écrire en tenant compte des signes de 7, et =: valables dans 
notre domaine : 


1 | 2 NEVERS vive) 

Éto): RTE ei re VE 

15 ; … ec Ur | Fe ele Mn 

É VOA) | ent (6 48) 25 GENE) |] 
Comme }, est situé entre 2 et k, en faisant tendre #2 k1 le pre- 


À — 4 

Nr Are 

Vas — ler 

® Le second terme devient également infini quand on fait tendre À 

vers 4, ou A», puis Æ, vers X2. Si on pose A (k, + k2)/2 et on fait 

tendre k,-> k>, ce second terme devient fini et différent de zéro ; alors 

* le premier terme devient infini seul! En d’autres termes quand le saut 
en « s’annule, les résidus s’annulent. 

__ Notons encore ce qui suit. On peut mettre @, aussi sous la forme : 


| (176) Di =0n + bn. 


- mier terme devient infini comme 
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Comme nous savons en vertu de (63) et (64) que le nombre de pôles 
est proportionnel à la grandeur A, on voit qu'on aura lors de la som- 
mation au dénominateur, un nombre qui croît avec le nombre des 
termes sommés, tandis que les autres termes gardent leur ordre de 
grandeur, de sorte que quand k augmente et que le nombre de 
résidus croît (c’est-à-dire quand la longueur d'onde diminue), la 
contribution de ces ondes cylindriques reste au-dessous d’une limite 
fixe. 

En plus de ces résidus, il reste encore à traiter la contribution de 
deux intégrales dues aux coupures de ramification dont la première 
(autour de k,) sera étudiée utilement dans le plan 7;, la seconde dans 
le plan *. Nous nous servirons, ce faisant, du chemin 2 ou du che- 
min 4 (fig. 27, 29, 830, 31). 

Or, une étude analogue à la précédente indiquerait pour les deux 
chemins d'intégration séparés |‘) que ces intégrales sont d’un plus 
grand ordre en 1/r que les ondes cylindriques et pour cette raison ne 
nous intéressent pas, sauf dans le cas de grand angle d'élévation qui 
de même que (77 bis), (162) fournit l’ordre de grandeur 1/R3. 

4) La structure fine dans le domaine de transition. — Nous avons 
trouvé diverses lois de propagation suivant la hauteur du guide, la 
distance et les angles d’élévation qui se ramènent aux formes sui- 
vantes : 

En haut : (1/R:)/18) où 8 est la distance polaire : 


L e—VA(s—h) LL —VA(s—h) 
7 ê ; 1e e ; 
Ea bas : 
ee Le 
f rà ? Vr £ LE 


Bien entendu, on a, dans la zone autour de l'émetteur, la loi de 
propagation en 1/R jusqu'aux points où ces lois sont valables, 
R étant la distance émetteur-récepteur. 

Etudions de plus près ces conditions. Si nous considérons l'expres- 
sion à intégrer dans (72), le facteur au dénominateur commun à 
toutes les trois intégrales : | 


(37) M—=rtee %uh 
sugeère un développement sous la forme : 
: Ne 
% 1H ce th { )'(c,e me ) 
VS 


(1) Nous avons étudié ci-dessus le chemin total dans une seule inté- 
grale. Maintenant nous avons fait passer le chemin sur les résidus et 
l'avons divisé en deux parties. Chaque intégrale devrait être étudiée à 
part par la méthode du col, mais cela ne nous intéresse pas ici. 
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Cette série converge tant que : 


(179) Réel 


Etudions donc notre domaine d'intégration ainsi que les chemins 
où cette condition est vérifiée. On a d’abord, et cela résulte de nos 
considérations lors de la solution de l'équation pour les résidus : 


(180) M 


si À va de + à k, sur l'axe réel ou un peu au-dessus de celui-ci 


dans le domaine jusqu’à la coupure hyperbolique (on voit sur la 
figure 20, en effet, que c, est situé à l'intérieur du cercle unité). 
On sait que 7, se déplace alors dans le demi-plan inférieur du 
plan =; (fig. (12 , (15) domaine hachuré horizontalement et oblique- 
ment). 

Pour À Xi, #1 —0, on a-ce %%}— 1"; en ce point la fonc- 
tion (7) possède une singularité (c'est le poiut où le numérateur de 
l'expression à intégrer s’annule également), Là notre développe- 
ment (178) n’est plus utilisable. Si maintenant À va de À — k, jusqu’à 
À = k: sur l'axe réel, r,; parcourt (comme nous l’avons vu (fig. 24)) 


l’axe réel négatif jusqu’à — (/a et c, ainsi que e—*#""} décrivant le 


- cercle unité. Si À continue à décrire la coupure axiale, c'est-à-dire s’il 


va sur l'axe réel jusqu'à À —o et de là vers le haut le long de l'axe 
imaginaire, 7 parcourt l’axe réel négatif vers l’inbni et c, va de +1 


jusqu'à o sur l’axe réel positif (fix. 24). 


e "continue à parcourir le cercle unité, 
-_ Si au lieu de faire passer x par le point À— #; on fait passer le 
chemin d'intégration au-dessous (fig. 4o), c, reste dans le domaine à 


‘hachures obliques, donc dans le 


cercle unité comme on le voit sur | | 
la correspondance des domaines à | VE 
hachures différentes (fig. 11, 20), | EE : 

71 reste dans le domaine à hacru- IN _— 
res obliques avec la partie ima- | Es 


eg ® GA 
_ginaire < o, c’est-à-dire que TZ 7 
É CRE tA À | 
- = Tant que 7; va vers le haut le l 72 
long de l’axe imaginaire positif, 2 LL 7 


on a | c, | — 1. Si l’on fait passer | 
la coupure de branchement et Fig. 4o. 

le chemin d'intégration dans le 

plan À de l’axe imaginaire positif | 

un peu vers la droite, par exemple, jusqu’à la coupure hyperbolique 
passant par Æ:, on voit sur les figures (27) et (14) si on considère les 
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limites du domaine à hachures obliques que- c, tend vers zéro à 
l'intérieur du cercle unité. Or il résulte des figures 15 et 16 que y 
possède une partie imaginaire positive, donc | e—2/%h | = ri On voit 
donc qu’il existe une courbe limite qui est située dans le plan À dans 


le domaine au-dessus de l’axe réel qui est à hachures obliques sur la, « 


figure 14 où | ce rih | — 1. Cette courbe limite passe par le 
point À #», r=—=—\/A, prolonge dans le plan 7, le segment de 
l'axe réel négatif compris entre o et — JA, mais doit s'éloigner vers 


le haut de l’axe réel négatif r;, car on a là[c, | 1, |c | 0 
quand Tr, ——. Si on dessine de nouveau le plan (fig. 41) on peut 


choisir le chemin en sorte que le long de tout le chemin la série (178) n 


Fig. 41. 


converge. Nous avons marqué d’une ligne en pointillé (en haut à 


gauche) que nous ne devons pas faire passer le chemin d'intégration 


trop loin vers le haut ; comme nous nous bornons de toute façon aus 


domaine au-dessous de la droite inclinée sous 45° dans le demi-plan 


de droite, 1l n’est pas nécessaire d'étudier la limite proprement dite … 


de notre développement qui est situé de l’autre côté. Il est.essentiel 


que la limite sur l’axe réel passe entrer, = — VA et 7, — 0. C’estsur! 
ce segment que sont situés les pôles éventuels où notre fonction 1/N 
est singulière et par conséquent tout procédé de sommation (par. 
exemple suivant les moyennes arithmétiques ou d’après Borel) est … 
voué à l'échec. Si donc nous procédons, dans l'expression à intégrèr, 
à ce développement, 1l nous faut éviter de faire passer le chemin. 


d'intégration par ce segment critique de l'axe réel. 
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APPENDICE II 


_Remarquons encore ceci. Nous allons nouS borner pour ce rss Re 
‘ñement à l'intérieur du guide, donc aux intégrales (726) et (g2c); i 


suffira d'étudier l'intégrale b : 
- I 2 (elite Jrit)le—Jus + c eftits—2h) L 

2b Ur, = — Î 3er) Pt XX. 
Q ) 1 EG À (AT) Pre exe 2J rh) 


É RE : 
TER 1 ; à eJnit _e Jul) jeis Ta (s—= en 
N ù < IL, _— E féchor) $ ja (e JT “Le ce (= en) 1 
{18r) 
DUP RL A K V'ée—2jvuh Fe 
< è ; PASS À LE 
0 € J 


S1 nous mettons l'intéorale sous cette forme, à savoir sous la forme 
- d’une somme d’uu nombre fini de termes et d’un reste nous pouvons 
si nous discutons chaque fois le reste, transformer l intégrale étendue 
sur la somme avec des termes en nombre fini, en une somme d’inté- 
grales, c’est-à-dire échanger la sommation et l'intégration. Or nous ne 
pouvons dès lors écrire ce qui suit tant que nous nous déplaçons dans * 
le domaine où la série converge ; si nous désignons provisoirement j 


ce in Darræi 
1 À ñn bip 
SP 1 À 
É: (182) p TE Dan dy" CE PR, —= Sy 2e Re \ 
à « -. û 
En vertu de la formule de sommation bien connue de la série : : 


s r > AS RAS Ê . 
géométrique tant que la série converge et représente RE 


Æ BR, = S — "tint “E (—)"# 2gn+2 mo 
(183) RD 


CS EE NU ed om re TE ee ee . 


L En substituant dans notre iutégrale à la fonction de Hankel son 
développement asymptolique on obtient : 


= re rh T € ET L 
1 L (FREE 5 2 Die : Ji Us (eJ 15 (pd LA) dome Le efei(s22)) î 
L É ne JT * 
(84) 7" AE PE 
| x (Xe eve 2, ja A 
\ : 2e 


On voit que lors de la multiplication chaque puissance de c, figure 
deux fois : on a d'autre part la multiplication de «* sous le signe de 
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sommation par € RATÉ ke puissance, d'autre part on a la même puis- 
sance en multipliant c/—" par e,e/"1—"), Considérons ces termes sépa- 
rément et écrivons aussi les intégrales séparément. Si donc nous 
effectuons la multiplication de la somme sous le signe et si nous per- 
mutons, dans la somme finie ainsi obtenue, la sommation et l'inté- 


gration on obtient avec X4X —— -,dr, : 
if Fat Fe. ee ah 
pe (BD tte 
EE D does Un 
s VX t 
Le (ejus are (ce als+ 2.2h}) 
ie [= Lens ee 13. Fo \d} 
(185) _ GE REES) Ca ce es+3.24)) 
_ Re jus) Re ctjeJrth2h+e) 7) 
es) (—c,pre ele trahh op 
H t 
ee ee retient i)as) 
enr (er — g—jtit) ent) 
vh * | 
(— yen! (e—ti8 +oredrils=2#)) 1 
(a + cre—2J71h) L 
Etudions donc la position des cols et considérons (ets THE) cr 


comme « fonction lentement variable ». Dès lors nous RU. 
mettre toutes les intégrales sous la forme : 


CT 


où représente la fonction lentement variable et { la grandeur 
ZE ,g + 2vh. 
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On a alors pour l’exposant dans l'intégrale : 


(187) JVE? = ir jut= f(x). 
On peut procéder ici comme daps l'équation (77), (78), (79) et 


- trouver le col dans : 


_tudes + 2vA des émetteurs additionnels d'intensité (+ c,), ou — (c,)Y 


(188) To—— kit/V/r? FA 1>0 


On trouve le chemin d'intégration du col de même que précédem- 


ment (équations (85) à (93)) en posant é au lieu de £ — À et +, au lieu 


de *:. Les cols sont alors situés snr l'axe négatif réel +; à la dis- 
tance {kr + ê à l’origine et les chemins d'intégration passent 


- sous un angle de 459, ainsi qu'il est indiqué sur la figure 35, de 
_ gauche en haut à droite en bas. 


_ On a de même qu’en (89) : 
(189) Flu) = re Be jiiRe 
où R, est maintenant la distance du récepteur r, £ au point r —0, 
Bi DV A 

La quantité he TR que nous avons pris pour une partie du 
facteur lentement variable qui figure done comme ee 


représente le diagramme vertical de notre émetteur qui se forme 


au-dessus du sol réfléchissant ; il en est amplement question dans la 


_ partie physique. 


Nous remplaçons donc notre émetteur (la discussion physique est 
faite en détail dans la partie physique) par un émetteur à l’origine 
ayant ledit diagramme vertical. Nous obtenons alors aux alti- 


\ 


_ respectivement. Ces émetteurs réprésentent les réflexions successives 


de notre émetteur sur la surface de séparation et sur la couche £ — 0. 
Chaque réflexion sur la couche £—A apporte le facteur c, et 


_ chaque réflexion sur z—0, le facteur (— 1). Nous insistons plus en 


détail là-dessus dans la partie physique (fig. 42). 
Nous allons maiotenant étudier comment les cols changent leur 
position en fonction de £. Quand y croît, { croît aussi : 


(190) =: kit/Vr° TA TS TN OC 


” Si maintenant y croîtet par suite, £ sin « croît aussi et Ti, se déplace 
lentement dans le plan 7, vers la gauche. Il en résulte que c, et par 
conséquent c? vont en diminuant puisque, ici, ainsi qu'il a été discuté 


à plusieurs reprises, c, varie entre + 1 et (Ve — V®)/ (Va + Va), 


cette dernière valeur serait atteinte pour d—x/2. La valeur extrême 
- qui pourrait prendre fs, serait —#, : en ce point on aurait À—=0, 
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c;(10)Y continue cependant à décroître ; quand A est petit, il devient. 
aussi rapidemént peut. 

Nous voulons d'abord examiner dans quel intervalle de distance 
nous pouvons faire état de ce développement et comment le reste se 
comporte dans chaque cas. 
Revenons à l'expression non encore développée de l'intégrale (-26} 
et constatons que nous ne devons développer l'intégrale que quand la 
partie principale (due à un col éventuel) ne tombe pas dans un inter-. 
valle interdit. 

Or nous avons vu qu'asymptoliquement pour r très grand, tant 
qu’il n'y a pas d'apparition de pôle, la partie principale de l’inté- 
grale se trouve à = 0 ((153) et suiv.). Nous voyons donc déjà que r. 
ne doit pas être trop grind. Quand des pôles apparai-sent avec des 
résidus, la partie principale a lieu aux points où les pôles se situent, 
donc en — VAT 0. Il nous faut donc choisir une zone enr, & 
où ce développement est valable. Or il faut pour cela d’abord que le 
guide soit si peu élevé que nul résidu n'apparaisse, puis que tous les 
cols ci-dessus soient situés à gauche de — \/A. pa i 
_ Considérons donc, de ce point de vue, successivement les intégrales 
dans (185). La première dans la première ligne est simple à étudier; 
nous aurions pu nous dispenser de substituer à la fonction de Hankel 
son expression asymptotique : on voit de suite qu'elle représente sim 
plement la superposition de la solution de Hertz avec l'émetteur en ! 
r—0,£8—Ù@ et d'un émetteur avec un déphasage de 1809 en r—0, 
z——{ (cf. (12) et (65) ainsi que la transformation du chemin qui : 
suit). Cette expression d'ensemble fournit le rayonnement de l’émet- 
teur et de son image (voir partie physique). | a 

La deuxième intégrale doit être considérée du point de vue de la 
méthode du col ; dans son exposant figure r— 2h : elle correspond 
à un émetteur à la haüteur 2 — 2h avec une intensité c, ; en fait il 
_ faut porter ici c,(T10) avec le 7; de notre col. Celui-ci est défini par : 


(191) no — (2h — s)//r (ah 2), 4 


Ainsi qu’il est expliqué dans la partie physique, on à k, cos 0—7:,, 
. où Best l'angle d'incidence sur la couche (fig. 43). Ce 1, ne doit pas 
dépasser la valeur — 1/4 pour que le col soit encore situé à gauche 
du point limite de la convergence de notre développement. Or : 


} : ki(2h — 2) re | k 
(192) — NOTE AS = —\/A (At —e>>0) . 


Vi (24 — 2? 


signifie que : D 


(194) cos P—\/Ac/V/e 


re ; ; 
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c’est la condition de la réflexion totale de Fresnel car on a là : 


(195) sin 8—\/c2fe 
c’est bien la réflexion totale. 
Notre condition revient donc à dire que le récepteur doit se trouver 
à une distance maximum à droite telle que la première réflexion sur 
la couche se produise justement sous l’angle de réflexion totale. 


6h 


“&h 


Fig. 42. Fig. 43. Fig. 44. 


Si nous passons maintenant à la deuxième intégrale, celle-ci 
contient { quiest un peu supérieure, en module, à savoir (£ + 2h), rio 
est situé alors un peu plus à gauche et en plus c, possède en:ore le 


on 
f de HE 
ne aa + dx 


Fig. 45. Fig. 46. 


D rl 
1 


- facteur — 1. Cela se produit de la façon suivante (fig. 44). Ce rayon- 
nement est dû à l’image déphasée de l’emetteur dont il vient d'être 
question, dont le rayonnement tombe de nouveau sous un angle un 
peu plus grand. Or, comme nous savons que quand + parcourt le seg- 
ment — VA jusqu'à — k, (r = À signifie À—o), va en décroissant 


jusqu’à la valeur (Ve —4/e)/(ÿ/e + V&), ce c, est déjà un peu 
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inférieur au premier. On peut continuer ainsi : les intégrales sui- 
vantes + c?. + c? avec les valeurs correspondantes ‘1e r nous fournis- 
sent les diverses réflexions qui se produisent successivement sur la - 
couche et le sol parfaitement conducteur. 


Fig. 47. Fig. 48. 


Celles-ci possèdent des valeurs c, qui vont en décroissant en raison « 
de tr qui va croissant, Demandons-nous à quel terme nous pourrons” 
arrêter le développement. Si nous considérons l’ailure de c, comme 


£ 


k 
1 5 


Fig. 5o. Figi52. 


fonction de à (ou de 745) sur le segment en question entre —\/A et. 
— À, nous voyons que pour Ac petit il décroît d’abord avec une rapi-. 
dité extraordinaire. Si nous posons à — x/2 — 0 et si nous portons le 
module de fonction de, a/\/àe nous obtenons (4e petit (<< 107?)} la. 
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figure 45. Le point = correspond pour A: — 10° à un angle de 1°82, 


c'est dire que lorsque le nombre de réflexions augmente le facteur de 
réflexion décroît très rapidement quand l'incidence devient plus 
abrupte, à quoi s'ajoute encore l'élévation à la vième puissance. 
- Nous nous arrêterons à un reste (dernière intégrale dans (185)) où 
cl est suffisamment petit et où par suite le reste a une valeur suffi- 
samment petite. Il s'ensuit que cette représentation en sources vaut 
pour un domaine où nous sommes en droit de représenter par 


Erirs — e TRE le diagramme vertical primitif de l'émetteur et l’ex- 
pression asymptotique de la fonction de Hankel reste valable jusqu’au 
‘point où la réflexion totale se produit sur la couche et donne lieu à 
un champ de l’ordre de grandeur 1/r. 
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RECHERCHES SUR LA PROPAGATION 
DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
SINUSOIDALES DANS LES MILIEUX STRATIFIÉS. 
APPLICATION AUX COUCHES MINCES 


Par For ABELÈS 


DEUXIÈME PARTIE (1) 


LES COUCHES MINCES 


Deuxième partie. — Nous y étudierons de façon détaillée les propriétés 
d’une seule couche mince d abord, et plus rapidement ensuite, celles de 
plusieurs couches minces. Après avoir passé rapidement en revue le cas 
d’üñe couche mince transparente sur support transparent en incidence 
normale, qui est une question bien connue, nous examinons plus en détail 
la même couche, mais en incidence oblique. Ceci nous a permis de mon- 
trer l’utilisation que l’on peut en faire pour polariser linéairement un 
faisceau de lumière naturelle aussi bien par réflexion que par transmis- 
sion. Nous avons précisé et développé la théorie d’une lame transparente 
sur Support quelconque (absorbant ou non) lorsque celle-ci est le siège 
d’ondes évanescentes. Nous avons donné des formules, que nous croyons 
être nouvelles, relatives à une lame absorbaente sur support transparent 
lorsqu'il y a réflexion totale au passage d'un milieu extrême à l’autre. 
C'est le cas, par exemple, d’une lame métallique déposée sur verre et 
recevant la lumière du côté support sous une incidence supérieure à 
Vangle limite pour le passage verre-air. Une question qui n'avait pas été 
encore beaucoup discutée est le déphasage introduit par la traversée d’une 
lame absorbante. Nous l'avons précisée en faisant des calculs numériques 
dans le cas de l’aluminium qui est utilisé pour la réalisation des lames 
de phase. Nous avons montré aussi les conditions nécessaires pour obtenir 
des écrans modifiant l’amplitude de l’onde transmise sans en modifier la 
phase et qui sont utilisés pour modifier la tache de diffraction donnée par 
un système optique. Une autré question qui a retenu notre attention est 
l'étude des caractéristiques (indice et épaisseur) d’une couche mince. Nous 
proposons trois méthodes optiques nouvelles pour l’étude d’une couche 
mince transparente. Nous les avons utilisées pour déterminer les indices 


(t) Voir Ann. Physique, 12e série, t, 5, sept.-oct. 1950, pp. 596 à 640. 
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de réfraction des substances suivantes : fluorures de magnésium, calcium, 
lithium, aluminium, cryolithe, oxyde de silicium. oxyde de titane. Nous 
avons mis au point une méthode simple et rapide pour déterminer par 
photométrie sous incidence normale les constantes optiques des métaux 
recouverts d'une couche mince transparente, ce qui permet d'obtenir les 
vraies constantes optiques, au lieu de celles correspondant au milieu 
oxydé. Dans le cas des couches multiplés, nous avons montré comment of 
peut annuler ou augmenter le facteur de réflexion des métaux. Nous 
avons réalisé expérimentalement des miroirs d'aluminium améliorés, dont 
le facteur de réflexion est passé de 0,88 à 0,94. Finalement, nous avons 
mis au point une méthode rapide pour le calcul des systèmes de couches 
minces alternées. Les calculs de 10 ou 20 couches minces alternées sont 
très commodes à faire en utilisant les polynômes de Tchébychev. Nous 
avons vérifié ainsi par le calcul des résultatsexpérimentaux de Miss Mary 
Baaning obtenus sur un empilement de neuf couches. 


i 
1 


Appendice. — On y expose l’itération d’une matrice à deux lignes et 
deux colonnes à l’aide des polynômes de Tchébychev. 


45. Dans la première partie de ce travail, nous nous sommes occu- 
pés des milieux stratifiés les plus généraux. Ceci nous a permis de 
faire, en passant, la théorie des empilements de couches minces 
"homogènes. Nous nous occuperons maintenant de problèmes pure- 
ment optiques. [ls sont posés par une technique assez récente : l'éva- 
“poration des couches minces solides sur divers supports. 

Nous n'avons pas l'intention de décrire de façon détaillée l’exécu- 
tion d’une telle opération. Nous rappellerons simplement le principe 
de la méthode. L'évaporation se fait dans une enceinte dans laquelle 
‘on a préalablement fait le vide. Pour obtenir des couches adhérentes 
et ayant une bonne résistance mécanique où aux altérations äl faut 
opérer dans un très bon vide. Les vaporisations doivent être effectuées 
‘à des pressions au plus égales à 5 X r0o—° mm. de mercure. On con: 
‘çoit maintenant comment le dépôt des couches minces est tributaire 
de la technique du vide. Si la-pression résiduelle dans l'enceinte est 
plus mauvaise, on obtiendra des couches moins résistantes mécani- 
quement ou aux altérations mais présentant des propriétés optiques 
très intéressantes. En effet, on a dans ce cas des couches présentant 
des lacunes (couches lacunaires). | 

Une fois le vide nécessaire obtenu, on chauffe 'le corps dont on 
veut constituer la couche à une température suffisamment élevée 
pour qu'il se vaporise. Les molécules sont alors libérées et vont se 
déposer sur le support qui doit être recouvert. En recommençant 
l'opération plusieurs fois, on pourra déposer successivement plu- 
sieurs couches de substances différentes. 
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Ces couches sont appelées couches ou lames minces, parce que 
leur épaisseur est très faible. Elle peut varier de quelques dizaines à 
quelques milliers d’angstrôms. Cette question sera d’ailleurs précisée 
plus loin. : 

Les données que l’on a sur les constantes optiques des couches 
minces sont assez réduites. Il y a là un très grand travail expéri- 
meutal à faire. On a pu constater que les caractéristiques d’une 
substance déposée en couche mince ne sont pas les mêmes que celles 
de la même substance à l’état massif Ceci n’a d’ailleurs rien de sur: 
prenant, étant donné que, d’après le mode de préparation des cou: 
ches minces que nous venons de décrire brièvement, la substance est 
d'abord morcelée probablement en molécuies, lesquelles viennent 
ensuite se condenser par le choc dû à la vitesse acquise au cours de 
l'évaporation. Le mécanisme exact de cette condensation est d'ail: 
leurs inconnu. Il faudrait ajouter aussi, que même les couches dépo- 
sées dans les meilleures conditions de vide présentent toujours une 
structure discontinue, souvent visible avec un bon microscope, e 
dont l'effet est l'introduction d’une certaine quantité de lumière diffu: 
sée par réflexion. Ici encore l'étude systématique de la variation du 
flux diffusé en fonction des conditions d’évaporation et de diverses 
substances, n’a pas encore été faite. Elle serait pourtant tres utile, 
car, outre les renseignements structuraux qu'elle pourrait fournir 
elle permettrait de mieux choisir les substances utilisées dans les 
instruments d'optique où la lumière diffusée, par le voile parasite 
qu'elle int oduit, nuit à la qualité des images. 

Les applications pratiques des couches minces seront examinées 
dans ce qui suit et nous y insisterons tout au long de notre exposé 
Leur intérêt théorique n’est d'ailleurs pas négligeable, car leur faible 
épaisseur permet d'espérer d'obtenir des renseignements sur le 
structure de la matière. L’étuie des états des métaux, par exemple 
doit nécessairement tenir compte de l'oxydation superficielle qui st 
produit au contact de l’air Les procédés d’étude des couches mince: 
permettront de classer de la façon la plus précise les métaux suivan 
la vitesse avec laquelle ils s’oxydent et de déterminer l'épaisseur di 
la couche d'oxyde qui les recouvre. En tant que méthodes optique: 
d'étude des couches minces, on a utilisé la photométrie et la polari 
métrie. Cette lernière a été utilisée exclusivement pour les métau: 
oxydes. Nous aurons l’occasion d’envisager les avantages respectif: 
de ces deux méthodes. [ci il faut surtout insister sur le fait que, dan: 
certains cas, les autres méthodes d'étude (rayons X et uiffractior 
électronique) sont inutilisables, par exemple dans le cas des couche 
sur surfaces immergées (c’est le cas des électrodes métalliques). 
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CHAPITRE PREMIER 


Une couche mince. 


46. Objet de ce chapitre. — Le cas le plus simple qui puisse se pré- 
senter dans l'étude des couches minces est évidemment celui où l’on 
en a une seule. Il a été beaucoup étudié et il me semble que la 
bibliographie complète de la question devrait contenir plusieurs 
centaines de références. Malgré cela, beaucoup de points sont restés 
encore dans l'ombre. Nous Te d’en aborder le plus possible. 
Le ca: d’une lame en incidence oblique, par exemple, est loin d’avoir 
déjà été approfondi. Quelques-uns des résultats qui suivent ne nous 
sont pas dus, mais afin que notre exposé présente une vue d'ensem- 
ble de la question, nous les avons incorporés. 

Dans le cas le plus complexe que l'on puisse envisager, qui est 
celui d'une lame absorbante sur support absorbant, nous disposons 
de six paramètres indépendants qui sont : les indices de réfraction 
» et d'extinction de la lame et du support (rapportés à celui du premier 
milieu supposé transparent), l'épaisseur de la lame et l’angle d’inci- 
. dence dans le premier milieu. On aperçoit ainsi la complexité du 
problème dans un.cas relativement simple. Remarquons d’ailleurs 
: que l'introduction de milieux à perméabilité magnétique ferait pas- 
ser le nombre des paramètres indépendants de six à huit. Nous sup- 
posons, comme partout dans ce travail, que l’on a affaire à des 
milieux isotropes. Il y a des cas où cette hypothèse n’est pas suffi- 
sante, et où il faut tenir compte de l'anisotropie de la couche mince 
ét même de celle du support. Ceci a été signalé par de Mallemann et 
Suhner [21] dans le cas des couches supe ficielles sur des supports 
biréfringents et par Wint-rbottom {22] dans le cas des observations 
de Tronstad et Hoverstad [23] sur des surfaces d'aluminium gardées 
dans de l’acide azotique concentré. Dans ces conditions, pour tenir 
compte de celte anisotropie, on pourrait être amené à introduire 
- encore quatre paramètres supplémentaires, ceci en supposant u— 1. 
: Donc avec cette dernière restriction, on pourrait avoir déjà un pro- 
blème à dix paramètres indépendants. Ce nombre donne une idée de 
la complexité de la question dans un cas qui se présente réellement 


dans la pratique. 


47. Formu'es générales. — On pourrait retrouver les formules géné- 
rales donnant les coefficients de réflexion ,r et de transmission ,{ à 
partir de la matrice [M] relative à une couche. Pour cela il nt de 
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se reporter aux formules données dans Je cas d’une couche inhomo- 
gène à paramètres variant lentement (1'° partie, $ 9). On trouve : 


{YoY 5 
(Vo — Y2) cos fa + i( 2 Le sin fu : 
ie? (iqur) 
IMPR Rte NON TT NS GNT LEA 
(Yo + Ye) cos Bi + É Je x) sin £: 
2ŸY56 
8 EP PPT PRE 6 Ce 0 Um 17.2 
NE HS (172) 


vai : 
(Yo + Y2)cos 8, + Ge +») sin f: 


Yo, Y, et Y, sont les admittances caractéristiques des divers 
milieux définies par : 


pour l'onde r (vecteur électrique normal au plan d'incidence) ; 


Se 
Y; =/# cos Ÿ; 
ei 


pour l'onde 2 (vecteur magnétique normal au plan d'incidence): 


#; sont les « angles d'incidence » dans les divers milieux; ils sont, 
reliés entre eux par la relation des sinus : 


— a 9 RES RE y LE : 
Vesto Sin Po — Vespa sin oi = V/esp, sine. 
B, est ce que l’on pourrait appeler le äéphasage de l'onde introduit 
par la traversée de la couche mince, c’est-à-dire que : 


2T nd k ? 
QE T Vita 4 COS 9, 


d, étant l'épaisseur de la couche. # 

Les formules (17.1) et (17.2) sont valables même dans le cas où la 
couche et le support sont absorbants. Si la couche seule est absor- 
bante, Y, et f, sont des quantités complexes et ceci introduira dans 
l'expression des diverses grandeurs observables, les iignes hyperbo- 
liques en plus des lignes trigonométriques. 

Dans le cas où l’on étudie l'effet des lames sur des ondes planes en 
incidence oblique, il est préférable d'introduire les coefficients de 
réflexion et de transmission de Fresnel (généralisés) correspondant à 
chaque intersurface et que nous désignerons par r: et {,(i — 1,2)res- 
pectivement. Les formules (17.1) et(17.2) s’écrivent alors : 

d'oel relat + re 


NÉ beeaten (173) 


a + ms 


ttetBr + 
be, Ÿ 
ei + rire (17.4) 
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Ces formules sont tout à fait classiques et il nous semble inutile 
de montrer ici comment on y aboutit. Pour une démonstration plus 
détaillée, on pourra se reporter, par exemple, à un mémoire que nous 
avons publié dans les Annales de Physique [6]. 


Précisons les expressions des coefficients de Fresnel généralisés. 


Nous l'avons fait déjà ailleurs [24], mais il n’est peut-être pas inutile 


de bien préciser la question. Si l’on suit l’histoire de cette question, 
ilest étonnant de voir le nombre de travaux qu’elle a suscités chez 
les grands physiciens depuis Fresnel jusqu’à Lord Rayleigh, Lorentz 
et Drude il y a une cinquantaine d'années. Ceci provient surtout de 
ce que la théorie électromaguétique de la lumiere n’a été vraiment 
adoptée qu'à ce moment-là. Les raisonnements sont encore simplifiés 
si lon introduit, d’après Schelkunoff, la notion d’impédance. D’une 
façon générale, on peut dire que l’on a : 


DAV NS 
ae ro es (17.5) 
2Y 4 
ET Er (17.6) 


tant pour l'onde 1 que pour l'onde 2, à condition de remplacer les Y,, 
par les valeurs que nous venons d'indiquer. Il faut faire ici une 
remarque, que nous avons déjà faite, mais qu’il est bon de préciser. 


5 v eee 8 à Je 
. Dans le cas de l’onde 2, où le vecteur magnétique H est perpendicu- 


laire au plan d'incidence, r; et {; se rapportent à ce vecteur. Cecr n'a 
aucune rmportance pour le coefficient de réflexion, car celui-ci est le 
même pour le vecteur électrique et pour le vecteur magnétique. Par 
contre, les coefficients de transmission ne sont pas les mêmes 


pour Ë et pour H, et ceci provient de ce que l'onde transmise n'a pas 


la même inclinaison que l’onde incidente par rapport à la surface de 


séparation des deux milieux, comme c'était le cas pour l'onde réflé- 


chie. Nous ne pouvons naturellement pas entrer dans le détail de cette 
question, qui sort du cadre de notre travail. Ce qu'il faut retenir 


simplement, c'est que l'application brutale des formules de Fresnel 
en remplaçant les quantités réelles par des quantités imaginaires, 
peut conduire à des résultats inexacts, surtout lorsque l’on étudie 


l'onde transmise. Nous verrons un exemple de calcul de ce genre 


. lorsque nous étudierons une lame absorbante en incidence oblique. 


UNE COUCHE MINCE TRANSPARENTE SUR SUPPORT TRANSPARENT ÿ 


48. Incidence normale. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
#;== 1, Ce qui correspond au cas des milieux ‘étudiés en optique. Le 
cas que nous étudions maintenant ne permet plusde distinguerentre 
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l'onde tr et 2 ; elles sont confondues, ce qui est normal pour des rai- 
sons de symétrie. Nous poserons Y; — Va n;, n; étant l'indice de 
réfraction du & milieu. Si l’on désigne alors par R, et T, les facteurs 
de réflexion et de transmission dus à la traversée de la couche, et par 


6, et 5, les déphasages des ondes réfléchie et transmise par rapport à 
l’onde incidente, on a : 


! ”, r? + r + 27172 COS di 
Re | ir | = 


; 
1 + rèr3 + 271723 COS &: 


(18.1). 


2 2 
= Mi GErDCEEN (18.2) 


9 ? 
1+ rir3 + 27179 COS ai 


rfi 1)sin 4 
DETTE ETES ETES M 


— Sin a se 
ER) (18.4) 
Nous avons supposé que la lumière se propage du milieu d'indice 
no vers le milieu d'indice n, (support). Renversons maintenant le sens 
de propagation de la lumière, c'est-à-dire supposons qu’elle se pro- 
page du milieu d'indice n° vers celui d'indice n,. L'équation (17.5), 
montre qu’il faut alors remplacer partout les r; que nous avions pré- 
cédemment par — 7; dans nos formules. On retrouve pour KR, et 
pour T, les mêmes valeurs que celles que nous venons de donner. D'où 
la conclusion : 
Les facteurs de réflexion et de transmission d’une couche mince 
transparente sur support transparent en incidence normale ne sont 
. pas modifiés lorsqu'on renverse le sens de propagation de la lumière. 
Par contre, les déphasages à, et à, sont modifiés et ils deviennent&’, et 
à, donnés par les formules suivantes : 


ra(r — 1) sin 4 


ÉD IQ 
6 °r DE de ri) + ra(x + r$) cos & ” 


(18.5) 
t& (ê — f)=te (à — 8), | (18.6) 


c’est-à-dire que l’on a : 
D Of : (18:93) 


Dans le cas particulier où les milieux extrêmes sont identiques 
ri — r, et par conséquent, les déphasages sont les mêmes quel. 
que soit le sens de propagation de la lumière, ce qui était évident 
a priori, étant donné la symétrie du système. Ce cas se présente 
d’ailleurs lorsqu’on a une couche mince entre deux verres collés avec 


N 


ZT Î | 
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une substance ayant le même indice qu'eux. Alors les formules 
générales deviennent : 


ar? (t + cos œ) 


R BE 2 D EE DS DEA EAC SIC IN 2 
à E + r cn 2r} cos æ ? 
21e 
(1 —r$) 
M 
1+ 71 + 271 COS 
3 
ke. (1— r$) 
Lg D, — —— 
| (r+rilie fi” 
a sin œ 
ty (ô, — M) —"— ; 
PT — COS &i 


La première-utilisation des couches minces transparentes sur sup- 
port transparent a été la diminution du facteur de réflexion du sup- 
port. Voici comment se pose le problème. Les milieux extrêmes 
étant donnés (ce sera par exemple de l'air et du verre comme sup- 
port), on dispose de-deux paramètres : l'indice de réfraction n, et 
l’épaisseur d, de la couche. On se rend très facilement compte que, 
quel que soit x,, on aura un extremum (maximum ou minimum) de 
R, et de T, lorsque à, — mr (m entierimpair quelconque), c’est-à-dire 
lorsque l'épaisseur optique n,d, de la couche est un multiple impair 

de À/4. Alors on a : 


Ro nef 2 
re ( nu | (18.8) 
n 
4 + Aons 
et l’on voit que pour annuler le facteur de réflexion du support, il 
faut utiliser une substance telle que son indice de réfraction soit la 
moyenne ‘géométrique des indices de réfraction des milieux extrêmes, 
c’est-à-dire telle que nr? — n,n,. C’est là un résultat bien connu. On 


- voit comment on peut, théoriquement du moins, supprimer le fac- 


teur de réflexion du support. Dans la pratique, on ne sait pas obtenir 
des couches suffisamment résistantes et d'indice assez faible (on 
devraitavoir n, = 1,23 pour un borosilicaten:—1,52 dans l’airnç—1). 

Si l'indice de réfraction de la couche est assez élevé, on augmente 
le facteur de réflexion du support. Si nous désignons celui-ci par R;, 
on voit facilement que R, >R, dès que n, >n,. Or on sait déposer 
des substances d'indice assez élevé (par exemple l’oxyde de titane Ti0, 
dont l'indice est voisin de 2,5). On pourra donc aussi augmenter le 
_ facteur de réflexion du support. 

La technique du contraste de phase, abondamment utilisée en 
microscopie, utilise des lames transparentes introduisant un dépha- 


sage À, — _. . Ceci aura lieu lorsque la relation : 


te |  Gn + nd [= LE (18.9) 


Sin œ1 
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sera vérifiée. Si donc on peut disposer d’une grande gamme de 
substances d'indices différents, ilsera possible de choisir la substance 
et son épaisseur de façon à avoir des lames modifiant à la fois 
l'amplitude et la phase de l'onde qui les traverse (ce qui revient à 
résoudre le système des deux équations (18.2) et (18.9) aux deux 
inconnues n, et d,). TES 

Pour obtenir un facteur de réflexion R, avec une couche mince 
d'épaisseur optique multiple impair de 1/4, il faudra choisir un 
indice n, tel que l’on ait : 

TE none(1 + VRi) 
AT Vi 

Pour toutes les valeurs de R, autres que zéro, il y a deux indices 
n, conduisant à un facteur de réflexion R,, l'un étant inférieur et 
l’autre supérieur à ÿnn, et tels que leur produit soit égal à nçn.. 

Les calculs que nous venons de faire sont relatifs à une onde inci- 
dente monochromatique. D'une façon générale, les facteurs de 
réflexion et de transmission et les déphasages à, et à, sont des fonc- 
tions de la longueur d’onde À de la lumière incidente par l’intermé- 
diaire des n; et de «, qui contient explicitement x au dénominateur. 
En première approximation, on peut admettre, Lout au moins dans 
le cas d’une couche transparente sur support transparent, que les n; 
ne varient pas avec À. Cette approximation est d'autant meilleure 
que la substance dont est faite la couche a un indice de réfraction 
plus faible. Dans ces conditions, R, et T, sont des fonctions pério- 
diques de la fréquence f— c/X de l’onde incidente, qui reprenrent 
la même valeur lorsque f a varié de la quantité c/n,d,. 

49. Incidence oblique (réflexion vitreuse ordinaire). — Ce cas intro- 
duit une certaine complication par rapport à celui que nous venons 
d'étudier. D'une part, nous disposons d’un paramètre supplémen- 
taire, l'angle d'incidence 4, dans le premier milieu, et d'autre part, 
nous devons distinguer entre l'onde 1 et l'onde 2. Les formules(18.1) 
à (18.4) sont encore valables à condition de calculer les coefficients 
de réflexion d’après les formules de Fresnel, c’est-à-dire que l’on. 
devra poser : 


7 Es ii COS Pi—i — ni COS Pi Sin (ÿi-y — %;| pour l'onde PT 
HT ny cos pis + micus pi Sin (9; 1 + wi) 

a Ni COS Pit — Ni-4 COS Pi __ tg(pi-1—v;) . : 
M micos pi1 + m1 cos Pi ty(Sr A+ vi) pour londe 2 


et remplacer dans l'expression de «,, n, par n, cos w,. 

Il s'ensuit qu’une onde incidente polarisée linéairement subit, 
tant par réflexion que par transmission, des variations différentes 
de l'amplitude et des déphasages différents suivant qu'il s’agit d’une 

onde 1 ou d'une onde 2. Par conséquent, une onde incidente de 
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polarisation rectihigne dans un azimut quelconque à partir du plan 
d'incidence (mais différent de:o° ou go?) donne par réflexion ou par 
transmission à travers une couche mince, une: onde polarisée ellipti- 
quement. Si la lumière: incidente est naturelle, la lumière réfléchie 
ou transmise sera partiellement polarisée. 

L'étude des couches minces transparentes sur support transparent, 
en: incidence oblique, a été faite surtout en vue de déterminer l'indice 
de réfraction et l'épaisseur optique des couches. Nous reviendrons 
sur cette question dans un paragraphe qui sera consacré exclusive- 


: ment aux diverses méthodes d'étude des couches minces. Pour l’ins- 


tant, uous indiquerons quelques applications pratiques possibles des 
couches minces. 

On sait que le facteur de réflexion d’une substance transparente 
quelconque. s’annule pour une incidence o telle quetg 9 —=n,fn, 
7, et n, étant les indices de réfraction respectivemeut de la substance 
et du milieu qui l'entoure. Ceci a lieu uniquement pour l’onde 2 
qui a, rappelons-le, le vecteur électrique dans le plan d’incidence et 
qu'on dit être polarisée normalement à ce plan. L’angle v est anpelé 
angle de Brewster. Une question qui se pose naturellement à l’esprit 
est la suivante : y a-t-il, dans le cas d’une substance transparente 
recouverte d’une couche mice, une incidence brewstérienne ? Dans 
le cas de l'incidence normale, nous avons vu que l’on ne pouvait 
annuler À, qu'en choisissant convenablement à la fois la substance 


- dont la couche est faite et son épaisseur et qu'étant données les valeurs 


de n,, dont nous disposons, il était pratiquement impossible d’avoir 
R,—o pour des verres légers. Dans le cas présent, nous verrons que 
la condition à imposer à », est beaucoup plus soupie et qu’on peut 
trouver pratiquement pour chaque verre une incidence brewstérienne 
(tout au moins pour l'onde 2). 

. Cherchons donc la condition pour que R,—0o. Pour cela, on se 


souviendra que le numérateur de R,, qui doit s’annuler dans ce cas, 


-est le carré du module de re + r,. En utilisant la représentation 
géométrique des nombres complexes, on peut dire que c'est le carré 
-de là longueur de la somm+ de deux vecteurs qui font entre eux un 
angle à, + mr. Par conséquent, pour que R, s’annule, il faut d’abord 
que a, + mr soit un angle de 1800 ou 3600. Ceci nous fournit la 
-condition qui fixe. l'épaisseur de la couche. Elle doit être telle que 
lon ait : 
(em + 1)X 


M rc0s or (m entier positif ou nul). (1921) 


D'après le théorème général démontré dans la première partie de 
.ce travail, si à, est un multiple entrer de 2x, R, —kK,, et, par consé- 
-quent, on péut aussi avoir À, — 0 quel que soit r, pourvu que : 

mx. 
7 21 COS 1 


d, (19-2) 
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tout au moins pour l'onde 2. Mais ce cas n’est pas très intéressant pour 
la pratique, ainsi qu’on s’en rendra compte dans ce qui suit. 

Supposons donc l'épaisseur de la couche choisie de façon à ce que 
la condition (19.1) soit vérifiée. Il nous reste à déterminer ny où 
pour qu’on ait R, — 0. Pour cela, il faut que r,—r,. Envisageons 
d'abord l'onde 2 et cherchons à déterminer +, en fonction de n,, ce 
qui revient à chercher l'incidence brewstérienne pour une couche 
d'indice donné. On aboutit à l'équation suivante [25] : 


a sint »,— bsin?®, +c—0o (19-3) 


avec : 
anni nini), b—=nifn{ni+ ni) —2nn], c=ninini— nn). 


On sait que, dans le cas de l'incidence normale, on doit avoir 
ni—non,. Or, dans ce cas, on voit que a—œc—o tandis que 
b= nonn, — n,)°  o et parconséquent, on déduit de(19.3)ques,—0, 
ce qui constitue une vérification de cette équation dans un cas parti- 
culier. ‘ 

Nous n’entreprendrons pas ici la discussion détaillée de l’équation 
(19.3), qui est une équation bicarrée très simple. On trouve qu'il ya 
toujours des racines réelles pourvu que n° > nçn,. D'autre part, ilya 
alors toujours une racine inférieure à l’unité ce qui est nécessaire pour 
que l'angle , existe. 

Il se pourrait que, vour des raisons d'ordre pratique, l’angle soit 


imposé d'avance. On pourra choisir alors la substance de la couche 
d’après la relation : 


no . 3 
none [: ar V: — À Es Sin? ?o COS P6 COS # | 
9 2 
1 


Me Rien Pure Cie 


Envisageons maintenant le cas de l'onde 1, qui est polarisée dans le 


0 
plan d'incidence. La condition rl? nous conduit ici à la condition : 


4 2 2 , 
‘ ni — Ning 
sin? = T9 71 291 T9 Tous . ‘ 
Po rien nn) (19.5) | 


1 


On vérifie facilement que seules les valeurs n° nn: conduisent à. 
des solutions, car sinon sin? 4, < o. Evidemment, pour n?}— Role, ON 
retrouve 6 — 0. : ) ë à 
Fa g—0.On peut résoudre (19.5) par rapport à 7, et on | 

= [A0 Sin? 9, + n, COS 9, COS Do] (19.6). ; 


mais ce cas n'est pas intéressant dans la pratique, étant données les 
substances que l’on sait déposer en couche mince. Dans le cas d’un 


{ 
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flint extra-dense, n, — 1,75, en prenant une couche d'indice te 1,00 
(ce qui. d’après les expériences que nous avons faites et qui sont 
décrites plus loin, correspond à de la eryolithe), on trouve d’après (19.5) 
un angle o, d'environ 320. Il n’y a donc que des cas très rares où l’on 
sait annuler le facteur de réflexion pour uné radiation incidente pola- 
risée dans le plan d'incidence. 

On a utilisé jadis et on utilise encore parfois aujourd’hui [26] une 
‘lame de verre sous incidence brewstérienne pour polariser linéaire- 
ment un faisceau de lumière incidente naturelle. On dispose ainsi 
d’un moyen simple et bon marché pour remplacer les nicols et qui a 
de plus l'avantage de permettre l’utilisation d’un grand champ. 
L’inconvénient de ce dispositif est sa faible luminosité, En effet, le 
facteur de réflexion pour l’onde 1 est, dans le cas de l'incidence brews- 
térienne, donné par la formule : 


EAN 
ng — oi 


Tr) 
A6 + F2 


Eu 


Î 


ce qui, avec les verres dont on dispose(1,5 < n, 1,75) conduit à des 

valeurs de R;y comprises entre 0,15 et 0,26 environ. Donc, après 

réflexion sous cette incidence, on ne retrouve que 7,5 0/0 à 13 0/0 
de l'énergie incidente. 

C’est dans le but d'augmenter la luminosité du dispositif qui vient 

* d’être décrit, que nous avons préconisé l’utilisation des verres recou- 

verts d’une couche mince transparente. En effet, pour l'incidence +, 


déterminée par (19.3), et que nous désignerons par #,, le facteur de 
réflexion R;, pour l’onde 1 est donné par : 
+ { nŸ COS? 41 — nonz COS Po COS 21 
LD RES (5 COS? 91 + None COS Po COS Ya 
si l’épaisseur dela couche satisfait à la relation (19.1). Il faudra choi- 


_sir l'indice n, de la couche de façon à avoir Ri, >> Rs. Or ceci a lieu 
. dès que n, >> n,, c’est-à-dire dès qu'on utilise pour la couche une sub- 
stance plus réfringente que le support. Ceci se démontre analytique- 


_ ment, mais il est inutile d'allonger cet exposé pour en donner Îa 


démonstration. D'autre part, R1, est une fonction croissante de n, et 
de +. On aura donc intérêt à utiliser des substances aussi réfringentes 
que possible pour augmenter la luminosité de notre dispositif. La 
figure 3 indique les variations de Ri, avec n,. Si l’on se souvient que 
l’oxyde de titane en couche mince a un indice de réfraction de l'ordre 


. de 25, on constatera que ceci correspond à Fur 0,80, ce qui veut 
dire qu'après réflexion, on recueille 40 0/0 de l'énergie incidente (le 
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maximum utilisable en polarisant linéairement un faisceau de lumière- 
naturelle serait de 50 0/0). 

Un inconvénient des couches minces est qu’elles ont une réflexion 
sélective, c’est-à-dire que leur facteur de réflexion ‘est fonction della. 
longueur d'onde de la lumière incidente. Ceci est d’ailleurs vrai 
aussi pour le verre nu, car on sait que les indices des verres sont des 
fonctions de À. Mais dans ce cas, étant donné la faible dispersion des. 
verres, Ro est pratiquement constant dans tout le spectre visible. 

Il n’en est pas de même pour les 
. verres recouverts d’une couche mince. 
Dans ce cas, en négligeant, comme 
nous l’avons déjà fait plus haut, la dis- 
persion des indices de réfraction, on 
aura une bonne idée des résultats à 
espérer en étudiant la variation de R, 
avec «,. Nous n’étudierons pas ceci en 
détail, mais donnerons un exemple 
pour le cas d’une couche d'oxyde de: 
titane déposée sur un verre d’indice- 
n, ==.1,09, et d'épaisseur; Re 
pour À — 0,550 y et une incidence 
o0 — 7402530". Riy — 0° pour 1cette: 
longueur d'onde, tandis qu'aux extré- 
mités du spectre visible on a Riy, — 0,08 
pour À = 0,4 pet Ris 0,02 pour- 
1 = 0,8 u. En somme la variation de 
Riy entre les deux extrémités du 
spectre pourrait être rendue infé- 
rieure à 0,029. D'autre part, R4, qui 
est de v,787 pour À — 0,550 y sera de- 
0,73 pour À— 0,4 pu et de o,75-pour 
À 0.8 y. On voit que les polariseurs. 
ainsi construits seront utilisables assez 
bien dans tout le spectre visible. Pour- 
les mesures de grande précision, il sera préférable d’avoir plusieurs- 
verres traités avec des couches d'épaisseurs différentes. Ceci ne pré 
sente pas de difficulté pratique, surtout que le prix de revient de telles. 
lames est très bas. 

Le procédé que nous venons de décrire pour polariser linéairement. 
un faisceau de lumière naturelle présente un principal inconvénient : 
il dévie le faisceau incident, Le problème serait résolu si l’on pouvait. 
utiliser une lame mince par transmission. Dans ce cas encore, ik 
faut en somme améliorer une solution connue depuis longtemps : 
la pile de glaces. Cette solution est très médiocre car un empilement. 
de 12 lames donne un degré de polarisation d’à peine 96 0/0. Nous 


À 
Riu 


0,50 
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1 ñ . ; : 
avons vu qu en traitantconvenablement le support on peut avoir à la 


ET 


fois Riy — o et Rain assez élevé. Puisque R; + T, = 1 il s'ensuit 
que, dans ce cas, Try — 1, tandis que Ti, est petit. Le degré de pola- 
risatron pour la lumière transmise par une couche mince dans ces 
conditions sera : 

CO ET Er RE VCD mp 

TOUT + Tag 24 Tag 


etil sera d'autant plus grand que Ti, est plus petit. Or ceci corres- 
pond justement aux conditions optimum trouvées dans le cas des 
polariseurs par réflexion (R4, aussi grand que possible). 

Dans le cas que nous avons déjà examiné, d’une couche d'oxyde 
de titane (n, — 2,5) sur du verre (n, — 1,53), on a trouvé R4, — 0,8 
et, par conséquent : 


Comme dans le cas des piles de glaces, P augmente très rapide- 
ment avec le nombre des surfaces traitées. Pour une lame de verre 
traitée sur les deux faces et assez épaisse pour qu’on puisse supposer 
qu'il n’y a pas d'interférence dans la lame, on a : 


1— 0,04 0,96 
1 + 0,04 — RAA ES 0,92 
et pour deux lames recouvertes d'oxyde de titane sur les deux faces 
et parallèles entre elles, P — 99,7 0/0. | 

On a ainsi une solution bonne et peu coûteuse du problème qui 
consiste à polariser linéairement un faisceau de lumière incidente 
naturelle. Nous n'insisterons pas sur les variations de P avec la lon- 
gueur d'onde, dont la discussion est basée sur celle que nous avons 
donnée dans le cas de la réflexion. A titre d'exemple, indiquons que 
dans le cas de deux lames traitées sur les deux faces avec de l’'oxyde 


de titane, P passe de 99,7 0/0 au milieu du spectre visible, à 


99.3 0/o aux extrémités du même spectre. D'une façon générale, on 
peut rémarquer que si la solution par réflexion est meilleure (par- 
faite) lorsqu'on travaille en lumière monochromatique, celle par 
transmission sera meilleure lorsqu'on utilise une certaine étendue 
spectrale. Ce raisonnement ne tient pas compte de la sensibilité 
spectrale du récepteur qui est utilisé avec notre dispositif. Celle-ci 
intervient d’une façon bien connue chaque fois qu'on utilise un 
rayonnement non monochromatique. En choisissant convenablement 
la longueur d'onde pour laquelle on calcule le polariseur, c'est-à-dire 
en tenant compte de la sensibilité spectrale du récepteur qui lui est 
associé, on diminuera sensiblement son effet achromatique. 

Nous nous sommes étendus assez longuement sur l’utilisation des 
couches minces comme polariseurs. C’est parce que cette application 
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nous paraît destinée à être généralisée dans les mesures polari- 
métriques. La réalisation des lames traitées est très facile. La meil- 
leure façon de déterminer avec précision l'épaisseur de la couche 
pendant l’évaporation de la substance serait de l'éclairer avec une 
lumière monochromatique polarisée perpendiculairement au plan 
d'incidence, et arrivant sous l'incidence calculée. On arrêtera l'opéra: 
tion lorsque la surface traitée ne réfléchit plus de lumière. Cette 
méthode paraît être plus précise que celle qui consiste à déterminer 
l'épaisseur optique de la couche d’après sa couleur en réflexion nor: 
male et avec une lumière incidente blanche. Etant donné qu'on peut 
traiter des surfaces assez grandes, on aura un champ utilisable assez 
grand, malgré la grande inclinaison des lames sur le faisceau, 
incident. 

Nous avons vu au début de ce paragraphe qu’une couche mince en 
incidence oblique polari-e elliptiquement une vibration incidente 
rectiligne. Il nous a fallu choisir une certaine épaisseur particulière 
de la couche pour que ceci n'ait pas lieu. Examinons donc ce qui se 
passe dans le cas général. Pour rendre plus intuitives les propriétés 
d’une couche mince transparente sur support transparent en incidence 
oblique. on peut dire qu'elle se comporte du point de vue optique 
comme un cristal uniaxe dont les axes optiques seraient la normale à 
la surface et la trace du plan d'incidence sur celle-ci. 

Supposons que l’onde incidente soit polarisée lineairement, le vec- 


ur E fdisant un angle de 45° avec le plan d'incidence. La vibration 
réfléchie sera caractérisée par la différence de phase 4; — y — ô, 
entre ses composantes suivant le plan d'incidence et perpendiculaire- 
ment à celui-ci et par le rapport tg W, des amplitudes de ses mêmes 
composantes, te W,— | ,rylirs | . LAN R 

Ces quantités se calculent à partir des formules (18.1) et {18.3). 
. Nous poserons avec VaSiëek [27] pour simplifier l'écriture : 


A = rin(t + Lay) + ray (1 + ri) COS &,, 
A'=ru(t SF ra) Le ra(1 + r41) cos 2,, 


Ut 2e \res 
B— ran(i — rie Sin &,, 


(19.7) 


B'— — ri — r11) sin a, 

et l’on en déduit, puisque d’après (18.3) : 
TE B’ 
CATEERTS 18 = 
que l’on a : 
| BR 
8 bn te y __ A" A7 AB'+A'B 
1 + tgôr. gr BB’ AA’ -BB' (19.8) 

TU * + 


1848 (Ori — dr) — 


Ms 


{ 
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D'autre part, on écrira que : 


Dans le cas de l'incidence normale, on a évidemment A — A’ et 


ÉD: donc:A.— "0, ce qui constitue une vérification de la 
formule (19.8). Dans le cas de l'incidence rasante (o, — 900) 
= — 711 et, par conséquent, d’après (19.7) : 

bb ==0) AZ + ro + 2721 COS @, A'=— (1 + Es + cos a) 


ce qui montre que A, — mr. D'une façon plus précise, on peut dire 
que lorsque », varie de o à + r/2, A, varie de o° à + +. D'autre part, 
lorsque 9, — 0° ou go°, Riy — R1, et, par conséquent, tg W, — 1, 
Y,—=/45 + mr. 

Lorsqu'une couche mince transparente sur support transparent est 
utilisée par transmission, il se produit un phénomène analogue au 
précédent, c'est-à-dire qu'ici encore une onde polarisée linéairement 
est transformée en une autre possédant une polarisation elliptique. 
Supposons que l'onde incidente soit polarisée linéairement, comme 
dans le cas de la réflexion que nous venons d'envisager, c’est-à-dire 


que É fait un angle de 45° avec le plan d’incidence. Alors, en définis- 


sant de manière analogue 4, — ôy — ôuette W— | sfu/its | , on voit 


sans difficulté que : 


(Para — 711721) Sin œ 


Es LE 1 + rare + (rare + Tale) COS ai (19.9) 
tandis que : 
| Till 
to Ur fé . 


Ici, contrairement à ce que nous constations tout à l'heure A, varie 


- entre la valeur o pour 9,—0° et une valeur en général différente 


de + x pour ÿ, — 90°. D’une façon plus précise, on a, pour une onde 
en incidence rasante (9, — 90°) : 


(ni — n2) V(ri — nG)(n2 — ni).sin a 
aninà — no(ni +- n3) x nGni — n3) cos @1 


(19.10) 


to Ar 


152 2 , , 
avec, naturellement, «, —4rd,V7; — no/À. On peut avoir, évidemment, 
tg À,— 0 si n, — ny Où nn; — N,, Car ceci équivaut à la suppression de 
la couche mince. La même valeur de tg A, sera obtenue aussi si 


l'épaisseur de la couche est telle que a, — mA4Vn?— n$ (m entier 


positif quelconque). 
Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Novembre-Décembre 1950). 47 
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20. Incidence oblique (réflexion totale). — On peut faire très simple- 
ment la théorie d’une couche mince en réflexion totale, en suivant 
une méthode que nous avons indiquée [28]. 

Nous partirons encore des formules (17.3) et (17.4) donnant les 
expressions de ,r et de ,f en fonction des coefficients de réflexion et 
de transmission de Fresnel, ainsi que de ©, : 


re + re 


—: 1729 
4 et% + Tara ( 7 ) 
%: 
get 
QE ae . (174) 
et + riro 


Nous supposerons d’abord qu’il y a réflexion totale seulement à 
l'intérieur de la lame, c’est-à-dire que l’on a ER 1, tandis 
que 1. D'après une remarque faite dans la première partie 
de ce travail, les expressions des coefficients de Fresnel, déduites de 
la théorie électromagnétique de la lumière, restent valables, à condi- 
tion, de tenir compte des quantités imaginaires qui s’introduisent,. 
puisque ces coefficients sont obtenus uniquement à la suite d’opéra- 
tions linéaires. 

Avec nos hypothèses, la relation des sinus donne pour sin +, une 
valeur supérieure à l'unité. Or, dans nos formules n’entre que la 


quantité cos o, — \/1 — sin? #,, qui est imaginaire pure. Nous pose- 
rons : 
“ De . F 
n, cos p — iVh sin? po — 1? —iy,, (20.1) 
et : 
LT .4T ' 
UT mdicos pis yd, = ia. (20.2) 
Reprenons les expressions des r; données plus haut et cherchons 


comment elles se transforment dans notre cas. Un calcul facile mon- 
tre que : 


no COS Po — à iB Ô 
no 006 % —în _ iBu A Rene | 
LEE 008 20 LT — e! avec te —— don (20.3a) 
TEA Lys — Jo COS LE) Les LOP CENT Yi ; 
it A nes os  n3 C0S & e avec : is — = — ñ3 COS & : (20.36) 
0 : 
___ M COS Po — Enwy à Ô, Te | 
PR OP avec à te A (20.3c) 
ny. OS Lo. +: LpYi 2 ni COS 


inaYs — ni COS-Pa 
la = 


— aide. 
el avec: ge", (20.3d) 


; 2 
UnsYi + ny COS P? 
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Il faudra se rappeler, lorsqu'on fait des calculs numériques, que 
ôy et 5x, sont dans le 4° quadrant, tandis que &, et 8, sont dans le 
2° quadrant. C'est pour avoir tous les ‘angles compris entre o «et x, 
que nous avions posé dans le travail cité plus haut ([281), rin et ra 
avec des sigues différents de r1, et ray. ci, nous rétablissons la 
symétrie complète des formules. 

Compte tenu des résultats que nous venons de trouver (qui sont 
d'ailleurs presque classiques ; seules les formules donnant les r2, et ray 
n'étaient pas connues, mais leur établissement est absolumént analo- 
gue à celui des formules connues donnant r11 et 74,), on déduit 
de (17.3) que : 

e—+iù + el 


PR EE) DRE (20.4) 
et par conséquent : | 
20, —4 
; +1i1+2e ‘1cos (ô1— 6) 
BR | pp = © 20.0 
Fi liri e + 14208 "4 cos (à + ô) ( ) 
(e 4 — r)Sin à 
tg de ea (20.6) 


28% cos & + (1 +e 4) cos à 


On vérifie que R, donne le facteur de réflexion des milieux o et 2 
au contact lorsqu'on fait d,—:0 (c’est-à-dire qu’alors a, — 0), tandis 
que dans le même cas à,—0 ou +. Les variations de R, et de à, avec 

. l'épaisseur sont dues aux exponentielles. Elles sont donc assez rapi- 
» des. Pratiquement, R,—1 dès que e-“—0,o1, c’est-à-dire que, 
pratiquement, il y a réflexion totale à partir d’une épaisseur de la 
- couche donnée par la relation : 


dy = 


0.37 
RS (20:7) 

Le déphasage de l’onde par réflexion, à,, sera alors approximative- 
mentégal à à,, c’est-à-dire que tout se passe alors à peu près comme 
si la couche était infiniment épaisse. 

da relation (20.7) permet de tirer quelques conclusions, qui sont 
d’ailleurs presque 1ntuitives. L'épaisseur à partir de laquelle une 
couche mince se comporte comme si elle était pratiquement épaisse 

est d'autant plus petite que là différence entre l'indice de réfraction 

. du premier milieu et celui de la couche est plus:grande et que l'angle 
d'incidence de l’onde est plus grand. Cette épaisseur est, d'autre part, 
proportionnelle à la longueur d'onde de la lumière incidente,'et croît 
lorsque À croît. Une couche mince qui réfléchit parfaitement dans le 
visible réfléchira beaucoup moins dans l’infrarouge, 

Examimons maintepant comment secomporte par transmission tune 
couche mince transparente dans laquelle:se propagent-des:ondes éva- 
rescentes. Pour avoir les facteurs de ‘transmission, il suffit ide :se 
rappeler qu'elle n’est pas absorbante et que J’on a ,parconséquent, la 


.. M 
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relation R, + T,— 1, ce qui, compte tenu de (20.5), nous donnera ia 
valeur de T,. Mais nous voulons connaître aussi le déphasage ô,intro- 
duit par la traversée de la couche. Puur cela il faut évaluer ,f, ce qui 
exige la connaissance des coefficients de Fresnel 4, et {, Dans le cas 
de l’onde 1, nous avons remarqué déj: que l’on a &—=1 + r;, tandis, 
que pour l’onde 2, cette relation est vraie si l’on envisage le vecteur 


es : , e 
champ magnétique H. Puisque l’on à la relation : 
VeE — VuH 
entre les amplitudes des champs électrique et magnétique, une fois 
déterminé le coefficient de transmission de la lame pour l'onde 


magnétique, il suffira de multiplier le résuitat par Ve,u./s,uo (ou, 


dans le cas optique, par n,/n,) pour avoir le coefficient ,{ pour le 
champ électrique. Reprenons donc la formule (17.4), et rappelons-nous 
les expressions (20.3) des r, ainsi que la relation {; = 1 + r;on obtient: 


d4 
(1 + e1)(1 +eièle ? 
= ERA ee (20.8a) 
67“ + e' d11+ 031) 
a 
no (a + er + efûtll)e a 
pee pe (PCR L'an 
ne e 4 + etlô1ll+Ë2il} 


ce qui conduit, pour &,, à la formule unique, valable pour les deux. 
ondes : 


etre ô + Ge s 
te Brute : A ; (20.9) 


Donnons aussi l’expression de T, ; il s'écrit : 


FF — 4e 4 sin 8 sin de 
VERÉTE 


SN RAR RATE PIS 20.10 
e “+ 5+ 2e "4 cos (Bi + De) 


D’après ce que nous avons dit plus haut, sin 8, et sin à, sont 
toujours de signes contraires, et, par conséquent, T, est bien une 
quantité toujours positive. On vérifiera aussi que lorsque d, —o, 
tg à —o tandis que T, prend la valeur donnée par les formules de 
Fresnel pour le passage du premier au dernier milieu. | 

Les calculs relatifs à une couche mince en réflexion totale sont done 
aussi simples que ceux relatifs à la même couche en réflexion vitreuse 
ordinaire. On peut discuter facilement les variations de T, (et donc 
aussi de R, — 1 — T,), 6, et à, avec l'épaisseur de la couche ou avec 
la fréquence de l’onde incidente (Dans ce dernier cas, on suppo-era 
que les indices de réfraction des divers milieux ne présentent pas de 
dispersion). On remarquera que a, est une quantité proportionnelle, 
à la fois à l'épaisseur d, de la couche et à la fréquence f—=c/fX dé 


( 
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_ l'onde incidente. Il s'ensuit que 2T,/od, et T,f sont proportion- 

. nelles entre elles et proportionnelles aussi à àT,/2a, avec un coefficient 
de proportionnalité qui est un nombre positif. Or : 


2T__ _Ae %(e 4) 

2 (eo 74 + 2Be + :/° (20.11) 
avec : 
A= — /,sin ô, sin 6, (quantité toujours positive), B—cos (ô, + &,). 


H s'ensuit que oT,/0a, est une quantité toujours négative (nulle 
pour a, — 0 et pour a; —), donc T, décroît lorsque d, et f augmen- 
tent. Par conséquent les courbes donnant les variations de T, avec d, 
ouavec À doivent avoir l'aspect que montrent les figures 4 et 5. 


Fig. 4 


Il y aura un point d’inflexion de la courbe quelque part. Pour le 
trouver, on écrira que 2?T,/oai — 0. On a : 


TD Ao le "1 2Be 4 — Ge 2% — 2B6 + + 1) 


Fe (20.12) 
ui dE (e—22 + 2Be7 4 + 1)? 
- et tout revient à chercher la racine comprise entre o et 1 de : 
x" — 2Bxÿ — 6x? — 2Bx + 1 —0 (20.13) 


qui est une équation réciproque. La résolution ne présente pas de 
difficulté particulière. On trouve pour e—* la valeur suivante : 
: \ 


em {C+ VC —4) avec : C=—B+ VB +8. (20.14) 
2 EE } 


On choisira les signes de façon à avoir 0e < 1. 
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On peut étudier de la même façon les variations de à, donné 
par (20.6) avec a,.. On trouve que : 
dôr — 2e ‘sin à cos? ë 
dus 1 [2e cos 8: + (x + e7 74) cos à |? (20.15) 
[(r + e—4)cosô, + 2e“ cos à,] 


Puisque à, est dans le 4° quadrant, le dernier crochet est multiplié, 


par une quantité toujours positive. Pour avoir les maxima ou minima 
(s'ils existent) de ÿ,, il faut 
annuler le crochet ce qui 
conduit à résoudre une 
équation du second‘ degré 
en x—e"* et à chercher 
ses racines comprises entre 
o'et 1. Or, puisque le pro- 
duit des racines de cette 
équation est un et que leur 
somme est positive (c’est 
— 2cos à,/cos à,), il s'ensuit 
que, s’il y a des racines, il 
y en aura une inférieure à 
l'unité, donc que à, passera 
par un extremum. 

Fig. 5. Nous ne discuterons pas 


5 


en détail,la question. On … 


arrive au résultat suivant : 


a) n>n3. Il y a {aussi bien pour l’onde 1 que pour l’onde 2) une 


° , 
valeur de a, qui annule à. 


b) nj—n2. Alors à, — 5, + x et à, —0 pour. a, —0. 
:c) n <n,- Ne s'annule jamais et garde toujours le même signe; 


elle est toujours négative, donc à,est une fonction décroissante de a. 


Dans tous les cas, à, tend asymptotiquement vers à, lorsque a 
augmente indéfiniment. 


L'étude analogue de à, est encore plus simple, car elle dépend dea, 4 


par l'intermédiaire de la quantité (e—% — 1)(e-“ + 1). D'une façon. 


plus précise, on peut dire que à, passe de l'a valeur zéro qu’elle a pour 


a,—0 asymptotiquement vers la valeur (5, + 9,)/2 obtenue lorsque. 


a, — ©. Nous ne nous attarderons pas plus longtemps sur cette ques- 


ton, rappelant simplement que nous l’avions annoncée dans la Note” 


déjà citée | 28]. 


Signalons, avant de terminer ce paragraphe, deux applications. 


intéressantes d’une couche mince en réflexion totale : la réalisation 


des filtres passe-bas et passe-haut et de lames pouvant remplacer les 
lames quart d’onde cristallines. 


Le | 
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Les filtres passe-haut seront particulièrement intéressants pour des 
études faites dans l’infrarouge lorsqu'on désire supprimer toutes les 
radiations au-dessous d’une certaine longueur d'onde. Ils sont basés 
simplement sur la forme de la courbe représentative de T,(X). Prati- 
quement, le problème est assez difficile à résoudre, car il faudrait 
avoir des substances transparentés dans la région que l’on étudie. 

Une couche mince transparente en réflexion totale introduit une 
différence de phase de go° entre les composantes de la vibration inci- 
dente situées dans le plan d'incidence et normalement à celui-ci 
chaque fois que la relation : 

És (= Je x) to (2 + an). fer" + 1\° 

É 2 M 2 ns ee vs ) 
est vérifiée. Cette relation peut être satisfaite dans de très nombreuses 
circonstances. On aura ainsi un dispositif analogue à une lame quart 
d'onde dont les axes auraient les directions des deux vibrations que 
nous venons d’envisager. On peut choisir les substances et l'angle 
d'incidence », dé façon à avoir une énergie transmise assez impür- 
tante. De toute façon, il faut rappeler que les deux vibrations princi- 
pales ont leurs amplitudes modifiées däns des rapports différents. 


21. Incidence oblique (réflexion limite). — Nous supposerons main- 
tenant que l'angle d'incidence +, dans le premier milieu est tel qu’il 
y ait réflexion limite à la surface de séparation des milieux d indices 
ñn, et n,. On a donc n, sin #,— n,. Pour avoir les formules relatives 
à ce cas, il faut étudier ce que deviennent les expressions (17.3) 
et (17.4), qui sont de la forme 0/0. Nous partirons d'un angle 4, — do 
dans le premier milieu et l’on prendra ÿ/de comme infiniment petit 
principal. Alors : 

ni cos p, =? — n?sin? (9, — de) —Vo2ni sin y, cos pd? — a, 
A, COS (25 — de) = ño COS 6, 
et par conséquent : 


No COS Go — 4 Pa Eu a — ñna COS LE) 

MI n cos@ + a ? 2 a + nm cos gs ? 

: di ; 0 du 

Ci 1 L 1Ar ani + 1hrxa en posant æ — >; 
270 COS % LES 4 RARE 
nca à * LE PAT co 


En portant ces valeurs de r;, {; et e“* dans (17.3) et (17.4), on 
trouve immédiatement que : 


No COS Op — 79 COS Oo + 132T Nora COS Yo COS ®2 (oi 1) 
= D , . 
an ng COS EG + 72 COS Os + 12m os CO  Oÿ COS Oz 
| ee, : (21.2) 


LS T0 COS Oo + Pa COS Ga “+ L2TNoN2 COS Po COS Va 
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Ecrivons les expressions des facteurs de réflexion Ru, et de trans- 
. . “ » LA LA ” 
mission T1,, ainsi que celles des déphasages par réflexion ôr, et par 
transmission Ô4 : 


* 


2 2 
(n9 COS o — na cos @a}? + 4rænin2 COS*9., COS? a 
A D HP AU RP EE ee ue 


Fur 9 21.9 
1 (no COS @o + n° cos pa»)? + kr nèns cos? 95 COS? O3 ( ) 
hnone COS Do COS Ya 
= © 5 — ? —- — 1 — Ri,, (21.4) 
(no cos 6 + m5 cos @)? + 4TxEngne COS? 66 cos? @ 
‘ 2 
ATÆnong COS Do COS? © 

te dr — (21.5) 


n° cos? Do — n3 cos? Ps + &rx?nên} cos? o COS? D: Ç 

— 2TÆNoN3 COS Po COS Pa / 

FN rm 2 2 er (21.6 

t8 du Ro COS Po + 2 COS Pa ) 
Les calculs sont tout à fait analogues dans le cas où le vecteur 

électrique est dans le plan d'incidence. On a : 


. 


& nŸ COS 9o — an " n:Q — nf COS &: 
= © 11 —= 
nŸ COS @o + Añe mA + n? COS @s 
PME T0 ___  anom COS ® RL: ns ELITe 
= +=, OH) = — > ——, 
1 ni COS Eo + no UE n2Q + nj COS ps 


d'où les expressions suivantes des coefficients de réflexion et de 
transmission : 


Ne COS Qu — Ro COS Ps + É2TŒN? COS Po COS Ps 


Ti 
ail : 3 21, 
Rs COS Po + No COS 2 + ÉATTN? COS Vo COS Es | GED 
270 COS @o 
RC PAR QU PL PE PPENS EM EG. PEUR AT RAS (21.8) 
A2 COS Oo + No COS Ps + 12TÆN, COS Y, COS Os 


. 


On déduit de là les formules suivantes : 


ne a (no COS @s — na cos ©)? + &rxEni cos? 99 COS? 9: (2 ; ) 
(79 COS @s + 73 COS 0)? + 4ræ°nÀ COS? ®o CUS* ps ; 9 
hnons COS Yo COS We 
Tin es £ 


CR ST DCR ER EE TNT REPLI MERE 1, ‘(21.10 
(70 COS @2 + ne COS po} + T2èn4 COS? Oo COS? Ps è ( ) 


2 
* ATænyni COS po COS? p2 
PRO CMS RE 
(A9 COS De + Na COS Po) + 4T &°n; cos? 5 cos? v: 
2 
— 2TÆN 4 COS Po CUS Vs 


18 Sn — No COS Ps + A: COSVO (21.12) 


Les formules relatives à l'onde réfléchie sont équivalentes à celles 
données par de Mallemann et Suhner [29], qui n'en donnent d'ail- 
leurs pas la démonstration dans leur article. Les formules relatives à 
l'onde transmise me paraissent être inédites. 
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On peut remplacer dans ces formules les cosinus par leurs expres- 
sions en fonction des indices de réfraction des divers milieux en 
tenant compte des relations suivantes : 

EE 2 2 GR 2 

| no COS, —= Vnè — n?, n3 COS ®, — /ni— n?. 

On étudiera facilement les variations des facteurs de réflexion et 
des déphasages avec æ— d,/X. (20.3) et (20.9) montrent que l’on a : 


2 
h, = TC 


| _ B+ Cr?” 
en posant : 
_ A—{(n;cose,—n,cosp,),  B—{(n,cose, + n,cos w,)}?, 
_ C—4rninicos gp, cos?o.. (onde 1} 
A={(n,cos®,—n:cospo), B—(n;,cosy, + n,coso,)?, ; 
C—Ar'nfcos?v, cos? e,. (onde 2) 
On en déduit que : 
= A dR; 2CiB — Az 
RE AT BURN 


donc R, est une fonction régulièrement croissante avec l'épaisseur 
de la couche, comme dans le cas de la réflexion totale. Elle part de 
la valeur A/B qui est le facteur de réflexion lorsque les deux milieux 
d'indices 7, et »r, sont au contact et tend asymptotiquement vers la 
valeur 1. Puisque la tangente à Vorigine est horizontale comme 
l’asymptote, il y a un point d'inflexion. Pour le trouver, cherchons 
l'expression de la dérivée seconde de R,. On a: 

dB 2C(B — A)(B — 3Cx°) 

LE NNNT (B + Cx°?} 


 l’abscisse du point d’inflexion est donc : 


AA 
eZ. (21.15) 


La valeur de R, en ce point est : 
: 3A + B 
4B 


et si l’on remarque que A/B — R, facteur de réflexion pour les 
milieux n, et n, au contact, il s'ensuit que : 


LS 


# 3To 
R=r(r+38R)= rl +3) 7 


donc, au point d’inflexion de la courbe représentative de T, en fonc- 
tion de æ, le tacteur de transmission a les trois quarts de la valeur 
qu'il aurait s’il n’y avait pas de couche. 
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Envisageons maintenant les déphasages par réflexion à,. On a, 
dans tous les cas : 


Az » 
Sous » (21.16) 
en posant : 
À — hrnçnicos #, cos? v,, B=— n?cos? vo, — nicos? y, 
C —4r°nini cos? y, cos? v, (onde 1) 
À — hrnçn? cos p, cos? 9, B—nicos 0, — n?cos?9., 
C—#4r?nicos? v;cos?o, (onde 2) 
d’où : 


I dùr A(B — Cr?) 


cos20r dome (BE Gr?) 


et par conséquent, il y aura un maximum ou minimum de ô,si BG 
est une quantité positive. Or C est toujours positive et B a le signe 
de n,— n,. D'où les trois cas suivants selon les valeurs du ras DE 
n/N0 : 

1° 79 > A. Il y a un extremum pour x — VB/C. C'est un maximum. 

2° n—nñ,. La courbe représentative de à, en fonction de x part 
tangente à l’origine à l’axe des x. Il n’y a pas d’extremum. 

30 n, << n,. Il n’y a pas d’extremum. = 

Dans les trois cas, à, part depuis la valeur o ou x pour æ —oet 
tend asymptotiquement vers la valeur x ou o. Nous ne chercherons . 
pas ici la position des points d’inflexion. 

Les variations de à, avec x sont visibles sur les équations qui les 
définissent. tg à, est proportionnelle à æ avec un coefficient de pro- 
portionnalité négatif. 

Nous n’étudierons pas ici les variations de R,, à, et à, avec n,/n, 
et n,/n,. Gette étude ne présente pas de difficultés particulières. On. 
exprimera au préalable ces trois quantités en fonction des deux 
variables choisies en tenant compte des relations (21.14). Les ca 
sont un peu longs. 

Dans le cas où les milieux extrêmes sont identiques (n,—n,)ona: 


2 2 2 
R TÈL?nQ COS? Pv x ( ni — ni) 
DE le es D 
EL + TT?np COS? 9 E + mx n — ni) L 
1 I 
to dr nd 
TÆN0 COS Po nn 


rcV/nè — n? — 


8 dy = — rXn, cos Po— — TL ni — n, 


4 
R Ori ni ni — ni) 
== 


3 ï RC TRES V ANR 1 
no + Tx?n cos? Po fe T nn — ni)” 
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2 


no ñ5 
te dr] = Menton =, = == , 
DH PNCOS ON RæniWn$ — nf 
s 2 9 [72 2 
tes TÆN COS-Po TNA 6 — 4 
ES Te eee = — 5 — . 
0 no 


Dans le cas où les milieux possèdent une perméabilité magnétique 
(a 1). les formules que nous avons trouvées restent valables, à 
condition de remplacer partout n; par n;/u. 

Nous aurions pu obtenir les. formules correspondant au cas de 
l'incidence limite à partir de celles du paragraphe précédent, c’est- 
à-dire en partant d’un angle légèrement supérieur à l’angle limite vs. 

On obtient encore, naturellement les mêmes résultats. Ces deux 
modes de calcul servent pour vérifier l'exactitude des résultats 
obtenus. 

Résumons en quelques mots les résultats que nous avons obtenus 
dans ce paragraphe. Il n’y a pas de discontinuité au passage par’ angle 
limite. Les formules correspondantes montrent que, dans ce cas, 
- l'influence de l’épaisseur de la couche et de la fréquence de l’onde 
incidente se manifeste par des termes en d,/X ou en (d,/1)', tandis 
que dans les cas précédemment étudiés, ces paramètres intervenaient 

- par l'intermédiaire d’un cosinus (cos Fra, cos 9) ou d’une expo- 
4T 
eq VA PATENEEAEE , 
nentielle és à ). S'il s'agissait de trouver une parenté, on pour- 
rait dire qu'une couche en incidence limite se comporte d’une manière 


analogue à une couche en réflexion totale. En particulier, les applica- 
tions de celle-ci et de celle-là sont les mêmes. 


. 22. Incidence oblique (réflexion totale aux deux intersurfaces). — 

Ce cas n’est pas très intéressant. Nous l'étudions surtout pour que 
notre travail soit complet. Par hypothèse, il y a réflexion totale aux 
deux intersurfaces, c’est-à-dire que l’on a à la fois n, sin 9, > n, et 
ñ, Sin #, > n,. Les formules relatives à ce cas ont été données dans 
une Note déjà citée [28]. Par analogie avec les notations du $ 20, qui 
restent valables, nous poserons : 


ss ZE RS Sara 
ñ,.COS 9, —=iVnisin Po a — Yo 
Dans ces conditions, on a: 


a 2 ren Po nai cad niv 
LD == F = = y 
Hop. M nn tr 
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donc les r, sont des quantités réelles. En portant les valeurs des r; et 
de à, dans (17.3), on obtient : 


e—a+iô + re 
T e—@ de re 


On en déduit le facteur de réflexion de la couche : 
UE Uri =} 


ce qui était prévisible d’ailleurs puisque dans le support ne peuvent 
se propager que des ondes évanescentes. ; k 

Ce qui est plus intéressant, c’est la différence de phase introduite 
par réflexion. On trouve que : 


(e "1 — r3) sin à 


ÉD RE 
Cha ane + (e 4 + r3)cos à 


On remarquera que cette formule redonne celle que nous avons 
obtenue précédemment (20.6), dans le cas où il y avait réflexion 
totale dans la lame seulement, si l’on y fait r,— 1 etsi l’on multiplie 
267% par cos à,, ce qui est assez naturel car nous savons que, dansce 
cas, r, a pour module l'unité. Il est donc inutile de discuter dans ce 
cas encore les variations de à, avec d, ou avec 2. 

Dans le cas où il y a réflexion totale seulement à la deuxième inter- 
surface, c’est-à-dire lorsque n, < n, Sin9, << n, on a : 


reit _ ei 
TE 


1 1 ? 
ei + rietè: 


et l’on trouve encorequeR, — 1, tandis que le déphasage par réflexion 


est donné par : 


dE (tr Er) sin (02 — æ&) 


ars + (1 + ri) COS (02 — a) 


… Ici la variation de à, avec d,/x se fait, comme dans le cas de la 
réflexion vitreuse ordinaire, par l'intermédiaire de sin a, et cos a, 


ce qui n’a rien de surprenant, car dans la lame il y a bien des ondes 
ordinaires non évanescentes. 


ÜNE couce Mince TRANSPARENTE SUR SUPPORT ABSORBANT : 


D’ f: L 2 | 2 , ; e 
une façon générale, on peut dire qu’une couche mince transpa- 


rente se comporte toujours de la même façon, quel que soit le support 


sur lequel elle est déposée. Ceci veut dire qu’il y aura toujours dans 
la couche des rayons qui interfèrent de la même façon. Mais lorsque 


Nu 
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le support est absorbant, la réflexion « métallique » introduit une 
différence notable dans les phénomènes observés. C’est pour cette 
raison que, quoique les formules relatives à une lame transparente 
sur support absorbant soient presque semblables à celles déjà don- 
nées, il est utile d'examiner de près ce cas. 


23. Incidence normale. — Nous commencerons par le cas le plus 
simple, qui est celui où la lumière arrive normalement aux faces de 
. la lame. Rappelons qu’une substance absorbante est caractérisée, en 
ce qui concerne la propagation des ondes, par deux paramètres, qui 
sont son « indice de réfraction » et son « indice d’extinction » (Dans 
le cas des substances ayant une certaine perméabilité magnétique, il 
faudra introduire un troisième paramètre caractérisant cette propriété). 
Ainsi que nous l’avons indiqué plus haut, les formules relatives à la 
réflexion vitreuse sont encore valables dans ce cas, à condition de 
caractériser le milieu absorbant par un « indice de réfraction 
complexe » n —y—1x dont la partie réelle représente |” « indice de 
réfraction » et de la partie complexe l’« indice d'absorption ». Le nom 
- d'indices donné à ces quantités est assez arbitraire. Pour une discus- 
sion plus approfondie, on se reportera au mémoire d’Arzeliès [2]. 

Le coefficient de réflexion est une quantité complexe dans le cas de 
la réflexion méta!lique. Ceci sigaifie que l’onde réfléchie présente non 
seulement une atténuation d'amplitude par rapport à l'onde incidente, 
mais encore une différence de phase. Nous poserons donc r, — peits, 
Tr, étant encore une quantité réelle. On en déduit le coefficient de 
réflexion ,r dû à la lame : 


raeë + pese: Le raeë(o — 62) + pe 
LM. PE + ripsetl: ni AULT cg 0:) - BTE “ 


(23.1) 


ce qui montre que l’on aura les mêmes formules que dans le cas d’une 
lame transparente sur support transparent, à condition de remplacer 
«, par «, — 0, et r, par p, dans les formules trouvées plus haut. Nous 
aurons donc finalement : 


nr? p3 + 2r1ps cos (&1 — 05) (23 2) 
ANT 4 riP5 + arips cos (@1 — 02) | 


RE pa(rf — 1) sin (ai — 6e) 
] 7 rfr op?) H pa(1 + ri) cos (ou — 0) | 


D'une façon générale, si le support est métallique, et si nous som- 
mes en incidence normale, #, est supérieur à | r, | et ce fait nous 
conduira à des résultats assez différents de ceux obtenus dans le cas 
d’une couche mince sur support transparent. 
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‘On a : 
DR ME pif, (23.4) 


RE + V9 — lus 
avec : 
2 
2  (u—v% + 


2—= - == ge 
, CERTES D? ni» 


‘On connaît maintenant toutes les quantités qui entrent dans les. 
formules générales et l'on pourra donc évaluer sans difficulté le’fac- 
teur de réflexion ou le déphasage introduit par réflexion par ‘une: 
couche mince transparente sur support absorbant. 

Les ‘variations de'R, ét de à, avec d, ont lieu par l'intermédiaire 
de sin «, et de cos «, ét seront analogues à celles obtenues dansile 
cas d'une lame sur support'transparent. Par contre, la variation de 
ces mêmes quantités avec la fréquence de l’onde incidente n’est plus 
aussi simple, car les «€ indices » du support varient alors de façon 
appréciable. 

Peut-on annuler le facteur de réflexion du support? Cecine pour- 
rait avoir lieu que pour une épaisseur de la couche ‘telle :que- 
a, — mr + 0, avec mentier positif quelconque..Par définition, ‘p, est 
toujours positif. Donc si : 


y y a CO, ù faudra avoir: p.17", a —2mx +4, 
RG us T0 » ne a (2m + 1)jr +, 


Na etre , : Me né 

Mais, d après une remarque faite plus haut, en général p, >|" F 
et par conséquent. on ne peut pas annuler le facteur de réflexion des 
métaux. 


Si-nous regardons ce-qui se passe dans l'air (n, — 1) ou dans un 
milieu d'indice inférieur à celui de la couche, r, <o et R, sera 
minimum lorsque à, —0, à un multiple de 27 près. Ce minimum 
sera d’ailleurs plus faible que la valeur R, correspondant au métal 
nu.-Ceci se voit facilement si l’on remarque que p? <'R, et que 
R; min > pi. 4 
_ Parcontre, sin, > n,, R, sera minimum lorsque l'épaisseur de la 
couche est telle que «, soit égal au déphasage 9, introduit par la 

réflexion métallique augmenté d’un multiple impair de x. Ici encore, 
R; min << R;. 

On peut aussi, comme dans le cas d’une lame sur support transpa- 
rent, augmenter le facteur de réflexion ‘du support. Pour cela, il 
suffira de choisir des épaisseurs de couche telles que Si nn, 
a — (2m + 1)r +0, etsin, > n,, a, — 2mr + 0,. Nous avons ‘étudié: 
ceci dans une Note aux Comptes rendus[30]. Quels que:soïent net, 
on a toujours, lorsque l'épaisseur de la couthe est choisie: comme: 
nous venons de l’indiquer, R max > Ro: 
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Pour donner une idée des résultats obtenus dans les cas où R, est 
Maximum ou minimum, nous donnons le tableau suivant corres- 
pondant à quelques métaux usuels, recouverts successivement d’une 
couche d'indice n, —1,3 (ce qui correspond à de la cryolithe) et 
M — 2,9 (qui est l'indice approximatif de l’oxyde de titane). Le pre- 
mier milieu est l’air(n, — 1). 


| Aluminium {- 


Rim. 


Rim 


Chrome 


Rbodium 


. Ce tableau permet de vérifier les résultats que nous venons d’énon- 
cer, à savoir : quelle que soit la substance dont la couche est faite, on 
a toujours Ri min  R et Rimax > R;, pourvu, naturellement, que 
- l'épaisseur de la couche soit choisie de la façon indiquée. 
* Les valeurs données se calculent facilement à partir des relations 
. suivantes : 
— ral 2 e + | ral \2 
Rinin = (TE ) 3 LP | ET.) . (23.5) 
-Pour'avoir Rj mn le plus petit possible, il faudra, puisque pour les 
métaux utilisés comme miroirs p,  VR,, que [r,| soit aussi 
. grand que possible, c'est-à-dire que n,/n,,soit aussi grand que pos- 
sible. On à vu d’ailleurs que si | 7, | = p;, Ramin — 0. On voit, en 
>raisonnant de la même façon, que n,/n, doit être choisi comme dans 
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le cas précédent pour que Rimax Soit aussi élevé que possible. Ce rai- 
sonnement simple n’est pas rigoureux Nous avous calculé la dérivée 
de Ri min et de Rimax par rapport à n,/n,.°On trouve que : 


ce qui confirme nos affirmations. 4 

Nous nous occuperons maintenant d’une autre application d’une 
couche mince transparente sur support absorbant. utilisée en lumière 
incidente normalement sur les faces de la couche. Elle consiste à 
déduire de mesures de facteurs de réflexion les constantes optiques 
du support. On sait que les métaux exposés à l'air s’oxydent, ou ” 
bien sont attaqués par d’autres agents chimiques qui s’y trouvent. II 
s'ensuit que la mesure des constantes optiques d’une surface métalli- w 
que qui n’est pas protégée des agents atmosphériques, e-t presque 
toujours faussée à cause de la couche superficielle qui se forme. 
C'est probablement à ceci qu’est dû le fait, que nous avons couram- 
ment observé, que les miroirs d'aluminium ont des facteurs de … 
réflexion variant entre certaines limites. Pour obtenir des résultats 
cohérents, il semble donc tout indiqué de taire des mesures sur des 
surfaces métalliques qui ne sont pas au contact de l'air. C’est ce 
qu'ont fait déjà plusieurs expérimentateurs en opérant dans le vide. 
Mais le montage de mesures polarimétriques (les seules qui puis- 
sent donner à la fois les deux paramètres du métal) dans le vide, est 
extrêmement délicat. Nous proposons dans ce qui suit de le rempla- 
cer par des mesures photométriques sur des métaux recouverts d’une 
couche mince transparente 

Voici comment on opère : on fait d'abord une métallisation et. 
ensuite, sans ouvrir la cloche, c’est-à-dire sans laisser le métal au 
contact de l’air, on le recouvre d’une couche mince «’une substance 
transparente. On prépare ainsi deux miroirs métalliques traités … 
avec la même substance en épaisseurs différentes ou avec deux sub-” 
stances différentes. On prépare en même temps des lames témoins 
de verre, recouvertes seulement de la même couche que le metal et 
avec la même épaisseur de couche. L'étude de la lame témoin permet: 
de déterminer l'indice de réfraction et l'épaisseur de la couche mince 
transparente. Il est d'ailleurs préférable d'utiliser une substance 
dont l'indice de réfraction a une valeur bien connue, ce qui per-… 
mettra de déterminer avec beaucoup de précision l'épaisseur de la” 
couche par simples mesures de spectrophotométrie. Quoi qu’il en soit, | 
nous Supposons connu tout ce qui concerne la couche mince. Il suf=…. 
fira de mesurer les facteurs de réflexion en incidence normale des 
deux échantillons de métal traité, pour en déduire les « indices de ; 
réfraction et d'absorption » du métal. 


ur. 
c 


Là 
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Ainsi qu'on peut le constater, la méthode est très simple et ne 
nécessite aucun appareillage particulier. Il suffit d’une installation 
de spectrophotométrie pour pouvoir étudier même les variations 
de y et de x avec la fréquence de l’onde incidente. Nous supposons 
que le métal recouvert est en même temps protégé de toute attaque 
d'agents chimiques extérieurs, ce qui paraît être bien le cas en réalité. 

H nous reste à établir les formules permettant, à partir des valeurs 

- mesurées de R,, ainsi que de n, et de à, qui'sont connus, de déter- 
miner les paramètres du métal, que nous désignerons maintenant 
par vet x, en supprimant l'indice 2. . 

Reprenons la formule(23.2)et éerivons-la de façon plus détaillée : 


3 9 . . 
== 74 + po + 2r1(p2 cos 8: cos &, + pe sin Ô, sin œ) 
1 


Marthe rip + 27462 cos 0: cos & + p2 sin 6: sin x) ù 
Si l’on tient compte de ce que : 


2 : 
ND — VW — 4? + 127% 


:6 + 
ne" *—#,(cos 0, +rsin6,)= RENTE EEE 


an trouve que et x sont reliés entre eux par une équation de la 
, \ 
forme : 
VE A IDC 


2m Rate Cm) &nyrs sin œ{ 


== 


Rte Du Le 
(1—Raj(r + rŸ — on cos a)” 1 + 7j — 274 COS 4 


2 
ni + 74 + 274 COS œu) 
RER ER Be TR RAT NES LE IE 


ne LA 1 + r— 271 COS a 


Finalement, il faudra résoudre un système de la forme : 


d ( V2 Lx? + av + bx—c 
bon Ex Day L Ex 


ce qui ne présente aucune difficulté particulière. En particulier, on. 
peut le remplacer par le système suivant : 


de (aa) + (bb ce —c! 
+ x + ay + bx—c 


et l’on voit que finalement on doit résoudre une équation du second 
degré et une autre du premier degré. | 

Les quantités a, b, cet a', b'et c' s'expriment en fonction de para- 
"mètres connus. Les lettres primées se rapportent à la deuxième lame 
traitée. 
Ann. de Phys., 12° Série, t. 5 (Novembre-Décembre 1950). 48 
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24. Incidence oblique. — Les formules données au paragraphe pré- 
cédent restent valables, seules les expressions de r;, de 6, et de à, 
sont différentes. Nous avons déjà vu comment s’écrivent r, et æ, 
lorsque nous avons étudié une couche mince transparente sur support 
transparent. Nous donnerons maintenant l'expression de r,. Pour 
cela, nous poserons : 


N; COS ®s — Pr — 1Q 2 
et, en tenant compte de l'égalité : 
‘ni cos? 9, = ni — n6 Sin? 9 —=(v, — x) — n sin? 9, 
on a : 
Pi Qi Va 45 — 6 Sin? Pos P272 — V2», 


ce qui permet d'exprimer p, et g, en fonction des paramètres v, et x, 
du milieu absorbant et de l’angle d'incidence dans le premier milieu. 
On retrouve ainsi les relations classiques : 


2p2 = v?— € — n? sin? @, + VE En? Sin? 6) E 4vhe 
: a —— ———————"—_—_—_— 
27 ——{(%—%—n'sin;) +VC2— x — ni sin? 0,)? + 4vixi. 


Il s'ensuit que les coefficients de réflexion à la deuxième intersur- 
face sont : ; 


___MIOS Pi—NMaCOS Çs _ MCOS Qi — Ps tige iBey k 
CET Ni COS Qi + Na COS Ps  MCOSGA + Do — is e218 pour l'onde 1 Ë 
ni COS @1 — Mills EOS P2 
Or er RE - S 
na COS Q1 + Niño COS @ù ; ; 
2 à pour l'onde > 
(4 — %2) COS @4 — NiPa = 1(2Vi42 COS © —n1q2) 6 
LEE: = — 021,6 
(5 a) COS 1 + Mip2 — i2Vr45 COS o1 + ruge) Pal 
donc : 
» 2 d 
(ri cos gi — paf + q2 te Nes 27192 COS &1 
217 (mn cos qi + pa)? + q2? Ode nt COS? Qu — pè— q2° 
a 8 à 
EE ({vè—x2) cos ©: — ps + (2VaHa COS oi — nig2)? 
[ Vo 13) cos o, + npe |, + (2v2%: cos oi + n1q2)? 
2 2 \ 
q(v x5) — 2V2k2Do 
Lo Oo = 5 


CEE D eo où nq 4 98 


Nous avons maintenant toutes les formules permettant de calculer - 


le facteur de réflexion et le déphasage dus à une couche mincetrans- * 


parente sur support absorbant en réflexion oblique. Les variations de 
ces quantités avec d, ou avec } sont analogues à celles qui se présen- 
tent dans le cas de l'incidence normale. 
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Il nous paraît utile d'étudier le 
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cas où il y a des ondes évanescentes 


dans la couche mince. Ce cas a été étudié par Maclaurin [31] en même 
temps que le précédent, car on peut expliquer ainsi les anneaux de 
Newton formés par réflexion sur un métal. Mais les formules données 


par Maclaurin sont erronées et il 


est très facile de les rétablir correc- 


tement. Les relations (20.3) donnant r, restent encore valables dans 
notre cas. Nous devons chercher les expressions de r, pour les 


j 


de { Le Lil Le LE LT) 


ondes r et 2. 


Maclaurin a fait une erreur | 


On à : 
___ M COS Gr— T2 COS Es ty1 — Pa + iqo FLE ë0o 
T2 — 7 cos Di + Pr COS Ps Yi + Me —iG FE E 
avec : 
> Pitlu+a te D Pi 
PL pe En qi PAT Ep 
et : d 
nn con ons cases ma nie + Qué) re] 
Ten non COS Qi + NËNs COS Ps  2VaaYi + nips + inf — 5) — nique] el à 
avec : 
, : TUE 
? (avsesyi —nipe)"+[n(% —%)+niq) ig d _ 2[ra(% pie LP 
SERRE VEN PT TIRE TOO 7 OL Ta NE 4 ne ne Yi: 
à PAT (avenir) ne MT as) pé-9) 


orsqu'il a évalué r,. Ceci provient 


+ en définitive de ce qu'il écrit la relation des sinus sous la forme 
” To Sin 9, —, Sin »,, au Hieu de n, sin g,—(v, — ëx,) sin +,. 


Ecrivons ,r d’après la formule (17.3). On a : 
e— 11 + 1 1e metla 
ER ar mr 
1 4 + ga@i(01 +02) 
et par suite : 
—2 e on: n 
e “+ a, + 22e ‘1 cos (1 — 6) 
R,—=— D Br L (24.1) 
e "1 + Po + 2e “1 cos (5 + 02) 
—%4 2) sin 5 
e 24 — po) Sin à 
te 0, —= — Le . — (24 2) 
Fe (e7 "1 +p2) cos à + 2pe “1 cos 6: 


| Les formules (24.1) et (24.2) résolvent com plètement le problème. 
- Expérimentalement, on peut les vérifier, en déposant sur une lame 
| dé verre une couche mince d'indice inférieur à celui du verre et en la 

- recouvrant par une, couche métallique opaque. On fait arriver la 


- Jumière dans le verre. 
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UNE COUCHE MINCE ABSORBANTE SUR SUPPORT QUELCONQUE 
A. — Support transparent. 


25. Incidence normale. — Ce cas a déjà donné lieu à un grand 
nombre de travaux théoriques et expérimentaux. Notre contribution 
y sera modeste, mais, pour pouvoir présenter une étude complète de 
la couche mince, nous l’étudierons néanmoins un peu eu détail. Ÿ 

Le fait caractéristique d’une couche absorbante est que sa traversée 
modifie à la fois l’amplitude et la phase de l’onde qui la traverse. 
Dans le cas des couches transparentes, nous avons vu qu’il pouvait 
y avoir deux effets possibles dus à la traversée de la couche : un 
déphasage, si les ondes qui s’y propagent sont des ondes ordinaires, 
ou une modification de l’amplitude s’il y a des ondes évanescentes. 
dans la couche. La couche absorbante a cette double action sur toutes 
les ondes qui la traversent. On peut dire, en employant le langage de 
la théorie des transmissions électriques que la constante de propa- 
gation des ondes y est complexe. 

Les expressions des coefficients de réflexion r;sont analogues à celle 
donnée au $ 23 (23.4). On posera : 


a = nid = En — ba) = à — a (°). (5.1) 


On déduit alors de (17.3) : 


2 


pet 01+6i)eyi+ pe tbe 


PE en Fre prolti te)” (25.2) 


et, par conséquent : x 
pie?Yi+ ps + 2p1p2e 1 cos(ô, + A; — 6;) 
1—= PTS I 2010 D'R eS epennen 

e?2Yi+ bip} + 2papseTt cos (à, — 0, — 6) : 


pi(e2Yi— fé) sin 8: + preT1(r — p}) sin (83 — 5) es 
EE —— 2 —— 
7 p(e2Ti+ pé) cos +pseYi(r + pi)cos(: + à) (25:02 


(25. 3) 


te à 


Examinons maintenant l'onde qui a traversé la couche mince. Nous 
avons besoin de connaître les coefficients de transmission. Onra : 


27 


h—=: Er, Ho des noN, (25.5a) 
re __ 2 —iu) : PAU s 
UE rs DR PR ET ToCY, (25.5b) | 


(1) On ne confondra pas ces définitions de y: et de di avec celles que nous 
avons données plus haut dans le cas de la réflexion totale. 4 
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avec : 
2 2 
D : no 2 AVES Ra % — no 
M TT = T9 ne RES © es . 
(ot 7 (mpu}+x” © M nn (6 fa mr te 


Si l’on se rappelle que, d’après (17.4) : 


__mme?e 


; Tetris papaetl01 +63) p (26) 
= on voit que le facteur de transmission T, est de la forme : 
D A due ei be Li 
Mo e2T1+ pioa+ 2p1pse [1 cos (81 — 84 — O2) ? s 
2T ei sin Ô4 + pipe sin (84 + 0) 
gl uuMud)—nétmmmn (ss 
Shi ra e*t cos à + pape cos (01 + 6) 


- D'après un théorème général démontré dans la première partie de . 
ce travail, on sait que le facteur de réflexion n’est pas le même sui- 
vant que la lumière arrive par le milieu d’indice 7, ou par Le support 

. d'indice n>, tandis que le facteur de transmission fes le même dans 
. les deux cas. Il s'ensuit une conclusion assez surprenante au premier 
| abord, c’est que l'énergie dissipée dans la lame n’est pas la même 
lorsque la lumière se propage vers le support ou à partir du support. 
Désignons par des lettres primées les quantités qui se rapportent à la 
» propagation du support vers le milieu d'indice n,. On a : 


LA , LA 
Ti TT, UE AE XL — Xi, 


et, par conséquent : 


à paeYt +61 +02) + preits ï 
RE Ten tièE pyproilhi +) ; (25.9) 
d'où 
; pe?! + p? + 201pseYt cos (1 + 03 — 04) 
Ten + pi + ape ti cos (5 — 0 — 0) ” GES 
e Ni 2v) paeYi(1 — p3) sin (04 — 01) + p:(e27: — pi) sin 0: (35010) 


paeYi(r + pa) cos (01 — d1) + pa(e21 ci pi) cos Ps | 


Nous aurions pu.exprimer les relations (25.3), (25.4), (25.10) et 
(25.11) en fonction des n;. Pour cela, il suffit d'exprimer les r; en 
fonction des »;. Les calculs sont un peu longs, mais ne présentent pas 
_de difficulté particulière. Nous ne les développerons pas ici. 

 Donnons maintenant la valeur de l'é énergie dissipée dans la lame, et 
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qui est transformée en chaleur par effet Joule. Nous la désignerons 


par À: [24]: 
A5 Sr Pi — (T4 | 
| (a — pi)(e2Y: — pà) ne [avies sin 0, sin {64 — 02) — 2 se Jets (25. 14) 


e2Y1 + 0202 + 2p1eTt cs (81 — 61 — 02) 
P1p2 r 


A, pourrait être appelé facteur d'absorption de la lame, car il repré- 
sente l'énergie dissipée dans la lame par unité d'énergie incidente. 
On ne peut pas le mesurer directement, car il correspond à une quan- 
tité de chaleur trop faible pour nos appareils de mesure. On le déduit 
des mesures des facteurs de réflexion et de transmission par la rela= 
ion A, — 1 —R,—T,. D'autre part, on vérifie facilement que : 


ART, | | 


(— F)(enTi— 67) + L'épipa sin Basin (à —0,) — à rfcè]et (2515). 


e?Ÿ1 + p°pé + 2p4pse Yi cos (6: + Ge — Ga) 


Les variations des diverses grandeurs mesurables avec d, sont très 
difficiles à analyser, ear cette quantité intervient à la fois dans des 
lignes trigonométriques et dans des exponentielles Pour les étudier, 
il faut tracer les courbes représentatives de ces diverses grandeurs en 
fonction de ,. Les calculs numériques sont longs ; on arrive plus rapi- 
dement au but en utilisant la représentation graphique de ,7 suivant 
des méthodes mises au point par Perrot{321,{53]etP.Cotton{341,{35]. 
Elles sont basées sur la représentation vectorielle des nombres com- 
plexes, mais nous ne les décrirons pas ici. Les résultats sont plus 
faciles à analyser lorsque e?T! est assez grand par rapport aux autres 
termes. Alors KR, tend vers la valeur p? qui représente le facteur 
de réflexion d’une couche d'épaisseur infinie. 


Nous examinerons ici de plus près les variations de à,avec d,. Ceci 
n’a été étudié, à notre connaissance, par personne jusqu’à présent. Sa 
connaissance est devenue nécessaire maintenant, car dans les dispo- 
sitifs utilisant la méthode du contraste de phase, on utilise souvent 
des lames métalliques semi-transparentes. Il est indispensable alors. 
d’avoir des lames introduisant un déphasage par transmis. ion qui ait 
une valeur choisie & priori. Les lames de pha-e sont traitées sur une 
partie seulement. Ce qui nous intére-se, c'est la différence de phase 
entre la partie de l'onde qui a traversé la région traitée et celle qui a. 
traversé la région non traitée. Nous étudierons ici les variations de ô, 
dont on a l'expression en fonction des divers parametres (25.8). À 
partir d’une certaine valeur de d,/x, e\* sera beaucoup plus grand 


Lé “ms a :| 
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tir de là, poser : 


que p,p, (quantité au plus égale à l'unité) eton pourra donc, à par- 


de du + de + Es ve (25.16) 


Pour ei > 100, l'erreur commise sur &; en appliquant la rela- 
on (25.16) est largement inférieure à un degré. Mais eV — 100 pour: ! 


di ___ 0,3665 (25 LA 


Nr 1 ki à 


Cette équation donne aussi une idée de l'épaisseur à partir de 
laquelle la densité optique de la couche métallique est une fonction 
Hnéaire de l'épaisseur d; de la couche. De façon: plus précise, on a, 
à parur de cette valeur de d, : 


gi Pace. À (25.18) 


et cette valeur de T, est exacte à moins de 1 0/0 près. 
- Dans les mêmes conditions : 


de —= dy + Ye + + (rs — )d (25.19) 


c’est-à-dire que le déphasage par transmission est aussi une 


fonction lineaire de d,/X. Mais, tandis que la densité optique est une 


fonction toujours croissante de l'épaisseur. ô, croît ou décroît avec d, 
suivant que 7», est supérieur ou inférieur à v,. e À 

‘Il est évident que R, tend, dans ce cas, vers la valeur limite p? qui 
corresp: nd au facteur de réflexion sur une couche métallique infini- 


ment épaisse. 


La formule (25.17) montre que l'épaisseur, à partir de laquelle 
les interférences n’interviennent plus dans une couche métallique 
mince, est inversement proportionnelle à | « indice d'extinction ». 
Ceci justifie encore le nom donné à x,. Prenons, à titre d'exemple, le 
cas de l'argent, pour lequel v, — 0,18 ; x, — 3,67 pour À — 0,578 pm. 
À partir de l’épa:sseur d, — 58 my (d,/\— 0,1), le facteur de réflexion 


_ de la couche atteint sa valeur limite, qui est pf — 0,95. 


La relation (25.19) permet de trouver un autre résul'at intéressant. 


_ Siv, — n,, reste constante lorsque l’épaisseurde la couche augmente 
à partir de la valeur donnée par (25.17). Ce serait le cas pour Île 


rhodium dont les constantes optiques sont, d’après /nternational 
Critical Tables [36], v, —1,54; x, —4,62. Une couche de rhodium 
possédant ces indices et déposée sur un verre d'indice n, — 1,54 
donne un déphasage à, qui reste constant à partir de d, — 8)/100. 
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Ceci suggère l'application de telles couches, qui sonttrès résistantes, 
pour obtenir sur une pupille des modifications d'amplitude sans que 
la phase varie, ce qui est utile lorsqu’on veut agir sur les figures de 
diffraction. Le seul inconvénient de ces « lames d'amplitude » serait 
leur faible luminosité, car on devrait avoir T < 7 X 107*, donc des 
densités optiques supérieures à 2,15. Dans ce cas d’ailleurs, l'ampli- 
tude transmise varie simplement suivant une loi exponentielle de la 
forme : 


Nous avons calculé les variations de à, et de T, avec d, pour l’alu- ! 
minium, en supposant que les constantes de ce métal sont : y, —0.81;. 
x, — 9,47 pour À — 0,546 y et qu'il est déposé sur un verre d’in- 
dice n, — 1,52. Le tableau qui suit résume les résultats que nous 
avons obtenus : 


diff. «+ .| 1/100 | 2/100 | 4/100 | 6/100 8100 10/100 13/100 

OURS LE Fa De ne 71°63 78° 22 82°6a 90°26 

TI SEAIRARE cu js ue 0,01026| o,co2bg9t| 0,000656 [834 x 10—* 
optique).| 0,36 0,73 1,98 1,98 2,59 S TUE 4,08 


La figure 6 donne les variations de à, avec la densité optique D des 
couches. Nous avons choisi l'aluminium, parce que c’est un métal. 


employé généralement, tant pour les lames de phase que pour des 
semi-métallisations, 


26. Incidence oblique. — Dans ce paragraphe, nous indiquerons 
rapidement les formules relatives au cas où l'onde est incidente obli- 
quement sur la couché mince. Il y a très peu d'études expérimentales 
sur la question, et il serait intéressant et utile de les entreprendre. 
La forme des équations donnant ,r et ,{ et de celles qui s’en dédui- 
sent, est la même qu’au paragraphe précédent. Il faut simplement 
tenir compte des nouvelles valeurs des r;, des t; et de «,. Les valeurs 
des r, se déduisent de celles données au paragraphe 24, où nous 


‘avons donné les expressions des coefficients de réflexion au passage 


d’un milieu transparent dans un milieu absorbant. Nous donnerons 


Î 
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Y 
. maintenant les valeurs des r,, qui sont les coefficients de réflexion 
au passage d’un milieu absorbant dans un milieu transparent. On 
| posera : 


ny COS Py— Di — 14; 


A 


EE Fig. 6. 


Mr 5 où À d 
me 


comme au paragraphe 24. Avec cette notation, on a : L 


’expri fonction d tn? sin? 

Î ce qui permettra d'exprimer p, et g, en fonction de v,,x, et nj sin? %, 
à 

à 

« 

 Ÿ 

: 


M COS Pa — Nu COS Pr Pi Na COS Ps — gi > eit:l 
PL y cos ei + no 08 Es Pat meCOS pig 21 4 
à J Nam COS a — M COS Pa nalpi — iqi) — (y vw EDS REA po eit21l 
LENS nana COS Qu + n? cos Gi Na( Ps — qu) + (M1 — M) cos g: 211 
* donc : 
| (Pa — N2 COS Pa? +- on — an5Q1 OS Po 
A ON  TE > 
LU (pa + ns cos p2} + Pi + qi — nà cos? ç: 


A9D1 — Ve x?) cos 02]? + (2Vrx COS ©: — n:G1)? 
Ag 1 4 ÿ 


2 RE Ce D PO AL 
Pan [a3ps + (i— x?) cos @2/? + (2V1%1 COS Ge + n:G4)? s 
| Dre 
2VAKA DE — (vi DTA #1 )q4 
te 01 — 219 COS Da. 


na(pt + 91) — (Vi + #1) cost çs 


D'autre part: 


Li 


ART nd, cos, ee dpi — qi) = — 


à dau dt Leu 
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mais on remarquera qu'ici y, et à, n’ont pas les mêmes significations 
qu’au paragraphe précédent. 

Nous ne nous sommes pas encore occupés de la transmission des, 
ondes d’un milieu transparent dans un milieu absorbant et récipro- 
quement dans le cas de l'incidence oblique. Au paragraphe 24, le” 
support était absorbant, et, par conséquent, l’onde transmise ne nous 
intéressait pas. Rappelons ce que nous avons déjà indiqué au début 
de cette partie, à savoir que l’on a toujours {; —1 + r; mais que dans 
le cas ga l’onde 2, ceci donne le coefficient de transmission pour le 


vecteur H. On aura donc : 


té Le, 270 COS Co 1% 279 COS © api TR 
= pri Ag COS Po + 1 COS GA Hg COS Oo + pra — qu PH Le 
Fa 2n1 COS @a er: 2(p1 — gs) ae ide 
Ne GE 0 lez T1 COS E1 + Na COS @2 Di + 3 COS Ga — EG = re" 
d’où : 
4nÿ cos? ® 
RE q 
Se En L'NEMEec 
(no cos go + pa) + gi SET PRES 
2 2 
VOLS A(pi GE qi) _ gins COS Pa 
DIE APN tg Va 
(n2 COS 2 + pa}? + gi P} + on + pans COS CF 
Et de même, pour l'onde 2 : 
ani cos %o { È k e 
Hit rie : 2 de LU GT) 
11 1.741] n? cos Pi om COS Gr 7 (U—mu)tcos Go not pi —1qi) 2 Ie , 
nan COS Or 2n2| Pa — 144) 
Lo] ==) ( Te Re Re DR NE mn ide] 
% + ra na COS P+ni sv  MÂPi—1q1) +04) COS Es Te À 
d’où : 
44 + xd) cost go : 
db 2 2 ‘ 
L [nopy + (x — x1)cos 90]? + (nogi + 2x cos vo)? ? : 
2 
te di LE no[ (vi == 44 )qi — avr pr | 
Re 2 | 
(vi mL x) COS Eu + no (A er *) Je #2 2gs | k 
ê Sal hnë(pi + qi) | 
Ze T— 4 
Il [nopa + (vi — *) cos pal? + (noi + 2x cos @2j? ; 22 
Ce do tue & 
STATE 


np + 94) + [(M — pi + aug] cos @ ‘ 
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Remarquons qu’à partir de ces formules, on (déduit : 


0 COS.00 e2Y1 + R41P94 + 2g11pspeTt cos (61 — Gxj — 04) 
De 
2 COS Pret + pig +-2palesrteTt cos (Bi — 017] — May) 


la différence entre les expressions des facteurs de transmission pour 


les deux ondes provenant de ce que, comme nous l’avons remarqué 


plus haut, les coefficients, dans le cas de l’onde 2, se rapportent au 


champ magnétique et que dans un milieu d'indice de réfraction n la 


Se 2 
grandeur de H est fois celle de E. Pour les déphasages à, il n’y a 


-évidemment rien de changé. 


On se rend bien compte de la complexité des calculs que nécessite 
l’étude d'une couche mince absorbante sur support transparent. Les 
seules études approfondies de ce cas sont dues à Maclaurin [37] et à 


-Scandone et Ballerini [38]. 


Un cas intéressant à étudier est celui où 1l y aurait réflexion totale 
au passage du premier au dernier milieu. Ceci peut avoir lieu, dans 
le cas d'une couch® métallique déposée sur un support de verre, 
lorsque l'onde est incidente dans le verre ‘et émerge ‘dans l'air. 
L’allure générale des formules n’est pas modifiée, car la lame 
continue à introduire comme effet sur l'onde de sa traversée, des 


-exponeutiellesten y, et des lignes trigonométriques de ÿ,.Ce qui rest 


modrfié, ce sont les coefficients de réflexion au passage du milieu 
absorbant dans un milieu transparent qui propage des ondes-évanes- 


_centés. Nous reprendrons les notations du paragraphe 22 pourile der- 


nier milieu, en posant : 
= ,. foin Dre 5 
n, COS = — ini SIN? O5 — 1 = — l'Y9. 


Avec ces notations, on a : 


Th COS @4 — Na COS Pa Pa — Gi — Ya) 
TA n cos gi na COS Pa Pi — ugi + Ye)? 

: nèn COS où — nn cos 2 rép qu) + = Duye LA 
ER en D Pos on — p210 
Naf COS Q1 + Tyfs COS @s na(pi — iqr) — ni — im )?ys 

d’où : 
: ï : 
2 pi + (ga — Y2À 2pays 
ARE 3, v° tg Oo — = 
pi+(an+ 2) Hdi Va 


anya[ (x )pitomuge] 


4 (n5ps +avuays) +[niq—(i x rl 
na(pi-Hgi)—(vi4xi) y 


PAT \(nipi—avurs) A Laiqi+ (ii) * 
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Dans ce cas, on doit avoir T, —0o, mais on n a pas R,—1:,earily 


a toujours de l'énergie dissipée sous forme de chaleur dans la lame. 
Le facteur d'absorption A,, qui, par définition, est l'énergie absorbée 
dans la lame par unité d'énergie incidente, est donné par la formule 
suivante : 


HE Rae (x = p3)(e2y: = pi) + hoips sin 02 sin (8 — 0) 
rs ge, e?Yi + pipz + 2p1ps@Yi cos (1 — 01 — 02) 
Dans le cas de l'incidence rasante (#,—9o°), ri, =riy=—1, ce 


qui conduit pour R, à la valeur : 


r e2Yi + pi + 29eŸt cos (à, + x — 6:) à 


doi + H + 2p28Ÿ1 cos (à — 7 — 02) PE 


Donc, dans ce cas limite, il n’y a plus d'énergie dissipée dans la 


couche mince absorbante. On retrouve ainsi, dans ce cas particulier, … 


un théorème général démontré dans la première partie. 


B. — Support absorbant. 


27. Incidence quelconque. — Le but de ce paragraphe n’est pas de 
discuter le comportement d’une couche mince absorbante sur support 
absorbant, le problème étant complexe et nécessitant une étude 
approfondie que nous n'avons pas encore entreprise. D'autre part, les 
formules générales relatives à la réflexion sont formellement identi- 


ques à celles données au paragraphe 25. Ce que nous voulons préciser 


ici, c'est simplement l'expression de r,. Il s’agit, en somme, de 
donner les expressions des coefficients de réflexion à la surface plane 
de séparation de deux milieux absorbants. Dans le cas où les milieux 
ont une perméabilité magnétique y quelconque, les expressions des r 
ont été précisées par nous dans une Note aux Comptes Rendus [24]. 
Le support sera caractérisé par les paramètres p: et q, qui sont les 
analogues des p, et q, définis au paragraphe précédent. Dans ces 
conditions, 
Pi Pa TE i(qa — Q3) 


TON : 
AT pi + pe — Üga + ga) 
et 
TT Aupe + Aopa — 2qiqu ps + pa) — 1[Augs + AoQa + 2papa(q + Qe)] 
avec 


LR Nr) Aire LES 2 D 2 ; 2 “ 
Api— qi + sine = xt Ar pi— qi + nésin go = vi, à 


Ya — dt étant l'indice complexe n; du métal. TS 
Dans le cas de l'incidence normale, r, s'obtient à partir de ro, en 
y remplaçant partout p; et g; par v; et x; (i— 1,2) respectivement. 


à à L'on nèté 7 di «hi 
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MÉTHODES OPTIQUES POUR DÉTERMINER LES INDIGES 
ET L'ÉPAISSEUR D'UNE COUCHE MINCE 


28. Position du problème. — Nous avons déjà fait une brève allu- 
Sion au fait qu'une substance déposée en couche mince a des pro- 


-priétés optiques différentes de celles qu'elle avait à l’état massif. Ces 


propriétés varient, en outre, avec la pression résiduelle dans l’enceinte 


où l’on effectue l’opération, avec l'épaisseur de la couche, avec son 


âge, avec la composition de l’atmosphère qui l’entoure, etc... Ceci 
montre l'intérêt qui s’attache à uneétude systématique des propriétés 
optiques des couches minces. On sait très bien actuellement que la 
seule indication de la substance dont est faite une couche mince, est 


_ insuffisante pour permettre d’attribuer à celle-ci des constantes 


optiques. 
L'étude complète d’une couche mince doit permettre la D 
nation de son épaisseur en plus de celle de ses constantes optiques. 


_ C’est alors seulement que la couche sera parfaitement connue, c’est- 


à-dire que l’on pourra calculer toutes les quantités mesurables. 

Le principe de la détermination des caractéristiques d’une couche 
mince repose sur les différentes mesures que l’on peut effectuer sur 
celle-ci. Une couche absorbante est complètement connue lorsqu'on 


sait quels sont ses « indices de réfraction et d'extinction » ainsi que 


son épaisseur. Il suffira donc de faire trois mesures dans des condi- 
tions différentes pour en déduire, à partir des trois équations ainsi 
obtenues, les trois nombres cherchés. En pratique, on imposera cer- 


jui taines conditions à ces mesures, à savoir : 


19 Elles doivent être assez précises. Cette condition pourra étre tou 
jours remplie si l’on étudie convenablement le montage expérimen- 
tal à utiliser. 

20 A l’erreurexpérimentalela plus faible possible doitcorrespondre 
une erreur petite sur les quantités cherchées. 

30 Les équations à résoudre, qui sont trois au plus, doivent être 
résolubles sans trop d'effort. Il est inutile d'ajouter au travail expéri- 
mental un travail de calcul pénible et où l’on aura d'autant plus de 
chances de se tromper, que les calculs seront plus longs et compli- 
qués. 

Ces trois restrictions logiques sont malheureusement subordonnées 
à une autre purement pratique : les ressources du laboratoire où l'on 
travaille. Remarquons d'autre part, que le développement des 
machines à calculer permet d'espérer pouvoir supprimer la troisième 
condition ci-dessus. 

Il serait intéressant d’avoir dans chaque cas un nombre surabon- 
dant d'équations, en d’autres termes faire plus de mesures qu'iln’y a 
de quantités à déterminer. Il serait même préférable que ces diverses 


La 
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mesures ressortissent à des. méthodes expérimentales différentes. Pré-. 
cisons ceci sur un exemple. On peut déterminer l'indice de réfraction 
et l’épaisseur d’une couche mince transparente par des mesures pho- 
tométriques, ainsi que nous le verrons plus loin. Il faudrait ensuite 
étudier l’état de polarisation de la lumière réfléchie par une teile 
lame (mesures polarimétriques) et examiner la concordance des résul- 
tats obtenus par ces deux méthodes. 

L'étude la plus complète du point de vue optique d’une couche 
mince absorbante sur support transparent doit comporter : la mesure 
des facteurs de réflexion R, et R, ainsi que celle du facteur de trans- 
mission T,, l'étude de l’état de polarisation par réflexion ou partrans- 
mission d’une onde incidente polarisée linéairement (et ceci pour 
des incidences différentes), Pétude des déphasages à,, 5. et à, dans le 
cas de l’incidence normale. Ces mesures doivent être faites en lumière | 
monochromatique pour différentes longueurs d'onde. | 

L'étude systématique des diverses équations que l’on aurait à 
résoudre suivant la méthode employée, sort du cadre du présent tra- 
vail. Nous indiquerons rapidement diverses méthodes qui ont été 
utilisées et en indiquerons d'autres, nouvelles et d’un emploi simple. 


Couche mince transparente. 


29. Méthodes spectrophotométriques. — a) {ncidence normale. — 
On se base essentiellement sur la propriété qu'ont les indices de 
réfraction des couches minces transparentes de varier peu avec la 
longueur d’onde. La méthode employée le plus souvent consiste à 
déterminer le maximum ou le minimum du facteur de réflexion et 
d’en déduire l’indice et l'épaisseur correspondant à la longueur d'onde 
pour laquelle ceci a lieu. Il y a deux cas possibles : 

a) n;<n,. — Le minimum a lieu pour une épaisseur telle que 
nd, —(2m + 1)1/4 et le maximum pour une épaisseur optique mul- 
tiple entier de X/2. R, maximum redonne le facteur de réflexion du 
support nu et ne peut pas servir à déterminer l'indice de la couche. 
Connaissant R win; on en déduit : 


En VRa min 


2 
un ——= Nos BR 
1 — VRi min 


b) n;> n,.— Les con lilians sur les épaisseurs optiques sont renver- 
sées. R, min correspond à une épaisseur optique multiple entier de X/> | 
et redonne le facteur de réflexion du verre nu. La connaissance de 
R, max permet de déterminer n, par la même formule que dans le cas 
précédent où l’on remplace simplement R, ;5 par RS? LE 

Cette méthode est simple. mais elle n’est pas utilisable dans tous. 
les cas. Si la couche a une épaisseur optique de X/2 dans le spectre: 
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visible, ou bien si son épaisseur optique est inférieure à X/4 dans le 
‘même domaine, on ne pourra pas l’appliquer. 

On pourra utiliser alors une méthode analogue, mais que nous 
n'avons trouvé exposée nulle part. Nous avons besoin de deux équa- 
ons pour déterminer les deux quantités n,-et d,. On utilisera les 
valeurs de R, pour deux longueurs d° ST différentes }, et À;, qui 
seront plus on moins Sr cc suivantla pente de la UE RQ). 
Désignons par les indices a et b les quantités se rapportant aux 
longueurs d'onde ?}, et }; et posons : 


1 + Rie 
1 — R:a ? 


1 + Rw 


AP—— ss pre 


A, — 


L’épaisseur optique de la couche sera donnée par l'équation : 
on nl 
(n5 + n5—2A;non,) cos ay —(n6 + n? —2Açnçn,) cos ay 
| ann, (As AT, 
Fa : ; a foi dé 
où la seule inconnue est «,,, puisque My 37 ar Une fois «,, déter- 
minée, on aura n, en résolvant l’équation bicarrée suivante : 


n° (n$ + ni + CO: &ia) — AnonsAa 


2,2 
NÿN2 — 0. 
I — COS Xi 


ni nul 


Nous avons supposé que les variations des n, entre ), et}, sont 
négligeables, ce qui est en général le cas pour les couches minces 
transparentes. En effet, les couches à faible indice sont peu disper- 
. sives et on peut choisir un assez grand intervalle À,, },, tandis que 
. les couches d'indice élevé dispersent plus, mais dans ce cas la pente 
: de R,(X) est plus grande et À, et À, peuvent être plus rapprochés. 
Nous avons appliqué cette méthode à la détermination de l'indice 
de réfraction de l'oxyde de titane, Nous avions obtenu, pour une 
certaine couche une courbe donnant R, en fonction de } qui est repro- 
duite sur la figure 9. Cette courbe ne présente ni maximum ni mini- 
- mum de R,, ce qui montre que son épaisseur est certainement infé- 
_ rieureào,4/n, microns. Nous avons déterminé l'indice moyen de cette 
- couche pour 0.500 u <1<0,600 y. On trouve que son épaisseur est 
de 19 my et que son indice de réfraction est n; — 2,48. Sur la même 

_ figure, on a tracé en pointillé la courbe calculée à partir de ces valeurs. 
On remarquera un important décalage dans le bleu. Celui-ci est dû 
principalement à la variation de n, qui est certainement assez impor- 
- tante entre 0,5 meto,4 y. D'autre part, l'indice du support (ni = 1,525 
- pour À— 0,546 y.) est 1,538 ce qui correspond à une variation relative 
‘der o/o: Dans le rouge il y a aussi un léger décalage imputable 
aussi à la dispersion des indices, qui est d’ ailleurs assez faible. On 
peut avoir une assez bonne idée de la PAU de n, pour À —0,4 w 
en cherchant la valeur pour laquelle R, — 0,25, valeur mesurée 


octets | 
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pour cette longueur d'onde (compte tenu, bien entendu, de la dis- 
persion de l'indice du verre support). On trouve n, — 2,58. Nous ne : 
discuterons pas de façon très détaillée la précision des mesures, 
Signalons simplement que la méthode permet d'obtenir avec certi- 
tude les deux premières décimales, et que de plus, elle nous a permis, 
dans notre cas, une évaluation de la dispersion de l'indice. 


oo HAS 


à 1 nr = 
400 500 600 100 150 Aenmu 


Nr re 


30 b. Incidence oblique. — Dans ce cas, ilest préférable de faire des" 
mesures en lumière polarisée linéairement dans le plan d'incidence 
ou perpendiculairement à celui-ci. On peut encore appliquer la, 
méthode qui consiste à rechercher le minimum ou le maximum du 
facteur de réflexion pour une incidence donnée, en faisant varier. 
uniquement la fréquence de la lumière incidente. 

Dans le cas de l’onde 1, on aura : : 


EN 1+ VR 
ni = nÿ SIN? 9, + Nol3 COS Po COS Yo SE 
TE VRy 


Fu, représente le maximum ou le minimum de Ri, dans le spectre, 


suivant que n, est supérieur ou inférieur à Vrons. 
; J à : 
| Dans le cas de l’onde 2, a, est solution d’une équation bicarrée de. 
la forme : ; à 
AE 2 2e: 
nj—= Ant+Ænisit oo 
avec : 
Nono } M LS VR 


A — Es 
D EE nr ne 


COS: PoCOS Pa NAT ; 


\ 


La signification de Ray est analogue à celle de R4, dans le cas de 
l’onde 1. On choisira le signe qui donne une valeur de n, acceptable, 
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Les épaisseurs des couches sont connues à as de la longueur 


d'onde À pour laquelle R, est un extremum, car on a : 


i 


À 

boss : 

Cette méthode n'est utilisable que dans le cas des couches dont 
ieux optique (en incidence normale) est SUD à un quart 
de longueur d'onde du spectre visible. 

“Elle risque d’être moins précise que la méthode analogue signalée 
fues le cas de l’incidence normale, car il s oi une erreur 


supplémentaire due à la détermination de l’angle d'incidence ;. 


On peut aussi utiliser la deuxième méthode indiquée au para- 
graphe précédent, c’est-à-dire utiliser les valeurs des facteurs de 


réflexion pour deux longueurs d'onde 7, et \3. Si l’onde incidente a le 


vecteur E perpendiculaire au plan d'incidence, l’équation : 


(ri + ni — 2ni sin? 9, — 2noñzô COS ?, COS ,) COS ia 
—(n$ + ni— enésin*o, — 2n,n,À, cos », cos 6.) cos ay; 
—= 2149 COS 95 COS Po A — y 


détermine l'épaisseur optique (a, — Auig/X). On aura ensuite la 
valeur de l’indice de réfraction n, de la couche en résolvant l’équa- 
tion bicarrée suivante : 


2 2 2 
ñ (ni + n2)(x + COSaia) — Anon2Â a COS PoCOS Ps — Angsin?®o , 
DE ne 


1 — COS dla 


+ nisin*o, + nôncos?o, cos?9, — 0. 


Cette méthode est encore applicable dans le cas de l'onde 2, mais 
elle exige la solution d’une équation du quatrième degré en n? pour 
avoir l'indice de la couche et c’est pourquoi nous ne la préconisons 


pas: 


Nous avons indiqué récemment une méthode simple et commode 


| permettant de déterminer l'indice de réfraction d’une substance 


transparente sur support quelconque [39]. Elle est basée sur la pro- 
priété suivante : une couche mince homogène et isotrope déposée sur 
un support quelconque ne modifie pas les facteurs de réflexion et de 
iransmission en lumière polarisée perpendiculairement au plan 
_ d'incidence d’un support absolument quelconque pour l’angle de 
_Brewster y relatif à sa première surface, c’est-à-dire tel que 
A Gi — —n,/n,. Getle propriété est presque évidente et se démontre 
facilement. Si l'en pense à la ligne électrique analogue, on peut dire 

ue pour l'incidence o,, les impédances caractéristiques du premier 
_miliéu et de la ligne sont égales ; il n’y a donc pas de réflexion à cet 
‘endroit (ou pas de « mismatch »). 

On se servira de préférence. de lames de verre traitées sur une 


© Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Novembre-Décembre 1950). A9 
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moitié de leur surface seulement. Le faisceau monochromatique 
incident est fourni par un monochromateur et le collimateur d’un 
goniomètre muni d’un nicol après |” objectif. Ce faisceau éclaire une 
plage circulaire de la lame dont une moitié seulement est traitée. On 
vise cette plage avec la lunette du collimateur dont on a enlevé 
l'otulaire. Les intensités réfléchies par les deux mortiés de la lame 
varient en sens contraire au voisinage de 9, ce qui permet de détermi- 
ner celui-ci avec une. assez bonne précision. Ea général, on à y à 
quelques minutes près, ce qui correspond à une erreur de quelques 
unités sur la troisième décimal: de n,. Ce dispositif n’est utilisable 
que pour des substances dont l'indice de réfraction n’est pas trop 
différent de celui du support. A titre d'indication, on peut faire 
encore des mesures convenables pour nr, compris entre n,—0,3. 
et n, + 0,3. 

Pour los couches d'indice très différent de celui du support, il faut - 
faire des véritables mesures goniophotométriques. On tracera les 
courbes donnant les variations avec +, des facteurs de réflexion du, 
support traité et non traité. Leur intersection fournira la valeur de % Po. 
cherchée. | 

Cette méthode présente deux grands avantages : 1° Elle n’exige… 
aucun calcul numérique. En général, le premier milieu est l'air 
(ns —1)et, par conséquent, tg 9, — rm. Il sutfit d’avoir une table | 
des tangentes pour connaître immédiatement A,. 

20 Elle n’exige pas la connaissance de l'indice de réfraction du 
support et n’est pas influencée par l'existence sur celui-ci d'une cou-\ 


che de passage superficielle. Ceci nous semble être un grand avantage 
de la méthode. 


Par contre, #, est indépendant de l'épaisseur de la couche mince, 
et, par conséquent, sion emploie le premier dispositif, on ne connaî- 
tra pas l'épaisseur de la lame. Si l’on fait des mesures photométri=" 


ques, oh dédüira «, et donc d, de la connaissance de R, pour unes 
incidence quelconque, à so de l ve > 


COS @& 
LT re 


Voici quelques résultats de mesures concernant des fluorures et” 
faites en adoptant le‘premier mode opératoire (égalisation des inten- 
sités réfléchies par les deux moitiés traitée et non traitée de la’ lame 
de verre). 


Fluorure de magnésium : n, — ee à 002 valeur trouvée sur 
Plusieurs échantillons. 


Cryolithe : 1° échantillon n, = 1,300 “+ 0;002, deux ] jours après de 


dépôt : n, = 1,309 + 0,002, cinq Hs après île dépôt ; n,==M,31n0 
2 0,000. 


\ 


PROPAGATION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES SINUSOÏDALES 799 


2° échantillon :n,=—1,330et deux jours après ledépôt: n, —1.331. 

Fluorure de calcium : 1°° échantillon {préparé dans un mauvais 
vide, pression >> 10—* mm. Hg, lame supprimant presqui complète- 
ment le facteur de réflexion du verre) : n, — 1,230. 

2e échantillon : n, — 1,258 + 0,001 et deux jours après ie dépôt : 
My — 1,278 + 0,003. 

Fluorure de lithium : n, — 1,360 et deux jours raprès le dépôt : 
= 1,969 + 0,002. 

Fluorure d'aluminium : n, — 1,384 + o,oo1, le lendemain : 
M = 1,392 + 0,002, six jours après le dépôt : n, — 1,393. 

Ces résultats expérimentaux confirment ce que nous annoncions 
au début de ce chapitre. à savoir le fait que l’on ne peut jamais attri- 
buer à une substance donnée un indice certain lorsqu'elle est déposée 
ea couche mince. Seul le fluorure de magnésium paraît faire excep- 
tion. On sait d’autre part que c'est cette substance qui fournit les 
couches antiréfléchissantes les plus adhérentes et résistantes. La cons- 
tance de l'indice de réfraction est donc probablement Hée aussi aux 
propriétés mécaniques des :couches. Nous avons aussi plusieurs 
exemples de vieillissement des couches ; celui-ci s'accompagne tou- 
» jours d’une augmentation de l'indice de réfraction, qui, dans un cas, 
a porté sur deux unitése la deuxième décimale. 

L'utilisation de l’angle de Brewster relatif à la surface couche-sup- 
port n’est pas commode. En effet, si l'on désigne par 4,, l'angle qui 
Jui correspond dans le premier milieu, on trouve que : 

LE VE sin po = si qu) 
2 


2 
TA FRE: 
2(n2 — n3 sin? voi) 


Sin —=1 et n, — 1,523, on trouve qu'il n’y aura un angle de 
Brewster relatif à la deuxième surface de la couche que pour des 
_ substances telles que nr, 1,325. Pour pouvoir appliquer la méthode 
à des icouches d'indice plus élevé, il faut ou bien diminuer n, ou bien 
augmenter n, (pour n, — 1,523 et n, — 1,33, c'est-à-dire une couche 
immergée dans de l’eau, on trouve n, < 2,74). De toute façon, on est 
conduit à -des-angiles d'incidence assez élevés et da méthode est moins 
précise que la précédente. 


34. Méthodes polarimétriques. — Les méthodes polarimétriques sont 
plus sensibles que des méthodes photométriques ; c’est pourquoi elles 
ont été utilisées depuis plus longtemps, en particulier pour étudier 
les couches superficielles formées sur des surfaces exposées à l'air. 
Celles-ci ne modifient pas de façon appréciable de pouvoir réflecteur 
de la surface qu’elles recouvrent, mais font varier l’état de polarrsa- 
tion de la lumière réfléchie au voisinage de l’angle de Brewster d'une 
quantité qui est mesurable. On conçoit qu'elles ‘seront particuhère- 
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ment utiles dans le cas des couches d’épaisseurs faibles (inférieures. 
à A/4ni). ? 

Le principe de la méthode est bien connu. On étudie l'état de pola= 
risation après réflexion d'un faisceau de lumière parallèle linéaires, 
ment polarisée. On recherche en général l'incidence principale, c'est= 
à-dire l'incidence pour laquelle on a à, — ;,=— 90°. C’est le procédé 
employé par Vakiéek [27]. Si l’on désigne par 4, l'incidence principale, 
l'équation (19.8) montre que l'on doit avoir dans ce cas : j 


A,4,—B,B,—= 0, 


l'indice p caractérisant les valeurs que prennent les diverses quanti- 
tés pour cette incidence principale. On doit finalement résoudre un” 
système de deux équations qui n’est résoluble que par interpolation. 
Les mesures sont faitesavec une lumière polarisée linéairement à 459 
du plan d'incidence. Si l’on désigne par tg y l’ellipticité de la vibra= 
tion réfléchie (rapport du petit axe au grand axe de l’ellipse) et parx” 
l'orientation de son grand axe par rapport au plan d'incidence, on 
déduit de la mesure de ces deux quantités les angles W, et À, par les” 
formules suivantes, qui sont classiques : 


cos 2W,— cos 2Y. cos 2x, à 


tg 2Y 
ÉONA SRE ÿ 
Oyer sin 2% 4 


Rappelons les définitions de 4, et de Y, données au paragraphe 19 1 


R 
tg US — + ; ; 
À, — dy — CPE 
On simplifierait beaucoup les calculs si l’on connaissait l'angle de 
Brewster g, sur la première surface de la lame, quiesttel que r,,—=0. 


Pour cette incidence, on a : 


2 2 = 
te V,— (n, cos gs — m cos ve)? (1 + Pia + 2/12] COS œ) 


Na COS Pa + Na COS go) (ri, + ro) + 2rijrs] COS œ) ° 


et puisque alors n, est connu (r, —n,çtg 9), on aura à, par l'équation: 


2 ,2 2 2 
2749] (tg? L'un RE Roll) 


, , , . "1 
Nous avons désigné par R,y le facteur de réflexion du support nu 


pour l'onde 2. 


Malheureusement, on ne voit pas comment on pourrait déterminer 
cet angle autrement que par une mesure photométrique. On peut 


24 
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. simplement s’en servir à titre de vérification rapide des valeurs de UR 
et de d, obtenues par la détermination de y, et de »,. 

Une autre méthode très commode est utilisable seulement pour les 
couches minces dont l'épaisseur optique est supérieure à 1/4. Dans 
ce cas, il y aura une incidence +; pour laquelle la vibration réfléchie 

, est rectiligne. Si l’on caractérise par un astérisque toutes les quan- 
tités mesurées sous cette incidence, il est évident, d’après les for- 
_mules données au paragraphe 19, que of — +, c'est-à-dire que 
di = iJ4n, cos #;, Si l’on a déterminé tg W'— B, on peut montrer 
que nf = x est racine de l’équation du troisième degré suivante : 


. a(i —Bjx* + [ae + Bd) — b(1 + B)}x? 
& + [cfi + D) + b(Bd— e)lx + c(e — Bd) — 0, 
où l’on a posé : 


He e0S,. cos, b==nn;, C=—nins sin? 9;, 
LA SÉraNEE es RCE PRES 
d= ab + nisin? oo,  e—ab— nsin? v. 


Une fois n, déterminé, on connaîtra l'épaisseur de la couche en 
écrivant que d, —/4y/n?— n?sin?e,. 

Nous avons décrit cette méthode dans une Note aux Comptes Ren- 
dus [39]. L'idée n'est pas originale, mais VaSiéek [27] n'arrive pas à 
exprimer simplement n, en fonction des quantités connues, ce qui le 
conduit à des calculs longs. D'autre part, il ne remarque pas l’avan- 
» tage principal de la méthode, qui est de pouvoir être utilisée avec une 
* vibration rectiligne dans un azimut quelconque. Autrement dif, 
quelle que soit l’orientation de la vibration incidente, la vibration 
: réfléchie sera toujours rectiligne. On fera donc des mesures avec une 
- vibration incidente orientée arbitrairement, mais qui n’est pas dans 
un plan de symétrie. Désignons par A l'angle qu'elle fait avec le 
plan d'incidence (d’après ce que nous venons de dire, À Æ ot et de 
” go). #; sera déterminé pour À quelconque. On fera deux mesures, 
- l'une avec la vibration incidente dans un azimut A, et l’autre avec 
cette vibration dans un azimut perpendiculaire à celui-ci (A, + 90°). 
En général, on ne connaît pas facilement avec une bonne précision 
Vorientation de la vibration incidente par rapport au plan d’inci- 
- dence. Les deux mesures permettront de déterminer B et A,. Si * 
* et x, sont les angles dont les vibrations réfléchies ont tourné à partir 
» des vibrations incidentes À, et A, + 900, et qui sont mesurables avec 
- précision, et si l’on pose y — tg A,,on montre facilement que les 
- quantités inconnues y et B sont données par les deux équations sui- 
. vantes : 


ne À CE Tate 
A y? + (S 2 + 8 %)y — 1 0, PRE re SPA 


DEN 
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Cette façon d'opérer permet des mesures plus précises que lors- 
que A — 450. En effet, dans ce cas, si la couche a une épaisseur 
optique peu supérieure à un quart de longueur d'onde, la courbe 
expérimentale y!v,) est très aplatie et, comme elle coupe l'axe des 
abscisses sous un angle très petit, son point d’intersection avec cet, 
axe est difficile à déterminer. Par contre, en faisant varier A, om” 
peut s’arranger à modifier l'aspect de la courbe précédente. Em effet, 
si Vo est l'angle correspondant à À — 459, et W, celui à un azimut À 
quelconque, on a tg W, —1tg Wh.tg A. Puisque, d'autre part : 


sin 2 = sin 2W,:sin À, 


il est évident que lorsque VW, croît y croît, et ceci pourra ainsi être 
obtenu uniquement par la variation de A. 
On voit maintenant comment la méthode utilisant 4; peut donner, 
de bons résultats, à condition de l’appliquer avec une vibration inci= 
dente dans un azimut À convenable. Il sera d’ailleurs préférable, par=" 
ticulièrement pour les couches dont l’épaisseur optique est peu supé-= 
rieure à }/4, de faire deux mesures dans des azimuts différant peu 
l'un de l’autre, c’est-à-dire que l’on aura A, et A, + 0 au lieu de” 
A, et À, + go°. Dans ce cas, on trouve que y —=tg A, est solution. 
de l'équation : 


WP (gs 0+ige).te 0 D 
+ ylig'u — ten 2180 + (ig x +). 166) 
La quantité B — tg W, est donnée par : £ 


Lo Re I 
BE yen 


re 


Une autre méthode consiste à étudier des couches immergées dans 
des liquides d'indices différents. Lorsque l'indice du liquide est égal. 
à celui de la couche, l'onde réfléchie est polarisée linéairement quel 
que soit l'indice de la couche. Cette méthode a. été employée par 
de Mallemann et Suhner [29]. On pourrait d’ailleurs se servir d’une. 
méthode analogue, mais en faisant de la photométrie sous incidence: 
normale. On mesure le facteur de réflexion d’un support traité sur. 
une moitié de sa surface. Lorsque la partie traitée réfléchit autant 
que la partie non traitée, c’est que n0 — rm, c’est-à-dire que l'indice 
du liquide dans lequel est immergée la lame, est égal à celui de la 


couche. 


L'étude de l’état de polarisation de la lumière transmise par une 
couche mince conduit à des méthodes analogues aux précédentes, 
mais dont on ne se sert pas, étant donné le peu de précision des 
mesures. é 


{À 


Remarque. — Lorsque le support est absorbant, certaines d 
méthodes précédentes sont encore valables. 


es 
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Couche mince absorbante. 


32. Méthode générale. — Dans ce cas, on doit déterminer trois 
. quantités : les « indices » et l'épaisseur de la lame. I suffit donc de 
trois mesures. On peut, par exemple, mesurer les facteurs de 
réflexion R, et R; côté air et côté support, ainsi que le facteur de 
transmission T, en incidence normale. On est conduit à des calculs 
longs et compliqués. 
_ Murmana [Lo] et Rouard [41] ont utilisé une méthode empirique 
qui suppose connue lépaisseur d, de la couche. On trace deux 
:familles de courbes R,(v,) et Ri(,} pour diverses valeurs de ,, 
d, étant supposé connu. (On détermine ensuite graphiquement les 
valeurs de v, et de x, qui donnent des facteurs de réflexion égaux aux 
valeurs trouvées expérimentalement pour l’épaisseur d,. On obtient 
ainsi deux courbes qui se coupent ; chaque point d’intersection satis- 
fait à la fois à R, et à R;. On voit, par la description de cette 
= méthode, son manque de précision. Il nous semble inutile d’insister 
là-dessus. 
” Une méthode théorrjuement complète est celle préconisée par 
 Fôrsterling [42]. Elle utilise des mesures polarimétriques faites sous 
” l'incidence brewstérienne correspondant au passage air-support, 
. c’est-à-dire sous un angle o, tel que tg 9 — 12/0. Alors = — la 


| On détermine les trois quantités tg weiàr. te er et tg went, les 
- quantités primées se rapportant, comme toujours, à une onde inci- 
- dente dans le support. On forme les quantités : 
É: ap or Ar) 

ET HECTERTE 
18 Wr üd;—Ar) 
D le 


pis 19 Pr et'Ar—Ai) 


‘et les indices de la couche (n, = v, — à) se déduisent de l'équation : 


AA I 
22 l'en 7 Far Q, 


2 2 
2n2n0 [ L ‘| 
nues L Era Class 00 21 
ÿ Ré TS n6 + (n3 — n6) cos6o nn 


2 D 2 
na + n$ 2(ng.Sin? @o + 72 COS? 0) 
EUR PA ERA en P ES 


Q— 2 
HR WAE 


B(A — 1). 


. Les calculs sont assez longs. Il est préférable de poser y = CFCaT 
“alors y — = —oisins et l'on peut déduire le nombre complexe £ 
directement des tables. 


De 


+ 


760 FLORIN ABELÈS 1 FE 

. La # ke # s 

Connaissant », et x,, on aura l'épaisseur de la couche en résolvant 
l'équation : 


i 
CA : non? — an$ sin? ou) 
A RE PETER pret EN à 
(n5 — n6)Vri — 9 Sin? ®o COS D 
Le 
Les mesures faites sous la direction de Fôrsterling ont conduit par” 
application de cette méthode, à des valeurs de d,/} qui ne sont pas. 
réelles, la partie imaginaire de cette quantité étant trop importanten 
pour être justifiée par les erreurs de mesure. Il se pourrait donc que 
l'hypothèse des couches minces métalliques homogènes et isotropes 
soit à reviser. Ceci montre l'intérêt qu'il y aurait à faire des mesures. 
sur de telles couches et surtout des mesures assez précises pour 
pouvoir trancher la question. Fe 


Deux coUCHES MINCES TRANSPARENTES SUR SUPPORT QUELCONQUE 


33. Formules générales. — On a beaucoup étudié ces dernières 
années les propriétés optiques du système formé par deux couches 
minces transparentes sur support transparent. En effet, on dispose” 
alors de deux paramètres de plus que lorsqu'on a une seule couche, ce 
qui permet de résoudre de façon plus complète les problèmes qui ses 
posaient déjà dans le cas d’une seule couche. Les calculs numériques” 
auxquels on est alors conduit ne sont pas longs et sont très faciles à: 
effectuer. 1 

Les formules générales se déduisent simplement de celles relatives . 
à une seule couche en appliquant un résultat que nous avons démontré” 
ailleurs [6]. Pour obtenir l'expression du coefficient de réflexion ,r du. 
support recouvert de deux couches minces, il suffit de remplacer dans 
l'expression de ,r le coefficient de réflexion r, dû à la deuxième sur-" 
face par le coefficient de réflexion de la deuxième couche tout. 
entière. On trouve alors que : LU 


V4 A 
melti) + mel + rs + mrerseltt Re 


= — - - Y 
etl1+@2) + rrela: + rarsel4 + rirs 


re 
Dr. 
les notations étant celles que nous avons toujours employées, c'est= 
à-dire que les indices des r désignent le numéro de la surface à 
laquelle ils se rapportent compté du premier milieu vers le support 
et ceux de x le numéro de la couche compté dans le même ordre. 
; I s'ensuit que le facteur de réflexion R, des deux couches est de la. 
Jorme : AU 


as 


S2! 


R LA + B cos «; + C cos & + D cos («4 dan + E cos (ay — œ) 


a —————_—_—_—_—_—— "5 1 M 


F + B cos & + G cos &: + D cos (oi + 3) + E cos (ai «s) ? 
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avec : 
2 2 2 2012 
ATri+ri+rs+ rirrs, Dares 
pou” 2 on? 2 
B—2r;r,(1 “Ps E==orirer., 
És 2 PA CRE 
C—o2r,r(i + ri), F=1-HTir + rirs + rèrs. 


Si le support est absorbant, la formule précédente reste valable à 
condition de tenir compte du déphasage introduit par la raie 


métallique sur le support, c’est-à-dire que si l’on pose r, —o,e"%, il 
faudra remplacer «, par «, — 0, et r, par p, dans cette formule. 
Il est préférable d'utiliser au nes de R, la quantité T, — 1 — R, qui 
représente le facteur de transmission de notre système lorsque le 
support est transparent, On a : 


(x = r$)(1 — r8)(1 — ri) 


Do Pope Om Dee Lan rome ci ( 


- Ces formules sont encore valables lorsqu'on examine les lames en 
incidence oblique. [IFsuffit simplement de donner aux r,; des valeurs 
- convenables et de se rappeler que a; = hrnid; cos 0;/). 

Si les divers milieux sont peu dispersifs, les variations de T, avec} 
se font uniquement par l'intermédiaire des &,. D'une façon générale, 
on peut dire que les variations de T, avec d, ou avec d, sont pério- 

_ diques. 

| On peut chercher à annuler R,, c'est-à- “ à réaliser des couches 
. doubles anti-reflets. Puisque «, et «, sont proportionnels à d, et d, 
2 respectivement, R,, et donc aussi T,, aura une valeur stationnaire 
lorsque : 


| avec: 
y —=F+B cos à, + G cos «, + D cos (a, + «,) + E cos (x, —«;). 
On est conduit alors à résoudre le système d'équations suivant : 


(Bsina,+D sin (a, +a,)+ Esin (a, — a) —0, (33) 
) Csin a, + D sin(a, +«,) —E sin (a, —%)—=0, 


_dont un système de solutions est a, — mr, a, —m'r avec m et m' 

4 entiers. Ce résultat était presque évident en envisageant les interfé- 
rences qui se produisent dans chaque couche. Lorsque les épaisseurs 
optiques des deux couches sont des multiples impairs de }/4, on à 
. pour R, l'expression suivante : 


RE (Hu |, (33.2) 


2 2 
nya + Nono 
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qui montre que pour annuler le facteur de réflexion du support, on peut 
utiliser deux couches d'épaisseur optique X/4 dont ies indices doivent 
satisfaire à la relation n,/n, = Vrs/noe C’est un résultat connu, qui a 
été énoncé pour la première fois par Mooney [43]. Lorsque l’épaisseur 
optique d’une couche est multiple entier de X/2, on sait, d'après un 
théorème général, qu'elle se. comporte comme si elle n'existait pas: 

Mooney, en résolvant le système (33.1) n’a pas remarqué quil 
avait une autre solution en dehors de celle que nous venons de 
signaler. On trouve en effet une autre solution, qui est plus inté- 
ressante que la précédente. On peut aussi la déduire par un rai- 
sonnement plus simple. En effet, pour que R, — 0, il faut que , =0 
et ceci sera obtenu lorsqu'on annule à la fois la partie réelle et la 
partie imaginaire du numérateur de ,r. On trouve alors que les” 
épaisseurs doivent être reliées aux indices de réfraction des couches” 
par les deux relations : 


2 2 2 2 2 2 
— à — T9 +73 + Pirera 
COS OR ER 
2rara(t — rs) 


ve 
RS RAR (33.3) 
‘ mi Tor Est Targa | 


COS 4, — 5 
ersra(s — 13) 


Pour que cette solution existe, il faut que l’on ait|cos a, | et 
| cas a, | inférieurs à l'unité. Ceci fournit une inégalité que doivent 
vérifier les indices des divers milieux : 


(Ro r3)(n4 — Vrons)(ns — Vrons)(ne Vs — nr Vne) Ko: 


Cette deuxième possibilité d'annuler le facteur de réflexion du 
support est plus intéressante que la précédente, car elle laisse une“ 
plus grande liberté dans le choix des substances dont sont faites les” 
couches. 4 

Nous avons étudié dans une Note aux Comptes Rendus[44lles pos-" 
sibilités d’annuler le facteur de réflexion des métaux en les recouvrant 

. de deux couches minces transparentes. Les épaisseurs seront choisies 
d’après (33.3), sans oublier d'y remplacer à, par & —0, et rs par 03." 
La condition à laquelle doivent satisfaire les indices s’écrit ici : ‘à 


2 x 
(ea—r°Xpi— r?)<o, (33.4) 
où l’on a posé : 
nes Tire RE Ta + re | 
Ta Tir? Pr Pire 0 


La signification physique des quantités r et r’ est bien simple. 
r est le coefficient de réflexion sur une couche d'indice n, et d’épais— 
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-seur optique multiple i im pair de X/4 déposée sur un support d’in- 
dice r;,, tandis que r’ est le coefficient de réflexion lorsque l’ épaisseur 
optique de la couche est un multiple entier de X/2, ou, ce qui revient 
au même, le coefficient de réflexion à la surface de 4 DR de 
deux milieux d'indices n, et n,. L'inégalité (33.4) signifie que pi doit 
— être compris entre r°? et r’?. 
Dans le cas de l'incidence normale, on a : 


M 
Tone — 4 ; no — M2 
SR à , RS 
Tofa + un no + 2 


Si l'on pose ni = N, et n5 —N,, (33.4) montre qu’ils doivent vérifier 

Pinégalité : 
[no HN, — ni N, + nNN, — Ni] (33.5) 
[C3 —20)N3 + nnos— V5 — 3%] 0 "ts 


Les points du plan N,ON, qui vérifient (33.5) sont compris dans 
des régions limitées par lé He 


9 9 
Hs Va 2 


; : N, — 7, HD ÉTERE 10 (D) 
et par l'hÿperbole : 

+ 2 vaNi — noNiN; — nov + MN, + nivsN, — 0. (H) 

ps Celle-ci a pour asymptotes la verticale N, — n;,v, et la droite : 


nN: = Va3N, — nxé. 


La droite (D) coupe (H) aux points N, — ni et Nic. 

Avec ces données, on tracera rapidement les courbes (H) et (D) 
<orrespondant à un support donné. Ceci permettra de voir rapide- : 
ment quels sont les métaux dont on peut annuler les facteurs de 
réflexion. On constate qu’étant donné les indices des couches minces 
transparentes que l’on sait déposer actuellement, on ne peut annuler 
que les facteurs de réflexion des métaux qui ne réfléchissent pas 
beaucoup (R,< 0,5 environ). 

_ Ilest probable qui si l’on opérait en incidence oblique, on pourrait 
sa annuler R,. Ceci permettrait alors la construction de miroirs polari- 
- sant D ment un faisceau de lumière incidente naturelle. On 
+ pourrait réaliser des filtres à bande coupante, par ce procédé. Nous 
n'avons pas encore effectué une étude détaillée pour connaître les 
possibilités de tels systèmes, mais nous nous proposons de le faire 
- dans un proche avenir. 


L'on ! 


LS » 24) date) en 
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34. Augmentation du facteur de réflexion du support. — Ce problème 
est particulièrement intéressant dans le cas des couches doubles. 
R, sera maximum, d’après ce que nous avons Vu au paragraphe pré- 
cédent, lorsque les deux couches auront une épaisseur optique multiple, 
impair de X/4 et sa valeur sera donnée alors par la formule (55.2) : 


2 2 2 
R (= — 
CRE UT 2 2 ù 
Nn3 + Nono 


Donnons un exemple pour préciser jusqu’à quelle valeur on peut, 
augmenter le facteur de réflexion du support. Prenons un crown 
d'indice n;,— 1,5 et tel que R;,— 0,04. Recouvrons-le d’une couche de 
cryolithe (n, — 1,3) et d’une autre, d'oxyde detitane(n,—2,5) d'épais- 
seurs convenables. On trouveque R,— 0,48, tandis que le même verre 
recouvert d’une couche d'oxyde de titane seulement donnerait. 
R,— 0.375. Avec de telles doubles couches, on résout au mieux le 
problème qui consiste à séparer en deux parties égales l'intensité du 
faisceau incident (R, —T, — 0,5). On sait l'intérêt pratique qui 
s’attache à cette question. ;4 

Un autre problème intéressant dans la pratique, et que nous avons 
déjà signalé plus haut, est l'augmentation du pouvoir réflecteur des” 
métaux. Nous avons vu qu'avec une seule couche mince transparente, 
on ne peut espérer augmenter beaucoup le facteur de réflexion des” 
métaux. Avec deux couches minces, nous avons des possibilités plus 
grandes. Nous avons indiqué les principaux résultats de l'étude de ce ” 
cas dans une Note aux Comptes-Rendus|30]. La première couche doit 
avoir une épaisseur optique multiple impair de }/4, tandis que lan 
seconde doit être telle que l'on ait «, —0, + 2m7. Quant aux indices, ; 
il faut-choisir n, aussi élevé que possible et 7, aussi faible que possi-" 
ble. On démontre que si les épaisseurs sont choisies comme on vient 
de l'indiquer et si n, > n,, on augmente toujours le facteur de” 
réflexion du métal (R, > R,). On remarquera, et ceci est important, . 
que l'épaisseur optique de la deuxième couche, compte tenu du 
déphasage introduit par la réflexion métailique, estéquivalente à }/2.. 
On aurait pu penser a priori que si les deux couches ont des épais: 
seurs optiques équivalentes à X/4. on obtient le meilleur résultat. 
C'est ce qu'a indiqué Turner [45] dans un article que nous avons déjà 
critiqué [46]. On peut montrer, au contraire, que dans ce cas, on 
abaisse toujours le facteur de réflexion du suppott (R, < R). 

Voici les résultats que l'on peut obtenir avec une couche de cryolithe” 
(n, = 1,3) recouverte d’une couche d’oxyde de titane (n, — 2,5). Nous* 
donnons pour chaque métal deux valeurs de R, : la première R,», 
correspond à deux couches telles que «, et:o,—0, soient multiples 
impairs de 1/4; la deuxième, Roy, à deux couches dont la première a. 


Le 
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la mème épaisseur que dans le cas précédent, tandis que la deuxième 
est telle que a, —0, + 2mT. 


TRE RRETUAl 0 PMAET ot 0,9737 0,9916 
Aluminium . . . .| o,2730 0,9471 ro 

GETOmME AT T/ CP: 070103 0,8683 0,6606 
g Rhodia: hp car 0,0190 0,8770 0,7784 


Nous avons fait un essai pour réaliser de telles doubles couches sur 
l'aluminium. La figure 8 montre les résultats que nous avons obtenus. 
‘On constate une augmentation du facteur de réflexion de l'aluminium 

pour les longueurs d'onde supérieures à À— 0,600 y environ. Il est 


facteurs de réflexion 


; PM AL nu 
… VF _ AP+M9E, 
Ÿ s Re n'AC +Mg F+Ti 0, 


_ __— — — 


= gl Aen mp 
400 500 600 700 800 900 1000 
Fig. 8. 


- certain qu’on pourrait obtenir des résultats meilleurs. La difficulté 
* consiste à bien choisir l'épaisseur de la couche de faible indice, 

épaisseur qui dépend des paramètres optiques du métal. Ceci montre 
» V’utilité pratique de connaître ces paramètres. D'autre part, l’alumi- 
 nium a été à l'air avant d’être recouvert de la couche de faible indice 
| (fluorure de magnésium). [la pu se recouvrir d’une couche d’alumine, 


*. 
=- 
= 


F 
5 
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de façon que finalement on avait de l'aluminium recouvert ie 
trois couches minces transparentes, ce qui changeait tout à fait ses: 
propriétés. Il serait d’ailleurs possible de recouvrir le ee sans le. 
placer au contact de l’air en aménageant convenablement 1 enceinte- 
où l'on effectue la vaporisation. Quant à l'aluminium nu, il a puse » 
couvrir d’une couche d’alumine assez épaisse (plus épaisse que celle 
de l'échantillon traité par la suite) de façon que la comparaison entre. 
R,et R, n’est pas tout à fait licite. Quoi qu’il en soit, on vérifie que 
R, > R, et pour À—0,750p, on a même R,æ0,)3 au lieu de 
R, = 0,895. 4 


o 2 3 . 
0,9737 0,9y80 0,9995 |. 
Argent ——— |__| | ———— LORS 
0,5367 0,1282 | 0,5968 jo 
0,9477 0,9950 0,9989 || 
Aluminium e 
0,2730 0,3878 0,7766 || 
0,8583 09897 09972 | 
Chrome - FE — = 
o,o1c3 0,6986 0,9076 | 
0,8770 0,9905 0,9974 | 
Rhodium 
0,010 0,6793 0,9005 


Il estintuitif que l’on pourra augmenter d'autant plus le facteur de 
réflexion du métal, que l’on pourra déposer plusieurs couches conve - 
nablement choisies. Les meilleurs résultats seront obtenus lorsque les. 


# 


épaisseurs optiques des premières couches seront des multiples. 
impairs de À/4, tandis que celle de la dernière couche doit être choi-. 
sie comme dans le cas de deux couches. Le plus simple est d'utiliser 
des lames alternées d'indices fort et faible. par exemple, 
My =... 2,5 tn, =n,—=...—1,3. On peut même évaluer rapi- 
dement la valeur du facteur de réflexion obtenu dans ce cas. Nous 
n'entrerons pas dans le détail des caleuls, qui nous entraîneraît trop- 
loin. Supposons que le métal soit recouvert de 2p + 2 couches minces 
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: d'indices alternativement n, et n,.Le facteur de réflexion R;,:2 du 
métal ainsi recouvertest : 
e pps | 2 
Bye (EE) 
en posant : 
nip+? LR non? + 


2 


P— 3. PpHi + 
RE 4 nnPF 


Si l’on modifie l'épaisseur de la dernière couche de façon à avoir 
spa = (2m + 1)r + déphasage introduit par la réflexion métallique, 
on à : 


p—ps \° 
Ryssn = (1 E) 


Le tableau ci-contre donne quelques résultats numériques à titre 
d'indication. 


Facteurs de réflexion _-- Deux couches de même 
Epaisseur wplique 

Deux couches d'épaisseurs 
optiques différentes 


020 


0,15 


0.10 
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Exemples. — Il n’est peut-être pas inutile de donner quelques 
exemples numériques qui précisent les résultats que l’on peut obtenir 
avec des couches doubles. Pour commencer, nous reprendrons un: 
exemple donné par Mooney dans l’article déjà cité [43]. Il s’agit de 
deux couches ayant toutes les deux une épaisseur optique d’un quart … 
de longueur d’onde pour le milieu du spectre visible (1 —0,550 y) et 
dont les indices sont choisis de façon à ce que R; soit nul pour cette 


OLOË facteurs de = Deux couches(n,-138,n,=23) 
reflexion _--- Deux couches (n°141: ,=181) 
d'eparsseurs optiques égales 


0,30 


020 


K 
0.10 15 

x 

D: 

= ne 11 

400 5 LL à 


longueur d'onde. On a Pris Ro 1; M — 1,47; R—1,81; n— 1,52, 
nombres qui vérifient la relation n:/n; = Vrsfno. La première co 
pourrait être une couche de silice et la deuxième, une couche d'alu- 
mine. La courbe des variations de R; avec À donnée par Mooney est . 
erronée, car il indique un facteur de réflexion plus faible à l'extré- « 
mité bleue du spectre visible qu'à son extrémité rouge, quand C'est 


le contraire qui a lieu en réalité. La figure 10 reproduit Le résultat dé 4 
nos calcuis. l VS W. 
. . - ; \ 
Voici maintenant un exemple de deux couches dont l'épaisseur à 


optique n’est pas d'un quart de longueur d'onde, mais qui est déter- ” 
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-minée par la condition (33.3). Nous avons pris n5—1 ; 741 —1,38 


(fluorure d'aluminium) ; 7: —2,5 (oxyde de titane) ; n3—1,52 et 
nd: — 0,390 À, nid2 — 0,0435 À pour la longueur d'onde À— 0,585 y. 
Dans ce cas, on a R; — 0 pour cette longueur d’onde. On remarquera 
que la couche déposée sur le verre est très mince, tandis que celle qui 


éstau contact de l’air a une épaisseur optique de l’ordre de À/3. II 


s'ensuit que l'épaisseur optique totale des deux couches est d’envi- 


L 


n 
. 


R 
1 __- Deux couches d'épaisseurs optiques 
égales (22 mu) 


_—_— Les mêmes avec une couche déparsseur 
optique double irtercalee 


08 


08 


06 
00 500 600 100 150 


Fig, 11. 


ron 0,39 À, c’est-à-dire inférieure à celle qu’auraient deux couches 


d'épaisseur optique }/4. Sur la figure 9 on a tracé en même temps que 


la courbe correspondant à ce cas, celle qui correspond à deux couches 


de mêmes indices (n, — 1,38 ; ñn1 — 2,5) et d’épaisseurs optiques 


égales (z4d4 — node — À/4 pour À—0,550 y). La figure 10 repré- 
- sente encore les mêmes couches, mais telles que nid — 1,850 À et 


nodo = 1,0435 À. On remarquera que la figure 9 représente, avec une 
dilatation des abscisses, la portion de la courbe de la figure 10 com- 
prise entre 0,525 & et 0,580 y. environ, ce qui est naturel. 

Nous donnerons maintenant un exemple de l’effet d’une couche 


Ann. de Phys., 12e Série, t. 5 (Novembre-Décembre 1950). 5o 


Libé 


A! 5 LA 
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d'épaisseur optique )/2 pour une certaine longueur d'onde sur la 


transmission spectrale d'une système de couches. Nous prendrons 
d'abord deux couches d'indices 2,3 (sulfure de zinc) et 1,38 d'épaiss 
seurs optiques égales à X/4 pour À — 0,550 y. Ensuite, nous interpo=, 
serons entre ces couches, une autre, d'oxyde de titane et d'épaisseur 
optique X/2 pour la même longueur d’onde de façon à avoir alors” 
10,3 : no — 2,6 ;\Ns32= 1,98 ; 73 — 1,92. PK - 
La figure 11 montre les résultats obtenus dans ces deux cas. Nous 
avons tracé le facteur de transmission en fonction de la longueur" 
d'onde. On remarquera la grande sélectivité obtenue par ce procédés 
Ces quelques exemples numériques sont destinés à donner une idée, 
de la diversité des résultats que l’on peut obtenir avec des moyens, 
très simples. *1-HIRSS 
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/ 


* 
35. Généralités. — Nous définirons un système de couches minces, 
alternées par les deux propriétés suivantes : 1° il est formé de couches» 


d'indices n, et n, qui alternent et 2° les épaisseurs des couches d'une: 


substance donnée sont toujours les mêmes. Avec nos notations, ceci. 
veut dire que’le système de couches minces alternées est caractérisé, 
par la succession d’indices ñ;, 72, 1, n», .… et d’épaisseurs &, ds; 45e 
d:, .… De tels systèmes sont utilisés dans la pratique. Mary Ban- 
ning [47] en a fait une étude expérimentale assez détaillée: | : 2 

Du point de vue mathématique, le problème qui se pose est celui 
de la propagation des ondes dans un milieu périodique. On peut done 
le rattacher au problème analogue plus général que nous avons traité 
dans la première partie de ce travail. Dans notre cas, la fonction qui 
caractérise optiquement les milieux traversés par la lumière est une 
fonction en créneaux. On pourrait traiter le problème en décomposant 
cette fonction en série de Fourier et en intégrant l'équation différen” 
tielle ainsi obtenue, qui est une équation de Hill. Mais les calculs. 
seraient alors très difficiles et on ne pourrait pas apercevoir rapide= 
ment les résultats essentiels. 1 

Lord Rayleigh a traité un problème analogue [481, mais en suppo- 
sant que tous les milieux sont transparents et queles milieux extrémes 
ont aussi un indice de réfraction n°. Notre calcul est applicable, ainsi 


qu'on le verra, à des milieux absorbants et de plus on ne suppose 


rien sur les indices des milieux extrêmes ; mieux encore, on peu 
même avoir un système de couches minces alternées comprises entre 
des couches minces quelconques. Lord Rayleigh reprend en réalité 
un travail plus ancien de Siokes [49], dans lequel celui-ci étudiai 
une pile de lames en n’envisageant que les intensités, sans tenir 
compte des interférences qui peuvent se produire dans les lames, 


ICE 
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Lord Rayleigh commet une erreur à la fin de son mémoire, car il 


affirme que lorsqu'une des substances est déposée en couches d’épais- 


seur_ optique multiple entier }/2 on retrouve le facteur de réflexion 
d une couche de l’autre substance. D'après un théorème général que 
‘nous avons souvent cité, les couches en À/2 se comportent comme si 
elles n’existaient pas et, par conséquent, on doit retrouver le facteur 
de réflexion dû à une couche de l’autre substance d'épaisseur égale à 
la somme des épaisseurs de toutes les couches semblables (1). 

- Un autre problème analogue a été traité par C. Mauguin [50] qui 
& étudié de cette façon la PRE des rayons X par les cristaux. Tous 


Îles problèmes de propagations d'ondes dans des milieux périodiques 


peuvent être résolus de cette façon, tout au moins en première approxi- 
mation. En particulier, c’est de la sorte qu'on fera la théorie des 
plaques Lippmann la plus cohérente et probablement la plus proche de 
Ja réalité physique. 

_ 36. Méthode de caleul. — Nous, avons indiqué dans une Note aux 
Comptes Rendus [51] la méthode calcul que nous pensons être la 
plus commode et la plus rapide. Nous l'avons aussi brièvement indi- 
-quée dans la première partie de ce travail, car elle s’applique dans 
des cas plus généraux que ceux que nous étudions maintenant. Nous 
‘poserons B;—;/2 et la matrice relative à deux couches minces d'in- 
“dices n, et n, s'écrira : 


.{sin Ê, cos fe Se sin f2 cos =) 


cos f, cos B,— sin 8, sin Bs 1Errms Fe 
_i(n, APE PCR cosp,) cosp,cosh, — sin fisin Ps 


: En bte n, et nr, sont les « admittances » des ARS c'est-à-dire 
que si l'on étudie ce qui se passe en incidence oblique, il faudra 
ie ni par n; cos 9; pour l’onde 1 et par nilcos #; Paie l onde 2. 


. ty. ]. Or on nine (voir Anooh, que les éléments de [F}" 
s ’expriment simplement en fonction de ceux de [F} par l'intermédiaire 
des polynômes de Tchébychev. Rappelons que ces polynômes peuvent 
ee définis par les relations suivantes : 


” CG{x) = 2 cos nû 
sin (n + 1) 
me on 


avec : æ—2cos8si|x|<2 


1 6) Dis les Scientific Papers de Lord Rayleigh, cette erreur est corrigée 
par l'éditeur, W. F. Sedgwick, lequel ne remarque toutefois pas que le 
résultat qu’il trouve correspond à une couche m fois plus épaisse que les 
diverses couches (en supposant qu'il y ait en tout 2m couches). 
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ou : 
C,(x) = 2 ch n0 
sh (n + 1)9 
SD = RE 


avec : x 2 tch6si|# 12e 
Dans notre cas, l'argument de ces polynômes esi : 


na 


x—2 cos , cos B, — (2 + mn) sin P, sin £, 


et la matrice [F |" s'écrit : 


+ Cf) + LA) sin £, sin Bu (x) 

(= fees Re + sin Eer)s F)s (x) 
i(n, sin B, cos P, + n, sin £, cos B,)S3_1(x) cf 
+ Ce) — + (5 —%) sin 8, sin 8,,-(2)} 


Si le système stratifié est compris entre d’autres couches minces, il 
sera encore caractérisé par la matrice [F}*. Les calculs se feront par 
multiplication de matrices suivant la méthode indiquée dans la pre- 
mière partie. Supposons maintenant que le système alterné est 
compris entre deux milieux indéfinis d'indices n, et n,. Si l’on dési- 
gne par F;{(4, j — 1,2) les éléments de [F}", les formules { (11.1)et(11.2) 
montrent que les coefficients de réflexion :,r et de transmission en 
dus à notre système sont : 


Ron + nsF4s) — (Far + n5F02) 1 
no Fa + nsFye) + (Fos + n5Fo) à f 
27, : 

Fu + neFue) + Foi + nn 


fie 


enr 
nl —= 


Si tous les milieux sont transparents, il suffira d'évaluer le facteur 
de transmission T:,.du système de couches, car le facteur de 
réflexion R:, lui est relié par la relation Rs, = 1 — T:,. 


# 


16757 / 


le ——_———— 
ee ; k , 
[(n0 + 75)Cn + (19 — ns) ——— sin f4 sin BsSn_1}? RU. 


pu + ni ns + 
na 


note + 
+4 sin fs cos fs RH sin $, cos :J's si. = 


Nous pouvons vérifier facilement sur cette rues que si l’une de 
deux substances dont sont faites les couches, par exemple celle d'in 
dice n,, est déposée en couches d'épaisseur optique multiple entie 
de X/2, T2, est le facteur de transmission d’une couche d’indice a e 
d'épaisseur correspondant à n$,. Par hypothèse : 


82 — kr (k entier positif), sin , —0, cos B, — Æ 1 
æ—=(— 1)" 2 cos $, — 2 cos 6, 0— 8, + kr, | 


à 
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et, par conséquent : 
L— 


p Ençns 


2\2 ) 
Nos + n x 
(no ns) cos? nB1 + ee ; 1) sin? nf: 
T1 


qui est bien le résultat attendu. 


D'ailleurs, en reprenant l'expression de [F}* donnée plus haut, on 
trouve que, dans ce cas (6, — kr), elle s'écrit : 
. sin A2f1 


cos nf, PR | 
1 ; 


ET = (— 1) 


in,sian£f,. cosnf, 


ét ceci est, au facteur (— 1)** près, l'expression de la matrice associée 

à une couche d'indice n, et d'épaisseur nd,. Donc, même si l’une des 
substances est absorbante, il suffit que la substance transparente soit 

déposée en couches d'épaisseur optique multiple entier de }/2 pour 

que tout se passe comme si cette dernière substance n'existait pas. | 
Ceci constitue une vérification de l'expression trouvée pour [F}*. 
Etant donné la symétrie de cette matrice par rapport aux indices 1 
et 2, 1l est certain a priori que l’on obtiendrait le même résultat en 
prenant PB; — x. 

D'après un théorème général énoncé dans la première partie, on 
Édord: 2 ni 
. 4 1 PTE à 
fr (0 + 75) 


él 1e kr AWTE NE 
_chaque fois que x—2 cos —, c’est-à-dire lorsque les indices et les 
épaisseurs des couches vérifent la relation : 


Q Un Ne kT 
2 cos B, cos 8,—(*+%) sin f, sinf, —2cos —, (36.1) F 
avec k — ONE NN 
On utilise souvent des systèmes de lames allernées dans lesquels 


toutes les lames ont la même épaisseur optique. Dans ce cas, P, —f, et: f. 


en désignant par r, le coefficient de réflexion à la surface de sépara- 
tion des milieux d'indices n, et n,, c’est-à-dire que : 


| Na — Na 
AA PE noi 


_ Alors cos 0— (cos &, —r?)/(1 — r) et la relation (36.1) s'écrit : 
KT 
BoSu, = # (4 4)C08 —, 


‘équation dont on déterminera facilement les racines. 
KR? ; 


DNS PORTE ‘d b " ÉRE | anse LT 

l x l AE 
“ Es 
KZ 
A + : ; = 
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Re marquons que les racines de C;(x) correspondent à : 
Li 
2k + 117 
j MEME avec : KR = 0/4; 23; 20 TERRE 

Alors Sy_1=(— 1)F/sin 0. Si 8, —6,, on obtient pour ces valeurs 


de ÿ des valeurs de T:, qui sont données par la formule : ne S 


2 


16nonnanslr + nm} 14 


To — 


8 Fu 
16nano(nons + mins)?+ [(no — ns}?{r4 + n3Ÿ + 4(nons + mn) ](r4 —n:) sec? — à 


valeurs qui correspondent à une épaisseur des couches telle que : M 


cos arf + (sr?) cos PERLE, ? 
,# 

On pourra déterminer rapidement de cette façon une série de 
valeurs de T:,, ce qui permettra de se rendre souvent compté de. 
l’allure des variations de T:, avec d,/X. 4 
Lorsque | x | =>2, C.(x) et S,_1(x) ont une croissance exponen-. 
tielle et, par conséquent, T;, tend vers zéro. Dans le cas où = he ; 
ceci aura lieu lorsque cos «, < 2r?— 1. On se rend ainsi facilement 
compte du domaine des valeurs de d,/\ où T:, reste à peu près 
constante. #1) 
Les calculs numériques peuvent être effectués facilement, car on 
possède des tables des polynômes de RÉRADIEDEE pour | æ | <2[52]s 
Des tables plus complètes ont été calculées par le National Bureau of. 
Standards Mathematical Tables Project (NBSMTP), qui seront bientôt. 
dans le commerce. F ’ 


* 
Résultats numériques. — Nous avons fait un calcul pour expliquer 
des résultats obtenus expérimentalement par M. M. Banning {47}. Nous 
avons envisagé le cas de 94 couches alternées : dont 5 de sulfate dezine. 
d'indice n,—2,3 et 4 de cryolithe d'indice n,—1,35 sur un verre. 
d'indice n,—1,52. On obtient, si l’on néglige la dispersion des 
indices, la courbe de la figure 12. L'accord avec les résultats expéri- 
mentaux n’est que qualitatif. On aurait pu le prévoir d’ailleurs car. 
d’une part M. Banning assigne à la eryolithe un indice de 1,25 au lieu 
de 1,35 que nous avons pris dans nos calculs (ceci correspondrait. 
de da cryolithe évaporée dans un vide de 10—° mm. de mercure}, et 
d'autre part, nous avons négligé la dispersion des indices dont l'effe k 
n’est pas négligeable lorsqu” on envisage neuf couches. Il est intéres= 
sant de remarquer que si l’on veut étudier le même système de cou- 
ches minces nes mais avec un note différent de couches, 14 


Sy-4 étant Es On peut ainsi étudier rapidement l’ influence d du 
nombre des couches sur Le facteur de transmission. Dans notreexen 
ple, toutes les couches avaient une épaisseur optique d’un. quart de 
longueur d'onde pour À—0,550 w. On remarquera que T<—2 pour 
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£® 


SE Re 0,660 et quedans cetintervalle on ao,o1 < Tor 0,07, 
quantité à peu près stationnaire, ainsi qu'on pouvait le prévoir 
d’après les considérations générales faites plus haut. 


NE \ facteurs de 
se transmission 


06 


| l l I æ- 
L00 500 600 100 Aenmu 


19. T2: 


CONCLUSION 


Arrivés au terme de notre travail, essayons de résumer rapidement 
les principaux résultats nouveaux qui y sont signalés. La première 
parte envisage les milieux Stratifiés les plus généraux. L'idée essen- 
 tielle est de les caractériser par une matrice, Ceci permet de discuter 
- de façon commode le cas où les paramètres qui définissent le milieu 
- stratifié présentent des discontinuités, et en particulier, les couches 
minces homogènes. L'étude est faite en supposant les milieux doués 
de perméabilité magnétique, ce qui lui confère une certaine généra- 
lité, sans introduire cependant aucune complication particulière. 
. Nous avons discuté de façon plus approfondie deux cas particuliers 


770 FLORIN ABELÈS 
importants pour la pratique : : le premier est celui où l’épaisseur du. 
milieu stratifié est très petite par rapport à la longueur d'onde de la 
vibration incidente, les variations des paramètres ‘éaractéristiques du 
milieu pouvant avoir une amplitude quelconque (ce cas est connu en, 
optique sous le nom de « couche de passage »), et le deuxième est, 
celui où l'épaisseur du milieu stratifié étant quelconque, les varia=. 
tions de ses paramètres caractéristiques sont très lentes. Nous nous 
sommes attachés particulièrement à préciser chaque fois l’approxi: 
mation faite. Nous avons pu démontrer d'autre part quelques théo= 
rèmes généraux relatifs aux milieux stratifiés. x 
La deuxième partie est consacrée aux couches minces homogènes. 
Nous y avons précisé en particulier les formules relatives à une, 
couche mince transparente en réflexion totale déposée tant sur sup=. 
port transparent que sur support absorbant, ainsi que celles relatives” 
à une couche mince absorbante sur support transparent lorsqu'il y a 
réflexion totale au passage du prémier milieu au support. Une ques- 
tion qui n'avait pas encore été beaucoup discutée est ie déphasage 
introduit par la traversée d’une lame absorbante. Nous avons étudié 
en particulier le cas de l'aluminium qui est utilisé pour la construc: | 
tion de lames de phases. Nous avons précisé aussi les conditions 
nécessaires pour obtenir des écrans modifiant l’amplitude de l'onde. 
transmise sans en modifier la phase, et qui sont utilisés pour modifier. 
la tache de diffraction donnée par un système optique quelconque. 2 
On a signalé aussi deux applications pratiques des couches minces 
l’utilisation d’une couche mince transparente pour polariser linéaire 


LE 
ment un faisceau de lumière naturelle, et celle des couches minces | 


multiples pour augmenter Îe pouvoir réflecteur des métaux. Uni 


autre question qui a retenu notre attention est l'étude des caractéris- 
tiques (indice et épaisseur) d’une couche mince. Nous proposons trois” 
méthodes optiques nouvelles et nous donnons les résultats expéri= 
mentaux obtenus sur diverses substances transparentes. Nous indi=« 
quons aussi une méthode simple et commode permettant de déter 
miner par photométrie sous incidence normale les constantes. 
optiques des métaux. Finalement, nous proposons une méthodes 
simple et rapide pour le calcul des systèmes de couches minces alter” 
nées. Celle-ci se base sur l'expression de la nième itérée d’une matrices 
à quatre éléments que nous avons exprimée simplement en introduis… 
sant les polynômes de Tehébychev. Nous avons fait d’ailleurs un. 
travail mathématique plus im portant relatif à à l'équation de Hill qui. 
sort du cadre du présent mémoire et que nous espérons pouvoir prés 
senter ailleurs. EU , 
Ce résumé succinct des principaux résultats nouveaux que nous 
avons obtenus montre, nous l’espérons, les nouvelles recherches” 
expérimentales qu’il faudrait faire pour vérifier les divers résultats. 
théoriques. C'est en ce sens que nous disions dans l’ introduction us 
ce travail est aussi un commencement. 2: 
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ANNEXE 


C 


Sur l’itération des matrices carrées à quatre éléments. 


- Au cours de l’ exposé qui précède, nous avons remarqué que, dans 
. le cas des milieux stratifiés périodiques, on doit itérer une matrice 
. carrée à quatre éléments. En effet, une telle matrice caractérise une 
tranche du milieu dont l'épaisseur est d'une période. Si l’on veut 
connaître les expressions des champs électrique et magnétique après 
latraversée de n périodes, il faudra multiplier la matrice qui caracté- 
rise une période, n fois par elle-même, en d’autres termes, l'élever à 
_ la puissance n. 
- Nous avons pu montrer [53] que les éléments de [A]* s'expriment 
simplement en fonction de ceux de [A] par l’intermédiaire des poly- 
» nômes de Tchébychev. Ceci était prévisible, car dans les problèmes 
| Dos relatifs aux systèmes oscillants à un grand nombre de 
. degrés de liberté, ces ve interviennent déà: ainsi que l’a 
-montré Parodi dans son beau livre [54]. Notre démonstration permet 
D adre la raison profonde de ce fait. A. Herpin a démon- 
ré [55] comment les polynômes de Lucas interviennent dans ce cas. 
De plus, elle a l'avantage de relier en même temps les PEHRoSS de 
! Lucas à ceux de Fchébychèv. e 
…_ Soient [A] une matrice à m lignes et m colonnes, ue ses valeurs 
| propres et [[} la matrice unité qui possède le même ADrE d'éléments 
: que [A]. Nous Partirons de la formule d’interpolation de Sylvester [56], 
- qui permetd'écrire un polynôme f[A]) sous la forme : 


nr  Jleo-w 
ATAD = 2f0 Te pme (Aï) 


FES 


Cette formule est l'analogue matricielle de la formule bien connue 
de Lagrange. Contrairement au cas scalaire, le polynôme f{[A]) peut 
- être de degré (fini) quelconque, mais d'autre part, les variables sca- 
À LR dans la formule matricielle doivent être les valeurs propres. 


Si f([A) = |A}, il s'ensuit de (Ar) que : 


15H I — [A] 
Pr | | [AY — Fra DE rer IL: me = 


= 1 


CAMNETENA 


(A2) 


sr 


PE PEUR PT RL ETAT ER LR ET LA: EME MER 


2 rt 
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“Aer La formule (A2) donne l'expression de la nième itérée Lan 
matrice [A] quelconque, en fonction uniquement de [A] et des ses | 7 
_ valeurs propres. PE: 
Nous l’appliquerons au cas particulier qui nous intéresse. A 
ils m==2, et, me conséquent : 


ES à Cala, 2 OA MN MTS 
Du are x LUIET FÉES [AT Se HI 


HR: : À, et à, sont les valeurs propres de [A]=[a;](r, j= 1, 2). 


Ce saut donc les racines de l'équation du second degré suivante : 4 
NE — (ay + A3) + A0 (A3) 9. 

| 15-408 
où A— 4,435 — dyyan est le déterminant de [A]. On sait (cf. [54]}M 
qu’alors (MX —X%)/(; — À) est la fonction fondamentale U, de Luca F 
des arguments p— a, + a et A. Par suite : p” 
[A =U,(p, A[A]— AU, _(p, A): oo) 
Normalisons maintenant la matrice [A], c'est-à-dire posons: : E 


ln “a | [A]= VATA']. a) 


| Si [A] = [as], J =1,2), il est évident que Re et, 4 
conséquent, [A’] est une matrice unimodulaire. Ce sont de telle 

matrices que l’on rencontrera généralement dans les problèmes physi- 

ques. Les valeurs propres de [A’] sont racines de l'équation: 4 


Gun + Ge RTE GE Re 


XL ——— ; 22 STE 
UTP ARE PS 


Appliquons les résultats que nous venons d'obtenir à [A’]. On a : # 


(E4 
i 7 


[Ar — À? [A] = U(pA ? : 1)[A/] À RER ES 
| Le 


4 
e7 


> opt Il e 
= A TU, (pA ©, DA] —U, (pA 3,00. (6 


U;(, 1) est un polynôme de degré n —1, défini, d'après ce qi e 
nous avons vu plus haut, par la relation Qu — XX EN À Let} étant 


_les racines de l'équation À — x1 + 1 —o. Puisque À Le EE 1 
, 
naturel de poser À, —e* et 1, —e"?, + étant une quantité complexe 


reliée à & par la relation æ —e° + 6e? —2 ch». Il s'ensuit que : N. 
@ Ale 


a 


ce qui montre que U,{x, 1) n’est autre chose que le pol nôme d 8 
, e( de 
Tchébychev désigné par la notation Sn) î é à FE 24 


\ 
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ph Si l'on compare maintenant iles expressions de [A}* données 
par (A4) et (AG), on constate que l’on doit avoir l'égalité : 


ee 


- — Ceci nous fournit la relation quiexiste entre la fonction fondamen- 
4 - tale U, de Lucas et le polynôme S,_, de Tchébychev. 
, La fonction primordiale V,{p, A)de Lucas est définie par la relation: 


Va(p, A) = Uni, A)— pUa(p, A) = + 


+ X, et À, étant les racines de (A3). On en déduit, compte tenu de (A7), 
:_ que : 


NE n 1 


V,(p, A) —=A?V,{pA 7, 1). 


CE è 
LV PES 
Vi(æ, 1)=e"*+e ”"?—2chn 


cest à polynôme de Tchébychev que l’on désigne d'habitude par Ga). 
LS De ensuit que : 


VA(p, A)= (Và)"C (Æ) 


“qui est la relation entre la fonction primordiale V, de Lucas et ü 
one C, de Tchébychev. 


que, siA—| FAWletæ= (a: + a) /VAs on a :. 


à à = nn n—1 : 
- ER A7 41 2e — S, (2) | CL 
AJ— ni 
2, Sn-1(t) 
| A2 Sn AC) ps An | oo VX de: Sy) | 


En particulier, si [A] est une matrice unimodulaire, que nous dési- 
]=[b;](, J = 1, 2), on aura: 

byiSai(T) — Sn-(x) BB) | | (A8) 
b3Sn1(2) DoSn (x) — Sua(x) 


avec, bien entendu, æ—b,, + be. 

ne + Lorsque |æ|<2, on aura æ—2cosg et, par conséquent, tant 
1 S,_1(x) que C;{ É. Doro des fonctions périodiques oscillantes. Lors- 
- que| z|—>2,x—2ch# et alors C{(x) et S,_(x) n’oscillent plus. 
Dans le po cas, il est évident que : 


Ca 


Cia) — 2 cos n9 — 0 pour 9 — Eee 1)T 


MT 
Ssa(e )= eo pourç= RM LA 


É Up, A Up n=()Ts (5) (An 


De ce qui précède, on déduit que, [A] étant une matrice, quelcon- À 


(Mm—=1,2,...,n—1) 


AE 
Ne PET HER 
| FLORIN ABELÈS Ex 
a ARE 
| jen 
_ Par conséquent, chaque fois ae = on aura : 


— Su(x) [1] 
sin | np sin 719 COS ® — COS He sing 
ST) = En NNTETS sin ® 
et, de notre cas : 
EN ST) — — cos np — — cos mr = (— SR 
_ donc : 
À (By = (ain. 


D'autre part, chaque fois que = — ; Sn() = 0, et, par 


ne 2 None 


dans ce cas, oo Le (— d c'est-à-dire que : 


B=(- :1)"18}: 


4 tn — 2), a etc., mais on n'obtient cn dort résu 
intéressants. Pour ue (avec, toujours, MEET nr 


+ en “Este (— 1)"{a cos 


mie étant une Sa ne de x de même période da 
_ On peut montrer, mais nous ne le ferons pee ici, que æ es 
paramètre par la relation : 


Pr 2. 


<—2thp=2 chu 


S On pourrait d’ailleurs discuter de façon plus iprotone la 
qu il y a entre l'équation de Hill et les palrabiss de Tené 
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Avant de terminer, rappelons qu'on peut donner encore uné autre 
expression de [B}". Pour cela, on part de la relation : 


Ceres mt 29n-1x). 
On trouve sans difficulté que (AS) s'écrit : 


. CT) +(bi1 — b32)Sn 1) bisSn (x) 


By = de | 
DS (x) ne C, (x) = (D, — Do Sa it) 


TA 
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